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Vorrede. 


Der durch die glänzenden Erfindungen der ausgezeichnetsten Ma- 
thematiker: Euler, Landen, Legendre, Gaufs, Abel und 
Jacobi geschaffene und im Nachfolgenden behandelte neue Zweig der 
Analysis umfafst zunächst eine Theorie doppelt-periodischer 
Functionen, welche nämlich reell- periodisch, wie die gemeinen 
cyklischen, und zugleich imaginär -periodisch sind, wie-die gemei- 
nen hyperbolischen Functionen. Aufserdem hangen jene Functionen 
nicht nur, eben wie diese, von einem veränderlich gedachten Argu- 
mente ab, sondern auch noch von einer zweiten, in der Regel als 
unveränderlich angesehenen Gröfse, welche ihr Modul heifst und 
welche gewöhnlich zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten 
ist. Aus diesem Grunde nennen wir jene doppelt- periodischen 
Functionen auch Modular-Functionen. Das Problem der Rec- 
tification der ebenen Ellipse führt zu einem Differenziale, welches 
einige Aehnlichkeit hat mit‘ denjenigen Differenzialen, die den Zu- 
sammenhang der Modular-Functionen mit ihrem Argumente aus- 
drücken; und wegen dieser Aehnlichkeit der Differenziale wurden 
ihre Intesrale von Legendre, _ welcher zuerst eine ausführliche 
Theorie derselben zu entwerfen versuchte, elliptische Trancenden- 


ten oder auch elliptische Functionen genannt, obgleich dieser aus- 


gezeichnete Analyst die grofse Verschiedenheit unter den Integralen 
keineswegs’ verkannte. Die a dieser Benennung. könnte 
zwar allerdings durch die ihrem "Urheber zu bezeigende Achtung 
entschuldigt werden, indessen habe ich die Benennung, fern von 
Neterungssucht, aufgeben zu müssen geglaubt, weil sie bei Anfän- 
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gern von vorn herein die irrige Meinung erwecken kann, als „wäre 
diese ganze Theorie nur da, um die Ellipse rectificiren zu können: 
eine Meinung, in: welcher sogar ältere Mathematiker 

sollen, ehe diesen neueren Studien ihre Aufmerksamkeit noch 
nicht gebührend geschenkt haben. 

Ist der Modul der Modular - Functionen wirklich reell, und 
liegt zwischen den Grenzen Null und Eins, so sind diese Functio- 
nen selbst zwischen den beiden oben genannten Arten der Po- 
tenzial-Functionen enthalten: nähert sich der Modul der Grenze 
Null, so gewinnen die Modular-Functionen. eine gröfsere Ueber- 
einstimmung mit den gemeinen cyklischen Functionen; und nähert 
sich der Modul der andern Grenze Eins,.se entsteht eine gröfsere 
Uebereinstimmung mit den gemeinen hyperbolisehen Functionen: 
völlige Uebereinstimmung mit jenen oder diesen tritt endlich dann 
ein, wenn der Modul entweder gleich Null, oder gleich Eins wird. 
Hiernach also sind die Modular-Functionen ein grolses Geschlecht 
periodischer Functionen, welches unendlich viele Arten begreift, und 
zu welchen auch die gemeinen cyklischen und hyperbolischen Func- 
tionen selbst, als einfachste, und zugleich als Grenzformen, gehören. 

Daher steht dies Werk mit meinem früheren: „Theorie der 
Potenzial- oder der .cyklisch-hyperbolischen  Functionen, Berlin, 
bei G. Reimer, 1833,” im engsten, ja in einem nothwendigen Zu- 
sammenhange und kann auch als ein zweiter Theil, (jenes als 
erster Theil,) der Darstellung einer Theorie der periodischen Func- 

tionen überhaupt und der davon abhängenden Integrale angesehen 
werden. 

Die zahllosen Anwendungen der Potenzial - Functionen in 
allen Zweigen der reinen und angewandten Mathematik haben das 
sorgfältigste Studium der Mathematiker jenen Functionen zuge- 
wendet; wodurch denn ihre Theorie auch einen hohen Grad der Aus- 
bildung erlangt-hat. Die höhere Allgemeinheit des Begriffes der 
Modular -Functionen zieht aber die Aufmerksamkeit des wissen- 
schaftlichen Geistes in einem noch gesteigerten Grade auf sich; 
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zudem sind ihre Anwendungen wohl eben so zahlreich, und der Ein- 
fluls ihrer Theorie auf die Integral - Rechnung ist vollends so mächtig 
und ausgedehnt, überhaupt so unabweisbar, dafs in dieser Hinsicht 
alle früheren. Darstellungen der Integral-Rechnung als im hohen 
Grade mangelhaft und dürftig erscheinen und die unermüdliche und 
gewandte Thätigkeit eines neuen Euler zur Darstellung eines dem 
jetzigen Stande und Bedürfnisse der Wissenschaft mehr angemes- 
senen Lehrbegriffs der Integral-Rechnung schon längst erforderlich 
ist und mit Sehnsucht erwartet wird. ; 
| Die Kenntnifs der vorzüglichsten Eigenschaften der Modular- 
Functionen und der davon zunächst abhängenden Integrale ist für 
jeden jungen Mathematiker, welcher in der Analysis den höheren 
Standpunct einnehmen will, jetzt eben so unumgänglich nöthig, als es 
früher die Kenntnifs der vorzüglicheren Eigenschaften der trigono- 
_ metrischen Fiunctionen war. In zahllosen Fällen beginnt die Unter- 
suchung des neuern Mathematikers gerade da erst eigentlich, wo 
sie früher wegen der Unzulänglichkeit der Wissenschaft aufhören 
mulste, weil etwa das gefundene Integral’von den Modular-Func- 
tionen abhing, oder ein Modular-Integral war. Die neuen Unter- 
suchungen enthüllen aber auch bei der Anwendung dieser Theorie 
wunderbare, ungeachtet ihrer Einfachheit sehr versteckt liegende 
Gesetze, da, wo ohne diese Anwendung kaum die Möglichkeit der 
Erkenntnifs eines der Erwähnung werthen Gesetzes geahnet wird. 
Solche Behauptungen können nur factisch gerechtfertigt werden, 
und aus diesem Grunde habe ich diesem Werke noch einen Theil 
als Anhang hinzugefügt, welcher Anwendungen der Theorie der 
Modular-Functionen in der Geometrie, in der Geodäsie, in der 
Statik und Mechanik, und namentlich eine umfassende Behandlung 
der sphärischen Kettenlinien enthält, die allein schon geeignet ist, 
die obige Behauptung vollkommen zu rechtfertigen. Dieser Anhang 
wird, falls das Erscheinen dieser Theorie beifällig aufgenommen 
wird, und keine erhebliche Hindernisse eintreten, ihr im Drucke 
bald nachfolgen und ‚hoffentlich durch die ermittelten neuen Re- 
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sultate das Interesse Derjenigen erregen, welche ihre Aufmerksam- 
keit solchen Studien zuwenden. 

Die Möglichkeit der Herausgabe dieses Werks ist lediglich 
dem um die Förderung und Verbreitung des Studiums‘ der Mathe- 
matik und um die vielseitige Ausbildung dieser Wissenschaft höchst 
verdienten Herrn etc. Dr. Crelle zu verdanken; indessen mufsten 
die eigenthümlichen, dabei obwaltenden Umstände nothwendig so 
grolse Verzögerungen mit sich bringen, dafs nun darüber allein 
schon mehr als vier Jahre verflossen sind. Während einer so 
langen Zeit berichtigen und erweitern sich schon die wissenschaft- 
lichen Ansichten, und daher kommt es, dafs in diesem Werke Män- 
‘gel vorhanden sind, welche der Verfasser schon längst als solche 
erkannt hat, die er aber erst in einer neuen Ausgabe zu ver- 
bessern im Stand sein würde, aber unfehlbar verbessern würde, 
obgleich so ziemlich dieselben Mängel in den ausgezeichnetsten 
Schriften der Vorgänger ebenfalls sich finden. 

Der beträchtliche Umfang des Werks rührt von dem grofsen 
Reichthum nicht zu,vernachlässigender Formeln her, welche, zumal 
in einem für Anfänger bestimmten Werke, mit der nöthigen Klar- 
heit entwickelt werden mulfsten; und insbesondere noch davon, dafs 
nicht nur die unendlichen Producte und Reihen hergeleitet oder auf- 
gestellt worden sind, welche desto rascher convergiren, je kleiner 
der Modul ist, sondern in gleicher Vollständigkeit auch diejenigen, 
deren Convergenz desto gröfser ist, je mehr sich der Modul der 
Grenze Eins nähert; zumal da diese Producte und Reihen in der 
berühmten Schrift „Fundamenta nova theoriae functionum ellipti-- 
carum”, mit einer einzigen Ausnahme, vielleicht der Kürze wegen, 
oder auch darum übergangen worden sind, weil sie zu ihrer ein- 
fachen Darstellung den Gebrauch der hyperbolischen Functionen 
erfordern. :P 

Hiernach dient unser Werk aber auch zugleich als ein Re- 
pertorium aller irgend bemerkenswerthen Formeln, welche in den 
Anwendungen der Theorie in Gebrauch kommen können, und es 
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ist ihm hierin nach meinem Dafürhalten ein nicht unbedeutender 
Vorzug gesichert worden. 

Nur aufgefordert durch hochachtbare Freunde der Wissen- 
schaft, und ermuntert durch die freudige 'Theilnahme derjenigen 
akademischen Zuhörer, vor welchen ich seit mehreren Jahren un- 
ausgesetzt ansführliche Vorlesungen über die Modular-Functionen 
und Modular-Integrale, wie auch nicht selten über die Anwen- 
dungen derselben, halten zu können das Glück hatte, entschlofs 
ich mich, die Theorie dieser Functionen auf eine so falsliche Weise 
zu behandeln, dafs die ersten Anfangsgründe der Integral-Rech- 
nung zu ihrem Verständnisse hinreichen, in der Erwartung, mir 
dadurch wenigstens den Dank derjenigen jüngern Mathematiker zu 
verdienen, welche ohne die Anhörung akademischer Vorlesungen 
sich durch Selbststudium die zur Gewinnung eines höhern ana- 
Iytischen Standpunctes unumgängliche Kenntnils dieses neuen und 
überaus fruchtbaren Zweiges der Analysis erwerben wollen, über 
welchen nach meiner innigsten Ueberzeugung auf allen Universi- 
täten jährlich Vorlesungen gehalten werden müfsten, aber selten, 
oder doch nur an wenigen Orten, bis jetzt gehalten werden. | 

Münster, im November 1843. 
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Verzeichnifs der sinnstörenden Druckfehler. 


Seite 4 Zeile 10 lies y’ statt y. 

— 18 — 1. snadnb st. sna dna. 

— 87 ist in den Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) das Vorzeichen vor den vierten Gliedern in das. Ent- 
gegengesetzte zu verwandeln. P , 

— 108 Zeile 8 ist zu lesen Quadrant K'. 


u, 
— UD5 — 9 stehe —- 
ar 


— 124 sind in den Formeln (4.) und (6.) die Ausdrücke auf - einen Seite des = negativ zu nehmen. 
— 155 Zeile 26 ist A? in K‘? zu verwandeln. 

— 165 — 181. (d+A)° 

— 168 — 31 EB, st. E‘ und in der letzten Zeile fehlt Y hinter =. 

— 171 — 15 ist der Factor 2 vor A’? wegzulassen; Zeile 20 ist v=u, zu lesen und Z. 22 lies 2m. 
:— 209 — 7 ist sing in sin2@ abzuändern. 

— 213 — 14 ist der Exponent — 2a in —?2r abzuändern. 

— 2322 — 19 ist E’ st. & zu nehmen. 

— 233 — 2ist+ vor Zr in = abzuändern. 

— 2355 — 41. dn?u st. dn?a. 

— 246 in der letzten Zeile lies ela statt elc«a 

— 275 Zeile 7 lies k’sna snca.u 

— 277 ist ‘S‘ in ©’ abzuändern, 

— 278 Zeile 17 lies ameca = & Zeile 24 1, Lin’ für Em ua Zeile 29 1. Integrale der zweiten Classe. 


u 


.» zu lesen. 


— 280 ist ’U st. ‘U und EN st. K: 


— 283 Zeile 19 1. (i+k‘) st. (A+k,) 
— 293 letzte Zeile. ,=«® 
— 294 ist b? und c? statt b und c zu setzen. 
— 298 ist in den Ausdrücken der Regulatoren g (a, ß) und o.(e, £) der Factor K hinter 2« zu setzen. 
— 301 ist derselbe Factor an ähnlichen Stellen nachzutragen. 
— 306 Zeile 13 lies nn Paare, Zeile 18 1. sn(nu) st. snu und unten I. e=0,1,2,3,....(«—1), 
: e. ann # R=0,1,23,3,....(@—1) 
— 307 Zeile 6 lies & und Zeile 13 I. a’ st. «°, aulserdem = O0 hinter K‘. 
— 308 sind-in den Formeln (6.), (7.), (8.) die Vorzeichen — fortzulassen und cenc statt cn zu lesen; 


Zeile 21 . 28-+1 st. 2 +1. 


r . . . a ; 
— 309 Zeile 10 ist auf der rechten -Seite in der Klammer zweimal A statt Da lesen und also in der 
, Gleichung (1.) die nöthige Abänderung zu machen. 
2@« K+(28-++1)iK‘ 


4 
— 318 istzu lesen: Regulator g (a, $) = 
n 
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— 340 ist vor dem Producte für snu der Factor — statt ie z.u lesen. 
N 7 


4‘ 


— 347 ist in der Gleichung (7.) a statt R zu: lesen. 
e N N 
— 348 im Zusatze 1. ebenso. 
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Die hyperbolischen Modular-Functionen überhaupt. 

Erste Differenziale der hyperbolischen Modular- Functionen. 
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Ausdrücke für die hyperbolischen Modular-Functionen eines Binoms, 
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Functionen. 
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Einige Relationen unter den cyklischen und hyperbolischen Modular-Functio- 
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$. 23. Ausdrücke für die- Längezahl der Amplitude eines Binoms. 

$. 24. Die Werthe von Am (u +2mK’) und am(u + 2miK’). 

$. 25. Die cyklischen Modular-Funetionen und Amplituden der Argumente von der 
Form u+2mK-+2niK. 

$. 26. Die hyperbolischen Modular-Functionen und Amplituden der Argumente von 
der Form u+mK. 

s$. 27. und 28. Cyklische Kunctionen imaginärer Argumente zurückgeführt auf cy- 
klische Functionen mit reellem Argumente. 

$. 29. Allgemeine Formeln für Grenz-Werthe der 3 lehren Modular - Functionen. 


$. 30. Cyklische Modular - Functionen mit dem Modul zurückgeführt auf ähnliche 


mit dem Modul Ä. % 
$. 31. Cyklische Modalar -Functionen mit dem Modul & zurückgeführt auf eyklische 
Functionen mit dem Modul k. I 
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dula: - Functionen. 
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_ _ kleinerem Argument und kleinerem Modul. 
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Argument und "gröfserm Modul. 

54. Zusammenhang unter den Modular - Quadranten. Wichtige Eigenschaft der Mo- 

dular - Gleichungen. 

Einfache Berechnungs-Art des Modular - Quadranten K aus dem gegebenen 

Modul k. 

.96. Berechnung des Quadranten K', wenn sein Modul hr wenig von Eins ver- 

schieden ist. MR 3 

57. Berechnung des Quadranten K’ aus aha Modalat- Zahlen, )ypelihe zur 

Berechnung des Quadranten K dienten. 

. 38. Darstellung der Funetionen’ sin (nu), cos(nw) und tang(nw), wenn am« ge- 
geben ist, „und der Funetionen Sin(nw), Cos(mu) und Zang(mu), wenn am’ 

| gegeben ist, als Produete unendlich vieler‘ Faetoren in Anwendung Karben 

Modular- Zahlen, welche zur Berechnung von K und 7 dienen: 
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rechnung von 7 und K dienen. 
Fünfter Abschnitt.!e.2 m, 2%. .U,e (Sig, 189, 
ss. 60. und 61. Von der Integration der Modular -Functionen. 
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Die Potenzial- Functionen, welche ich in einer frühern Schrift abge- 
handelt habe, erscheinen nur als besondere Formen der Modular - Func- 
_ tionen in weitester Bedeutung, und. eine Folge dieses Verhältnisses ist 
die grofse Aehnlichkeit zwischen den beiden Hauptarten dieser periodi- 
schen Functionen; diese Aehnlichkeit mufls nicht ‚nur, um dem Gedächt- 
nisse zu Hülfe zu kommen, in der Bezeichnung berücksichtigt oder gel- 
tend gemacht, sondern überhaupt als ein Princip bei der Behandlung 
der Modular -Functionen betrachtet werden. Aus diesem Grunde werden 
wir zuerst den allgemeinen Charakter der Potenzial-Functionen ins Klare 
setzen, dann aber auch den allgemeinen Charakter der Modular - Functio- 
nen angeben, und ihn also jenem der besseren Unterscheidung wegen ge- 
genüberstellen. Hierin nehmen_wir zugleich- den Weg der Erfindung, wel- 
chen der unsterbliche Euler betrat, als er unbewufst den Grund zu der 
“ Theorie der Modular-Functionen legte, welche durch die ruhmreichen Er- 
findungen von Legendre, Abel und Jacobi zu einem der wichtigsten Zweige 
der Mathematik erhoben worden ist, 

‘Sind zwei veränderliche Zahlen v» und w, deren hyperbolische Si- 
nus x und y sein mögen, so beschaflen, dals ihre Summe ® +w=u, de- 
ren byperbolischer Sinus z sein mag, eine unveränderliche Gröfse ist, so 
wird der arithmetische Zusammenhang zwischen den beiden veränderlichen 
Größen x und y durch eine rationale und symmetrische Gleichung des 
zweiten Grades ausgedrückt, welche die charakteristische Gleichung der 
hyperbolischen Sinus genannt werden mag. Da nänlich w=u—v ist, 
8o ist nach Theil I. $. 10. Siunw = Ginw Sosv — Cosu Sinv, oder 
y=zyd+)—ay(i+2), ao (yteyYd+D)—= (+), und 

1 - 
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diese Gleichung redueirt sich auf 
e2ayvlitdts=z, 

welche die charakteristische Gleichung der byperbolischen Sinus ist; sie 
ist rational und vom zweiten Grade in Ansehung der beiden veränder- 
lichen Gröfsen x und y, auch ist sie symmetrisch, weil sie nicht geändert 
wird, wenn man darin x und y mit einander vertauscht. 

Für die cyklischen Sinus z=sinv und y=sinw erbält man in 
ähnlicher Weise die Gleichung 

etleyYvi—Ntr=z, 

welche sich aber aus der vorigen herleiten lälst, indem man x? für 2 
y?t für y und 2: für z seiät und unter ö, wie im Nachfolgenden immer 
y—1 versteht. | | 

Was so eben in Ansehung der Sinus gezeigt worden ist, lälst sich 
auch leicht als richtig nachweisen in Ansehung der Cosinus, der Tangen- 
ten und Cotangenten; daher besteht der allgemeine Character der Poten- 
zial- Functionen darin,‘ dafs der arithmetische Zusammenhang unter zwei 
gleichnamigen Functionen, ‘deren Argumente oder Arcus_eine unveränder- 
liche Summe ausmachen, durch eine symmetrische und rationale Gleichung 
des zweiten Grades ausgedrückt werden kann. 


64 


Zusatz. Setzt man in einer solchen Gleichung m nz für x 
und m+ny für y, und ordnet man dieselbe wieder nach den Potenzen 
von x und y, so bleibt sie vom zweiten Grade, auch ist sie dann wieder 
symmetrisch in Ansehung der’neuen Grölsen x und y, und hat die Form 

Aa +y)+2B.2ey+2Caca+y)+D=0 
$. 2. 


Das vorige allgemeine Theorem kann auch umgekehrt werden und 
heilst daun also: Wird der :arilhmetische‘ Zusammenhang unier zwei 
gleichnamigen Functionen durch eine symmetrische Gleichung des zweiten 
Grades ausgedrückt, so sind diese eniweder Potenzial - Functionen, deren 
veränderliche Arcus eine unveränderliche: Summe ausmachen, oder sie 
sind 'arithmetische Formen des ersten Grades, welche aus solchen gleich- 
namigen Potenzial- Functionen, deren Ärcus eine unveränderliche Summe 
ausmachen, in gleicher Weise gebildet sind. 

Nehmen wir z. B. die Gleichung 


etlayYvltd)tr- 


Eindeisnung 2%: 2 2 


welche in Ansehung der beiden veränderlichen Gröfsen x und 7 symme- 
trisch und vom zweiten Grade ist, und differenziüren wir dieselbe, wodurch 
wir, weil z unveränderlich sein soll, exhalten 

br ua ERROR ich +@+rvu+3). 9 = 0, 


oder 4 
dr O8 


i Ei ‚V (+2? in 13. ytevütz) 
so kann diese Differenzial- Gleichung leicht ‚als eine separirte dargestellt 
werden; lösen. wir pänlich, die vorgelegte Gleichung nach x und y auf, 
wodurch wir 
y=zy(l+M)—ey(i+2) = z/(l+yY)—yv(i+2), 

A auch y+xzy(i+=)=zy(l+2?) wdce+tyYy(i1+SP)=zy(1+Yy?) 
erhalten, und substituiren wir diese Ausdrücke in der. vorigen Differenzial- 
Bleiipune so Saar he sie sich in 


=(, 


oder s=.0, 


av Favre 0 amt 

und nach Theil I. $. 18. ist das Integral dieser Gleichung 
Ä Arc Sin (y) + Arc Sin (2) = const. 

Wir Bien noch ein: Beispiel hinzu, indem wir die symmetrische Gleichung 

| | a -y—- 2 2y = 
behandeln, welche wegen des Productes x.y Pie beiden Tarönderlichen 
Gröfsen x und y als eine Gleichung des zweiten Grades anzusehen ist. 
Geben wir jener Gleichung zuerst die Form 


= +Y ; 

1i+xy? 

so erhalten wir durch Differenzüren auf der Stelle 0=dy (1—x°) i dx (1%), 
oder 


> = 


und das Integral dieser Gleichung ist Arc Zang(y)—+ Pic Zang (x) = = const. 


Zusatz, Die allgemeinste Gleichung 
ser) +2PeY ya = 0 

‚verwandelt sich, wenn e=m-+ nz‘ und y=m+ry' subsituirt wird, in 
eine ähnliche Gleichung ne 

| a (a2 Hy) RB 
wenn zur Abkürzung ‚gesetzt wird, 

an; Bi=Bn, y (nme Hm +4), Du Yany #2 BntHe2 am; 

LT 
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Ty? 
+ 


wird nun m= a w; genommen, wie y=0 und =) — 


wird, so hat man die einfachere characteristische Geinbun 
& er +5 ER 
für die beiden veränderlichen Grölsen x’ und Yo a man diese 


Gleichung wie vorhin, so findet man die separirte Differenzial- Gleichung 
Dr a. dx. 


VI? EREY ar) pr. gel 7] + VI? er)? —a Eng! "57 =(0. 
Wird nun n so bestimmt, dafs RZ li mtl wird, wodurch man erhält 


/+.(—-—Z = 
n = V — 


so erhält die vorige Differenzial- Gleichung eine von ar! u Formen: 
oY dx’ y , 
V(i-y”) + yazar) ylii— —.x'?) = Var +yater) 7 en % 
ar oy! oa 
Vor te Ih 

und das Integral ist also entweder arc sin (y“) + arc sin (x‘) = const., oder 
ArcSin(y’) + Arc Sin (x) = const. oder ArcCos(y‘)+ Arc Eos (x’) = const. 
Hierbei wird vorausgesetzt, dals « nicht =0 sei; ist «=0, so ist die 
Nachweisung noch einfacher, 
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‚Allgemeiner Charakter der Modular-Functionen. 


$. 3. 

Der allgemeine Charakter der Modular - Functionen besteht darin, 
dafs der arithmetische Zusammenhang unter zwei gleichnamigen solchen 
Functionen, deren Argumente eine. unveränderliche Summe ausmachen, 
durch eine rationale und symmetrische Gleichung des vierten Grades aus- 
gedrückt wird, die aber in Ansehung der einzelnen Funclionen selbst 
nur vom zweiten Grade ıst. 

Die allgemeinste Gleichung des vierten Grades zwischen den Grö- 
[sen & und y hat die Form: 
A+Bx+B'y+Czy+D#®+D'y+E:2y-+ Eizy +Fay + Gzx’ 

+@y°+ He + Hcy’+lIe+ly = 0; 


sie enthält die Potenzen «°, y’, x* und y*, welche der Annahme gemäß 
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in ihr nicht vorkommen sollen; lassen wir aber die Glieder weg, wrelche 
diese Potenzen enthalten, so zieht sich die Gleichung zusammen auf: 
A+Bx+B'y+Csy+D+Dy+Exry+Ecy+Fay: = 0, 
welche nur noch in Hinsicht auf das Glied F\x’y?’ vom vierten Grade ist. 
Soll diese Gleichung unverändert bleiben, wenn darin x mit y vertauscht 
wird, so muß B=B, D’’=D ud E'=E sein und es kann daher 
die Gleichung also dargestellt werden: 
A+B(e+y)+Czy+D@+y)+Eryaty+Fey= 0. 

Die gefundene Gleichung hat noch eine überflüssige Allgemeinheit; 
sie pafst nicht nur auf allgemeine Modular -Functionen selbst, sondern auch 
auf arithmetische Ausdrücke, welche aus gleichnamigen Modular- Eunctio- 
nen der Argumente v und w von unveränderlicher Summe v=v-+w io 
gleicher Weise gebildet sind. 

In der charakteristischen Gleichung der hyperbolischen oder auch 
cyklischen Sinus wird kein Glied geändert, wenn man darin —x für z 
und gleichzeitig —y für y setzt; wollen wir daher solche Functionen 
finden, welche, wie die genannten Potenzial-Functionen einen gleich gro- 
[sen aber entgegengesetzten Werth erhalten, wenn statt ihres Arguments 
ein gleich grolses entgegengesetztes genommen wird, so nehmen wir an, 
dals die Größen A, B, C, D, E, F' sich ebenfalls nicht ändern, wenn 
darin — x für 2, —y für y und —z-für 2 gesetzt wird; da sich aber 
die Gleichung 

A+Ba@+y)+ Coy+Dge +y)+Eay(c+y)+ Fey = 0, 
durch die angezeigte Aenderung, verwandelt in 
A—B(a+y)+C2y+Da@+y)—Esyaty)+Fey = 0, 
so mul B=0 und E=0 sein, wenn die beiden Gleichungen überein- 
stimmen sollen, und wir haben also die einfachere Gleichung: 
A+C.2y+D&+y)+Fey=0 
welche auf solche drei, gleichnamige Modular-Functionen e=P(v), y= 
Ow) und 2z=P(v-+w) = OD(u) palst, welche mit den cyklischen oder 
hyperbolischen Sinus Aehnlichkeit haben, nämlich mit ihrem Argumente 
zugleich verschwinden, und einen gleich grolsen negativen Werth erhal« 
ten, wenn statt ihres Arguments ein gleich grolses negatives genom«- 
men wird. 

Da für v=0 der Gleichung vo +» = u gemäls w = u, also =0 

und „= wird, so können wir die Form der vorigen Gleichung sogleich 
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noch näher bestimmen, indem wir darin = 0 undy=x (oder I 
und 2 =3) setzen, wodurch A=— Dz? gefunden wird. Wird dieser 
Werth substituirt, die Gleichung dann durch D dividirt, so erhält sie die Form 
yY+2meyto+nay?=2. 

Das Glied nx’y* ist das einzige in dieser Gleichung, welches wegen des 
Productes 2° y?’ von der vierten‘ Dimension ist, und die. Gleichung selbst 
ist also nur in Hinsicht darauf vom vierten Grade; fehlte dieses Glied 
und wäre also 2=0, so wäre die Gleichung „"+2mzcy+x2?=2? die 
charakteristische Gleichung der cyklischen oder byperbolischen Sinus, wenn 
‚m entweder = y(1— 2°) oder m=y(1--2°) wäre, und für andere Werthe 
von an liefse sich nun ein constanter Factor r finden, dergestalt, dals vr, 
ry und rz cyklische oder hyperbolische Functionen wären. 

Zusatz. Die allgemeine Pe 4’+B (ze Hy)+C.xy'+ 
D (= +y"’)+E'xy (@' +y')+F'.x’y'* = 0 lälst sich durch die Sub- 
stitutionen \ 
PaRRE Baar 
i+rx Ltr’ 
oder auch schon durch die Substitutionen £ '=p+ge ud y=p-+ qy ın 
eine äbnliche Gleichung 

A+Bea+y)+Czy+Dia+y y+Eey(e+y) + Fey 0 

umformen, und die drei CGonstanten P» pr im ersten oder die beiden 
Constanten p und g im zweiten Falle lassen sich dann so bestimmen, dals 
B=0 und E=0 wird, wodurch ‚die, ‚Gleichung die vorhin erwähnte 
einfachere Form erhält. ER: 


= und yi == 


gi 4 er ” 
Wird die Ehrasdln Gleichung z’+ Imay+y' +n2y=2°, in wel- 
cher r=D(v), Y=PD(w), z=Olu) und u=v+w ist, differenzürt, indem 
man 4 und also auch x u un ansieht; so erhält man die Gleichung 


a. N PR 

Bere er 2 a ztmytnay: FR AR: 
Um in dieser Gleichung die veränderlicheu Grölsen zu (innen löst man 
die ursprüngliche Gleichung nach z und y auf; hierdurch erhält man ohne 


alle Zweideutigkeit 2 
a: bp RN DE ed melser e | 
um ER HD 

und 

Ve me et |, 


u IEny® 
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weil für 2=0 muß y=-+rz und für y=0 muls z=+r werden. 
Die in diesen Formeln enthaltenen Wurzelausdrücke sind also: 


vet m na ytme-tne 2 
Ye + (m? 24 Anz )y _ny): == ver VI 


und werden sie in der obigen Differenzial- Gleichung substituirt, so ver- 
wandelt sie sich in die separirte 
Ox Er eh dy $ 
VIE+m le ee ana] VERF ine — ny*] 
Die biquadratische Form rt, 
ati 2 ee m—itnz? son a 
+ m—1+nF’)o—nz öder ef teen a) 
kann leicht in zwei quadratische Factoren (reelle oder imagiuäre) zerfällt 
werden; setzt man aber 
+ mM —1-tn)e—ne = SAHpe)I Hg), 
so ist auch 
2+m—1+nzS)y—ny = il+pyY)litgy) 
und die Differenzial-Gleichung verwandelt sich in 
Fes Ohar ni oY 
VId+re’)d+ge?)] CEST) ö 


ee man diese en DE mit einem noch näher zu bestimmenden 


und 


=(. 


50% 


Ce 


“ 07) ' 


est die. Differenziai + dw=0 und ihr Integral 
| B. or = const., 


mme % der Argumente v und ww ist also unveränderlich. 


EZerfällung der biquadratischen Formen geht aber hervor, dals 
und pyqy= — 


x? 


Rn I man findet aber aus ihnen rückwärts 


n= pe wid m yYli+r)(i4gN)]; 
ae hiernach sind die beiden Constanten m und. n durch zwei neue p und 


Be 
g: 


m Mirt er ci Ale. Dh 


q ersetzt, welche einer beliebigen Bestimmung fähig sind; es darf nur 
keine derselben =0 gesetzt werden, weil sonst 2 =0 wäre, und man 
also auf die eyklischen oder hyperbolischen Sinus zurückkommen würde; 
- ferner dürfen auch p und g sich nicht gleich sein, weil die Difierenzial- 
Gleichung dann die RR | 


Irre, TIHp at u 


bekommen würde, deren Integral entweder arctang(=y ») Mlärc tang(yyp) 
== const., oder ArcTang (ey —p) + ArcTang(yyY—p) = const. sein wende 
je nachdem 7 positiv oder negativ wäre. 

Durch die gefundenen Werthe von a» und n verwandelt sich die 
charakteristische Gleichung in 

3. "+r2eyvlitr)iHgÄ) ty = Fll+pgRr’), 
und ihre Auflösungen nach x und y sind nun 

ii AV IEREYDUT DER Mr De 


4 Fer A-payr z* 
Oi) — VIII eV HP) HEN], 
N 1—pgatz2 


Der Factor 9, welcher in den Integralen (1.) vorkommt, kommt 
in den Gleichungen (3.) und (4.) nieht vor; die Ursache hiervon ist, dafs 
in der Gleichung v-w=u die Verhält RE Der drei Glieder zu einan- SR 
der nicht geändert werden, wenn‘ "man fi chung mit einem con- Se 
stanten Factor multiplicirt, oder 5 sie d a 73 Ba 
Könnte man die e ange2 igt 
als eine Function von 3, w 
tion von z dargestellt’ werde: | 
man dann zu den gesuchten A 
z=0D(v), | | - ai 
gelangen: diese Functionen werden aber wie “die Fklhachan and. typen 
bolischen Sinus (und Tangenten) so beschaffen sein, daß st 


ie- 


I POV=0 md Pn)=—Pltr. 
ER 2 

Durch die Formeln (4.) im $. 4. ist der Zusammer 
den drei gleichnamigen Functionen 2, y; % dergestalt ausge 


man x aus y und z, wie auch y aus x und z berechnen kann) 
beiden Constanten > und g als gegeben betrachtet werden. Es entsteht 


Fi] 
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nun die Frage, wie umgekehrt die Funetion = aus x und y berechnet | 


werden könne, Schafft man in den Gleichungen (4,) die Nenner weg, 
und multiplicirt man dann ‚die erste Gleichung mit x, die zweite aber mit 
y, so erhält;man, wenn yr eine Gleichung von der ‚anderen subtrahirt 
wird, fie Formel ; | | 


* 


SRRHBBREN 


= Yicte) px?) I+-q2°)I— x VI-Fpr) Jr d+4g7?)]’ 


- in welcher wir aber den Nenner noch rational machen wollen, indem wir die 


beiden Glieder des Bruches mit yy [1+4p@°)A+g@’)] +x=v [1+py)d1+9y)] 
multiplieiren; der neue Nenner wird dann y’(i pe) (L+gr) — 

x (1-F-py?)(14+-qy?), oder nach einer leichten Reduction (y’—a)I—pge’y?); 
daher haben wir 


\5, — 2 UI-per) Ahas He VIAHpyUHar I, 
ET Mr 
Aus den Formeln (4.) und (5.) leiten wir noch andere her. Man findet 
i+92 = 
A4rY)i4py) 22V dp NAHE NALYN) tr Puh *)\(14gy?) 
(d—pg2?y*)* EHRT 


und hilrer Bruch ist ein vollkommenes Quadrat; zieht man die Wurzel 
aus, so erhält man 3 

6. Yatpa) = MutkeXtkerpmerst ERAERN, 
Das Ausziehen der Quadratwurzel® bringt zwar eine Zweideutigkeit mit 
sich, aber diese kann leicht ‚gehoben werden; da nämlich für „= 0 muls 


z=z werden, 8 erhellet die et der angegebenen Formel, Eben 


A 
Be 


80 Gndet man noch 22 


1+g2°) = [ern er Te, 
—pq2”) 
a VId+r)ittpedl—pe=V IÜHrgE?) (IEgerl 
um DT "a r "I-pgz:x? 2  % 
Pe Pleereoner q=’)]—gxz\ ge Vit+p2r)(t ne 
+7 ); i—pgz?x q2°? Pe re 
/ U4p2) = Ja En SOIKEM SED EN ESDAUER ELLE Ar 
#7. A R 1 pgety? : 
BL Ute ches tasyVlihper)teröl, 
Et ge). _ Acpgey 


Aus den vorstehenden Formela leiten wir noch einige andere her, nämlich 
y 
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12: VLRgS-Egyerihpe) erg a 
133. vAa+pe)+pysvitge) = vVId+rAAHpN), 
14 vütgd)+grvtiHr)= Vlar4aHe ni 
201 VA+pPyY)tpr2V lH gy” = yld+rS)A4HP], 
Ar 16. vA+gM)—gervtitpe) = vlArgÄd+gyN)]; 
17. vAa+rP)—peyvi+gr) = vlA+pe)(tHPY))]- 
Multiplieirt man die Gleiehung (12.) mit Y (1-192°) und (13.) mit Y(i+yx?), 
“so erhält man durch das Subtrahiren der einen ne von der atide- 
ren noch 
18. vIA+gE)A HA a a —y[(i-#pz YatpyXı +)]=(g-P).y5 
und eben so 
19. VIAHIDAHGAAHH IV THUN = pr 
20. VIA+HIAAHNAHFI VIA AHPNAHH = NY: 
Ä M ähnlicher Weise erhält man auch noch die folgende merkwürdige Relation 
. PVTAHAAHHIAHEN — IV IU+rAHPYUHPI = Pr 
ae Menge dieser Gleichungen lielse sich leicht noch ansehnlich vermeh- 
ren; wir werden aber weiter unten die noch fehlenden Relationen auf 
eine bequemere Weise herleiten. 
8. 6. 
Cyklische Modular-Funetionen überhaupt. Ä 
Der durch die Formeln (3.) bis (21.) ausgedrückte Zusammenhang 
unter den drei Functionen x, y, % der Argumente v, w, a, welche durch 
die Bedingung v+-w= u mit einander verbunden sind „ist von ziemlich 
einfacher Beschaffenheit; weit verwickelter ist aber der Zusammenhang 
zwischen einer solchen Function und ihrem Argumente, nnd also die 
Natur der Function selbst, welche durch die Integral-Formel _ 
| 80x 
u= ), VICHB Hg] 
kt wird. Dieser Zusammenhang zwischen & und 
| eh von den beiden unbestimmten Constanten p und 95: 
"nur der Ü eeloiene unterworfen wurden, dals sie ungleic 
ung keine derselben —=0 sei. Die Gröfsen p und q können “übri 
und imaginär sein und im letzten Falle ist p—= a—ßi, wenn g= 
ist (und unter 2 verstanden wird Y—1), weil ker Product (1 N p z)u+ 12) 
selbst reell sein soll. { 


wen 
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. Nehmen wir vorläufig an, dafs» und 4 beide reeil sein sollen, so 
müssen noch, insofern diese Zablen . ‚positiv. oder auch negativ sein können, 
vier verschiedene Fälle unterschieden werden; wir unterscheiden aber, um 
der allzugroßen Vielförmigkeit zu begegnen, demungeachtet vorläufig nur 
zwei Fälle, nämlich die beiden ‚ in welchen p und 4 entweder beide ne- 
gativ oder beide positiv sind, weil wir die beiden noch übrigen Kalle auf 
die vorhin genannten später zurückzuführen gesonnen sind, 

' Nehmen wir zuerst an, dals p und 4 beide negativ und 9>g sei, 
so haben wir die Formel | | 


Wi ER ZOR ga? 

wena wie —p und —g für p und g setzen.‘ Führen wir eine neue ver- 
änderliche Gröfse ? ein, welche durch die Gleichung {=2yp bestimmt 
ist, so ist für z=0 auch f=0; ferner ist dz — r ‚und also 


Diese Formel wird am einfachsten, wenn g=yp genommen wird; au- 
[serdem ist der Bruch 7 positiv und <(1; setzen wir daher A le, 


so haben wir die Formel ; 
f 


Pr = / Nauen 
in welcher nur noch eine einzige Constante k vorkommt, welche zwischen 
den Grenzen O0 und +1 enthalten ist und welche wir den Modul nen- 
nen. Dieselbe Formel finden wir, wenn wir in der ursprünglichen setzen 
| ‚„‚z=lh, p=—-1iwudg=—k. Wäre k=0, so wäre 
Ra ot 
SER ‚vUu=r) 2) 
- N == Nre Tang (2), und also t= Zangu oder auch aa 


} "nach Theil 1. 8.'34,; hieraus schliefst man, dafs, wenn der Modul EE 
Ei ER Z hen d den le 0. und 1 en ist, die Function t zwischen den 
SE \ : w “ 
m he e Prthälten sei. 
Aus diesem Grunde nennen wir, wenu der Zusammenhang zwischen 
Öt 
vVi-kt?) 
2 % 


ber} | 


= arcsin (2), und also ?=sina; wäre aber k—=1, so wäre 


Eh 


t a « durch die Gleichung % = N een vüaz. ausgedrückt ist, 
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t den eyklischen Modular -Sinus des‘ FNakuatibeh u hip den Modul A, 


va—P) den eyklischen Modular - Cosinus und Y nn Be) die eyklische 


Modular - Tangente des Argumentes % für den Modul Ak Zu‘ ion drei 
cyklischen Modular -Functionen kommt noch eine vierte, nämlich vy(1—%?’?), 
welche wir die cyklische Differente des Argumentes 4 für den Modul % 
nennen, weil sich in ihrem Vorhandensein die oyklischen Modular- Func- 
tionen von den gewöhnlichen cyklischen Funetionen am auffallendsten un- 
terscheiden, Die a stellen wir also fest: 


=au, vi-M=as, yamtun  vuü—RP)=dnu. 


Die vier eyklischen Modular-Functionen snz, en“, tnz, dnw 
sind nicht blofs Functionen des Argumentes %, sondern auch Functionen 
des Moduls &, welcher zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten. ist, 
und daher als der cyklische Sinus eines Arcus 9 gedacht werden kann; 
setzen wir aber 


on k 
k=sind, Kk=cosb, 7 = tangß, 


so ist ?+-%° —=1, und der Winkel # heilst der Winkel oder der Arcus 
des Moduls. Da auch %k’ zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten 
ist, so kann auch %’ als ein Modul cyklischer Modular-Functionen vorge- 
stellt werden; vertauschen wir aber k mit X‘, so vertauschen wir sn“ mit 
sn’v, cnu mit cn’u, tax mit tn’ und da u mit dn’w. Die durch die 
Gleichung A? + X” =1 mit einander verbundenen Modul nennen wir den 
einen den conjugirten des andern; ist 9 der Arcus des Moduls %, so ist 


53 der Arcus des conjugirten Moduls %“. 


Se 


Der Zusammenhang zwischen den vier auf dasselbe Argument u 


und auf denselben Modul % bezogenen Functionen sn u, cnu, tnü, dnu 
wird ausgedrückt durch die Formelo 


SD Te 
su + enu = 1, num —.> 
; 1 
enu = y(il—so’u), 1+tı2 = - 
| 1-10? u 1 
mu = v( en u), tn? 50249 


Pe a we 


.. 
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dinz=y(i—Rmu)—= ne ER u) —=vYlm'utktm u); 


k’* to? u 
dnu = rs u 


RT 
tu = Va“ dn? u 


dutu—k? ° 


. Dem $. 4. gemäls ist ö 
sn (— u) = — Sn U, 
also | 

en(—t%) = enu, tn(—W) = —tov, dan (—u) = dn w. 
Wird das Argument = 0 gesetzt, so ist | 

»n0=0,  an0le1l, wm >10, dd=1. 

Nach $. 6. ist sn zwischen den Grenzen sin und sin/w enthalten, und 
da Zu<_u, also auch sin /u<(sinu ist, so ist immer 
sinu>snu>sinlu, also cosu<{enu<cos/lu, tangu> tnu>tang lu. 
Wird also das Argument “ nicht verändert, der Modul k dagegen vergrö- 
fsert, so verkleinert sich sn“ und tnw, aber cn % vergrölsert sich , wie 
auch dan w. 


Re: 
Erste Differenziale der cyklischen Modular - Functionen, 


ot 
vu—r)vüa—r 2) 
dsnu 
enu dax 


1. O&sn% = ont dnu.du. 


Wenn wir in der Formel du — für Zden Werth 


sn an die Stelle setzen, so haben wir du = ‚ oder auch 


Differenzüren wir die Gleichung sn’w-+-cen?z—=1, so entsteht snu Osn« 
+enw®dcnz=0, und wird für dsnw der vorher gefundene Werth sub- 
stituirt, so entsteht sofort die Formel 

2. odenu = —sn% dnu.du. 


dn u. (en? u- su? u). dw 


sou. j 
Da tnu =, Ist, so ist dtnu= ‚ oder auch 


3. tn = 
en 


Aus dn’v=1-—k’sn’u folgt dnu.ddnu = —k’snuw.dsnu und also 
-4. Odnuw = —A’snucenu.du 
Bei einer vorzunehmenden Umkehrung der Relation zwischen einer 
cyklischen Modular- Function und an Argumente dient die folgende 
Bezeichnung: 
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It == snu so ist umgekehrt u = argsn(!?), » 

It 7 = enw so ist umgekehrt v = a (£). 

It !=tnw so ist umgekehrt u= d. 

Ist Z= dow, so ist umgekehrt u = argdn (f). | 
Wenden wir diese Bezeichnung an, und kehren wir die vorhin a 
Differenzial - Formeln um, so haben wir: 


ot RL ot 
3.1, argan(t) =/, vÄaze) Yazeo) JS, VÜ-UFR) FR UT’ 
—0t = / Fe — 01 
ı VA=—R).VRFFRR)  Jı VRTFR RP) RR]? 
ot ot 
T. arg tn (?) ei ed vi-ee). V(I+R?ı) 1?) =/ vor VıIrdFrdr. +r# 17% 14]? 


6. ag) 


EN Ic 
8. argda(?) =) Ver VEezRD)YVaze) /ı VIER FRI. 
9 
Die Amplitude der. cyklischeu Modular - Functionen. 

Obgleich die cyklischen Modular -Functionen verschieden sind von 
den cyklischen Potenzial-Functionen, so können sie dennoch leicht auf 
diese zurückgeführt werden in Anwendung einer vermittelnden Function; 
da nämlich sn zwischen den Grenzen sinz und sin {u enthalten ist, so 
können wir sn u sin® setzen, woraus folgt en %=cos® und _tn« = 
tang®. Den durch diese einfachen Gleichungen bestimmten Arcus ® nen- 
nen wir die Amplitude des Argumentes u für den Modul k, oder in Zeichen 

O=amuv und umgekehrt u=argam(P), 
Hiernach ist also 


1 sn % = sin amz, tn u = tang amu, 
cn uU = c0s 3m, dn uv= y(1— X’ sin’ amv), 
Weil bekanntlich ® = 4 log VE) ist, so ist also auch 
F 1 IH ituu 
er amı = — log VE). h 8 
Da nach Theil I. $. 38, ist LP —= Arc Tang (sin ®) = log} ni = r) 
cos p 1+ siu @ + tan P _ 


u ET TE ae 6 tang (7 +20), so ist 
auch 2 


3. PA Arc Zang (sn w) = log VE) un rn a == log I+ sau 


\—suu en 


= log tang (4 +3 am u) . 
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Die Formel u ue= nr 20) verwandelt sich in 


1— eh) 1— enu 80u 


4. tanglamu = Wire 
Die Formel u-/ ar ya ae) verwandelt sich, wenn Z==sin® 


— — ı2 
.— 


Sn 1 1+-cenu ° 


gesetzt wird, also d2= cos®. 2% ‚in N 


>. arg am (D) BAss ar re or p) u ee V (cos? 9-4 az -K’? sin?) 


Ip | 
0 V (k?LR? eos? p)” 


ar Be 2 
Da RR ER ist, so ist Y(Ai—A’sin’®) = = 1, k m. 


Setzt man nun 


.2vV% 24-422) 
k=ir3° also R= Dr und 2—k = 7 —_— (ir > 
so ist YA—R sin) = een, und also .auch 


Ad+2).09 vun Amp Ar 
6. Yargam(P) =/ vaaı VA+2%0s2p4) /, VIAfiee) IF Aernf' 
Die in dieser Formel vorkommende Constante A hängt den Formeln 
Va Be 1—% Bi DYTE 
1+2? see ik arg, vi—rY)= 1% 
gemäfs von dem Modul % ab. Es ist auch A= en) 
Differenzürt man die Gleichung sin amu —= snw, so entsteht 
cosamu.damu = enudnudu, und da cosama = cnu ist, so hat man: 


k= 


7. damz = dnu.du. 
Da sinama zwischen den Grenzen sin“ und sin! enthalten ist, so ist 
auch am & zwisehen den Grenzen % und /« enthalten, und da nach TheilT. 
$.48. ist Zu<{ u, so ist also | 
| 8. u>amu>/u. 

Läfst man also das Argument % ungeändert und vergrölsert man den’ Mo- 
dul %, so nähert sich am « der Grenze !w.und wird also kleiner. 

Setzt man in der Formel (5.) zuerst k=0, so bat man arg am (®) 


== Ya 90—=p; setzt man aber k==1, so hat man arg am(P) = /' OR 
Jo 


on C08@p 
—%®, nach Theil I. $. 46.; wenn also k zwischen den Grenzen O und 1 
enthalten ist, so ist argam(®) zwischen den Grenzen P und LP enthal- 
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ten, und weil £O>D nach Theil I, $. 48. ist, so ist also 

9. P<argam(P)<RP. | 
Läfst man also die Amplitude ungeändert und vergröfsert man den Modul: 
k, so nähert sich arg am(®) der Grenze £®, und wird also ebenfalls gröfser. 


$. 10. 
Die beiden conjugirten Modular - Quadranien. 


Der Modular-Sinus sn u wächst mit dem Argumente % zugleich 
von Null an, aber nur bis zu einer gewissen Grenze; er ist dann — 1, 
und wird das Argument ı noch vergröfsert, so verkleinert sich sein Mo- 
dular - Sinus wieder. Der kleinste Werth des Argumentes , dessen Mo- 
dular-Sinus = 1 ist, heilse der dem Modul k zugehörige Modular - Qua» 
drant, und werde durch K bezeichnet. Es ist also 
soäA=1, onaKk=0, tnKk=}4, dK=y(i—k)=Xk und 


amÄK = Ss oder argam (23) — K. 
Hiernach ist also 
UNE ii ot AH N z op 
K= o Yul—r?)yY(1—rk?ı)? oder K= o VIl— krsin?p) " 


Der Modular-Quadrant ist also eine Function des Moduls, und hängt von keiner 
zweiten Grölse ab. Da nach $. 9. ist O<argam(P)<RD, so ist also 
auch, wenn ® => gesetzt wird, 
| S<R<t>. 

Es ist bekanntlich LZ unendlich, der Modular- Quadrant K wächst also 
obne Ende mit seinem Modul %, und ist unendlich grols, wenn der Mo- 
dul k=1 ist; der kleinste Werth des Modular- Quadranten ist nicht Null, 
sondern -. oder der cyklische Quadrant; hiernach ist also immer sr 
ein ächter Bruch, welcher beim Wachsen des Moduls & von Eins an ohne 
Ende abnimmt und = 0 ist, wenn k=1 wird. 

Zum conjugirten Modul X’ gehört auch ein Modular-Quadrant X’, 
welcher eben so von k‘ abhängt, wie K vom Modul %, und die beiden 
Ouadranten K und Ä’ nennen wir conjugirte Quadranten. Der Quadrant 
K' ist größser als K, wenn der Modul A‘ grölser als % ist. Es ist über- 


. eo N k 
haupt, wenn ‚wir. wieder — —tanyd setzen, 
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ZEV Gr E=0, - oder =D, 


K' R' 

EN Me Ei 1, koder 0 < 48 
K < ur Et gi 9 mouer < ik, 
K ’ k 

Fr 1 für ar == 1,(..oder u =.498, 
Er >1 für = >41, ode 9>45, 
u sn 4 für m ne 35 oder 6 —e 90% 


sen wir mt und A =», so ist >= „K—=y'K's die Größen 


und 7’ nennen wir die beiden FE Quuadranten- Verhältnisse, und 


K ei. } 
da R=7 ist, so nennen wir 2a das dem Modul & zugehörige zusam- 


mengesetzte Quadranten- Verh ältnifs. 


$. 11. 
Ausdrücke für die eyklischen Modular-Functionen eines Binoms. 
Nach $.6. hat man in den Formeln des $.4. und 9.35. maur p=—1 
und 9==— Ak? zu setzen, wenn 2, y, 2 Modular-Sinus dreier Argumente 
a, b, a-+-d5 vorstellen sollen, wovon die beiden ersten so grols sind, als 


das dritte allein. Hiernach erhalten wir also die Formeln 
soaenbdab-+snb’ena du 

| sn (41 0) fu 1— %k?sn?asn?b ’ 

; (a b) N snaenbdnb—subenadua 

En 9% 1—%?sn?asn?b ? 


wovon die zweite auch sogleich aus der ersten hergeleitet: werden kann, 
Für die Medoler. Cosinus erhält man 


indem man nur —D für D setzt. 


eben so 
1, en(a+b) = ” Be ua 
en(a—b) = “ ar an n Er 1 a dub. 
Man kann jene und diese Formeln auch also darstellen 
(a+ b) a cn ai en dn 2), 
en(a+P) = en da Ju 


und erhält hieraus durch Division: 
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 taadndb + tn db daa 
? tn (a + 9) —— I —tnadob.tnddna” 


'tnadnb—tnb dna 
1-+-inadob.tnb dua”. 


Für die Differenten hat man die Formeln 


dnadub—k?snasnbcena em 
dn (a-+D) ST: 1— k: sn? a sn? b E>% 


4 
: doadnb+%k?snasnbena enb 
dn(a—b) = 1 —k? sn? a sn?b 


Auf ähnliche Art oder auch durch Zusammensetzung aus den vorstehen- 


tin(a—b) = 


den erhält man 


sna enb-+Hsnbena do (a-+-b) _ snacnbdu(a-+b)-+sud ena 
mn m 1 mm nn RER TREE BITTE EIERN 


5 sn(4+b) “ dub ur ‚dna 
r __ snamb—snobeonadn(a—b) . suacnbdu(a—b)— snbena, 
sn (a—b) = EOTTTRSRT TC TGRARREEN . 3) TARRREE N STANS EN = ce ae 2 
soadab-+-snbdnacn(a+b) __ suadnb en(a +5) +snbdna 
sn(a+b) = TR re EN en Re ones ehe 
6. snadua —sob dna en (@a—b) gt snadnben(a—b)—sndbdna, 
sn (4—b) Sa RETTEN POT TREABEERRRUGETTERGE In RINGE BRRETTESRN N“ N 30 Wake Din; ;dy, 
en(a+5b) = enacnd—snasndbdn(a-+Öb), 
* ten(a—b) = enacnb+snasnddn(a—b); 
dn(a+b) = dnadub— k’snasnd cn(a+b), 
* Idn(a—d) = dnadud+Ä’snasudon(a—b); 
dna—k?enasobsn(a-+b) __ -dub—k?cnbsnasn (a-+b) 
|duca +3) = M=tmnge mich) „ ickentematn, 
9 \ 
e dna+tk?’enasnbso(a—b) __ dnb—k?enbsnasn(a—b), 
)dn(a—D) Be, dub ae dua { 
Pi ena—dnasnbsn(a+b) __ enb—dnbsna sn(a-+b) En 
N nn I a en 
‚10. ee ena+dnasundbsun(a—b) __ emb—dnbsnasu(a—b) 
an (a7 6) TE Te Le he aa a a 


Zu diesen Formeln fügen wir noch 


en a end dn(a +5) —dnadnben(a+Öb) = k''snasnb, 

11. doa dnd en(a—b)— enacenddn(a—b) = k"”snasnd. 
! dna dnbdn(a-+5)—AR’enaendben(a-+b) = %', 
An dna dnd da(@a—b)-— k’cnaenb eona(a—b) = k"*, 


Die Formeln (1.) bis (4.) können und müssen auch noch in ande- 
ren Formen dargestellt werden, welche weiter unten werden hergeleitet 


werden. 
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$ D l pP 


Ausdrock für die eyklische Amplitude eines Binoms, 


Setzt man in den Formeln (3.) tradnd = tanga und ind dna 


tange& -+-tang ß 
1— tauge tangf ? oder tn(a+5) 


= tang(@-+ß), und da tn(a-+D) = tangam(a-+b) ist, so ist also 
tangam(a-+b) =tang (u+P) oder einfacher am(a+b)=«-+-L. Eben so 
findet man am(a—b)= a—ß, und da u» =arctang(tnadndb), ferner 
ß = arctang(tnd dna) ist, so hat man die Formeln 


—= tangß, so erhält man tn(a--D) = 


13 am(a+b) = arctang(tna dnd) + arctang(tnd dna) und 


am (a—b) = arc tang(tna dnb)— arc tang (tn dn«) 
3 se N) —c wd u il a Bra ß ist, so hat man 


Pi 


noch 


\tnadnd = tang [era ree 2] und 
14. 


tnd daa — tang errzeez2T. 


Setzt man J=a, so erhält man noch die specielle Formel 
S tna dna = tang}am?a. 


snadnb sn a dab 


ee A re 
golst sm 9, V(en?a+ su? adu? bj 
ena | 


EEE EHE a au 
„und BE Ra RE da aber ea =1—sn’a und dad = 


Aus der Formel tangs =tnadn) = 


1a 


1—k’sn’b ist, so redueirt sich der Ausdruck en?#-+-sn’a dn’d auf 
‘1—k’sn’asn’b und es ist also 


FR; soadnb ; a ena 
"7 Yll—k? sn? asn?b)’ = TTV (il k?snta sntb) ' 


Ganz eben so, oder durch blofse Vertauschung Jer-Buchstaben « und d 
erhält man 


u snb dna cosß. — en b 
n 2a Z Vıl—k?sn?a sn? b)? ‘ Ir Vi-i? sn? asu?b)" 


Die zweite der Formeln (13.) giebt, wenn D=u gesetzt wird, 


sin & 


amo—=d0. N 
Ferner erhält man am(@a— 2) = —am(d—.a), oder, wenn man a—b=u 
setzt, 
am(—u) = —amıu. 


us 
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NP 13. 0 
Die eyklischen Modular- Fanetioneun und die Amplitnde des Complements. 
Zweite Art von Formeln für die Funetionen eines Binons, 

Setzt man in den Formeln für sn(@—b), en(a—D), tn(a—b) und 
dn(a—b) des $. 11. das Argument a&=K und 5B=u, so erhält man, 
weilnun sna=1, en«=0 und dna=X‘ ist, auf der Stelle die Ausdrücke 

1 
\ sn K—W)=—, tn K— u) = ——, 
15. k er 17 
enK—u)= - a m, dn(K—u)= 


welche so häufig zur an kommen, dals sie sich fast von selbst 
dem Gedächtnisse einprägen werden. Die Formel für am(@— 5) im $.12. 
giebt, da arc tang(tn@dnd) nun = ist, 


4 


am(K—u) = — —arctang(ktnu), oder 


sıfk'sn : 
-—- arcsin ( “) oder 
do u 


Kap an () 
am ( ) arc 008(-_—.)- 


Das Argument K— u nennen wir" das Complement des Arcus , und we« 
gen des häufigen Gebrauches der Functionen des Complementes führen 
wir die folgende abkürzende Bezeichnung ein: 

amcu = am(Ä—v), 

sncou—= sinamcu = sn(R— u), 

eneu = cosamcu = m(K—u), 

inc —= tangamcu = tn (K— u), 

dncu = dn(K— u). 
Da nun auch % das Complement von A—w ist, so ist 


16. <amKÄ—) = 


v[a la wa 


ny=.,.; Me.) folglich sno( Ei Auoaz | 
k’soı k'sucu . 

cnou = ",  onu= ‚ folglich eno—wW)=— cence«, 
dnz dncz 

wau=,.., tu= ach folglich tne(— wu) = — neu, 

f kl ®. 
dnc« Te dnu= ae folglich dne — u) = dnc U, 
® Be 1 . 
woraus wir noch zusammensetzen tncz dnea = het Wir machen von 


den vorstehenden Formeln sehon jetzt Gebrauch. Setzt man in der Formel 
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snaenb dab — snb cna dna 
TI san 
wandelt sich a—d in K—(a--b), und es ist also zunächst sne(@+ 5) 

sne a enb.dndb — sn b enca duca 
m 1— k? sne? a sn? b 


sn (a—b)= für a an die Stelle K—u«, so ver- 


. Der Zähler dieses Bruches ist einerlei mit 


enacndbdnd k’?:snbsna ' ’ p 1 ., dn?«—k?cn?asn?b 
bi = "2 udhair Mean und der Nenner ıst einerlei mit — 
dna do? a a dn? a 
dn? a dn?b-1- X? X’? sn? a su?b 2 f | 
= Au , folglich ist 
dn? a 


ie ena dna enbdnb—k?sndana 
snc(4- I du?adn?b-+-k?k’?sn?asn?b? 
enadoa cnbdub-+-K’?subsna 
da? adu25-+-k?k'2sn?a sn?b * 


18. 


/sne(a—2) = 


eneaenb + sucaducasnbdnd, 


Für die Cosinus hat man die Formel ence(u+b) = 


1— k? snc? a sn? b 2 
& s . 3 k*(sn a doa enb dnd 
der Zähler dieses Bruches reducirt sich auf a a A 5 


folglich ist 


BT ‚snadna cnb--snd dub cua 
ene(4-+5) = k * Ind Ana DICKE Renten und 


enc(a—b) = k' _suadna enb.—snb dub ena 
er da? adn?b--R?%’*sn*asatb 


19. 


Aus diesen und den vorigen Formeln erhält man durch Division 


enadoaenbdub —Kk’?snasıb 
tnc(a+b) = k'(snadna cnb-+-subdubena) 


20. enaduaenbdab-F- k'?snasub 


k’(so a dnacnb — sad dub wa)” 


tne(a—b) = 


Für die Differenten haben wir zunächst 


dne(a-+b) ss dnca do 5-L- A? soca enca snb enb 


1 — k? sıc?asn?b ? 
Per: . ; k (dnad 2: b enb) 
und da sich der Zähler reducirt auf A s0 er- 
hält man 
k'(dnadnb-Hk?snacnasnb cnb) 
0] dne(@-+ b) R4 “ do? adn?5 4-2 k'2su2asu2b ” 


k' (dnadnb—k?snaenasabcenb) 
duc(a—b) = du? adn?b5-4+-K? k'? sn2a sn?b * 


c . . . . .. 
Da nu = I ist, so erhalten wir noch, indem wir @-+-5 für u setzen 
U ; ' 


und die gefundenen Ausdrücke substituiren, 


* 
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PER soaduacnb-+sobdnbena __ snasnceb-+-snd suca 
99 RT gg Re RIEF) " 1-+-k?soa so db suca such ? 
ee ( pl snadnacnb —snbdobcena ut sua such —sn b snca 
Au 0) n= dn a dub — k* su asnbemacenb. A1-—k?snasubsaca such’ 


Da on(a-+Db)= Ksac(a+-D) ist, so erhalten wir 


"doc(a+5) 
enadnaenbdunb—k”snasnb __ __enacenb— cneacnch 
en(a +2) = dnadnb--k?snacnasab cab — Ei : 
9, ] ade, 14 ©, cna endenca encb 
enadnaenbdub+-ksnesndb  _  cnacab--enea cneb 
aa). mm Suacnasnbenb — k? BR; 
1— cna enb caca cucb 
Weiter ist für die Tangenten 
tn(a+ 2) — snadnaendb-+sndbdnbena_ “2 Ina dna-+-inb dub 
24, cnadna endbdndb—kK'?snasnb dnadub—K?tnatnd’ 
snadnaenb—snb dubeona __ toa dna—tnb dab 


na nr Re 


Die Formeln (21.) können endlich a also NOrBDRM werden: 
25. 

dn?adu? b--K? k’? sn? a sn? b 

Ina =b) = du adud —K?sna sub na cnb* 
Dals die Formeln (22.)—(25.) mit den Formeln (1.)—(4.) übereinstim- 


men, davon kann man sich auch leicht durch ihre wirkliche Umformung 
überzeugen. 


$. 14. 
Die Formeln (17.) können, wenn man darin u für u setzt, 
auch also dargesellt werden: 


Be 
) TU S ER (& 
== — tn 


(2 N ln 

sn 2 + u Be 2) 2 Em u) & KZ)’ 
K u 

(Er er dn (# +) = 14: 


Ist also ein Argument gröfser als > und kleiner als X, so kön- 


nen die Functionen jenes Argumentes den vorstehenden Formeln gemäls, 
leicht aus den Functionen eiues Argumentfes berechnet werden, welches 
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um eben soviel kleiner ist als = ‚ wie das gegebene Argument grölser ist 
als s Wir werden bald A dals überhaupt, wenn die Functionen 
aller Argumente, welche nicht gröfser als - sind, für einen gegebenen 
Modul % bereits berechnet worden sind, daraus die Functionen beliebig 
grofser Argumente für denselben Modul % sehr leicht hergeleitet werden 
können, und es also eigentlich nur auf die Berechnung der Werthe der 
Modular-Functionen solcher Argumente ankommt, welche nicht grölser 
sind, als die Hälfte des dem Modul zugehörigen Modular - Quadranten. 


Setzt man in den beiden letzten Formeln z==0, so erhält man Zn’ >= 


= und dn’ z=k , und hieraus folgt | 
ET u ungen IIND 
. /n5 = ne. 
I ——n bi 
2 k) 
dn 5 er 


$. 15. 
Die FARPsiNeR und Modular-Functionen eines reellen Argamentes überhaupt RarRchzelühet 


auf solche, deren Argument nicht >z ist, 


Setzt man in den Formeln (16.) für % an die Stelle —u, so er- 
hält man: 
am(X-+vo) = 5 taretang(k'tnu), 
oder 


„fies 
am(X-+u = > + arcsin (), 


am(K-+vo) = = hr 3 arc cos ), 
Addirt man diese Formeln zu den Formeln (16.), so erhält man 
27. am(K+W)-+am(K-wW)=7 oder am(K+u) =r—am (K— u). 
Setzt man hierin K—« für u, so entsteht 
am(?2K—u) = 7—amu; 


- 
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wird hierin —% für u gesetzt, so erhält man 

| am(2K--u) = z7- amz; 
so oft also das Argument % um ?K. vergröfsert wird, eben so oft ver- 
grölsert sich auch amz um 7; daher ist überhaupt, wenn m eine ganze 


Zahl bedeutet, i 
| 28. am(x-+-2mK) = mr + amu, 


Setzt man in dieser Formel noch 2+XK für u, so verwandelt sie sich in 


am [@+ (2m+1)K] = Am+1)— + arctang (ktnw) und. 
29, ; 
am[(?2m +1)K— u] = (2m+ )Z — arc tang (k’ tn). 
Der Gleichung (28.) gemäls ist auch sin am (u+2mK)= sin Kon am) 
= (—1)"sinamw, oder auch 
30. sn(a-+-2mK) = (— 1)".snw. 
Ferner ist cosam(u-+2mÄK) = cos(mz + amıu) = (— 1)" 00s am“, oder 


auch 


3l. enw+?2mK) = (—1)".cnu. 

Dividirt man (30.) durch (31.), so erbält man 

32. tn(u+-2mK) = tnw. 
Differenzirt man endlich die Formel (28.) und wendet man dabei die For- 
mel (7.) des $. 9. an, so erhält man auf der Stelle: 

33. - da(& +2mK) = dnw. 
Die Differente eines reellen Argumentes ist überhaupt immer positiv, sie 
nimmt beim Wachsen des Argumentes anfangs ab von Eins bis X’ und 
dann wieder zu von %’ bis Eins, und dieses Abwechseln im Ab- und Zu- 
nehmen geht obne Ende fort. Zu den Formeln (30.)—(33.) führen auch 
die schon oben gefundenen Formeln | | 

sn K+v) = sue(K—u), dun(K+W)= dn(K—-w), 
en(K+u) = —en(K— u), tn(K+u = —tn(K— u). 
Setzt man hierin K—u für u, so werden sie 
sn 2X — vo) =snu en? K—a) = —cona da(2!K—v) = daw, 
tn (2.K—v) = — tn, 
und vn hierin noch —u für u gesetzt, so erhält man 
sn 2K-+uo) = — 0%, oaßRK+U)= —onw, tu? K+u) = to, 
dn(2 K-+u) = dnuw. | 

Hieraus schliefst man aber ohne Weiteres die Formeln (30.)— (33.). Es 


ist also auch : 
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sn(2K)=0, anß2K)=—I, tn?2K)=0, daßfK)=1, 

snsßR)=—1l, can(3K)=0, tn83K)=}, dn(3K)=k‘, 

sn(4K)=0, en(4K)=-+1, tn(4XK)=0, dadkK)=1, 

#.\ sn 2mK)=0, en(!mK)=(—1)", tn(imK)=0, da(?mK)=1, 

sn ((22-+1)K)=(—1)”, en(?m+1)K)=0, tn((!m-+1)K)=4, 
dn(2m-+1)K)=X. 

Setzt man in den Formeln (30.)—(33.) noch K—u für w, so erhält man 

sn ((2m+1) K—u) = (—1)".sneu; sn((2m-+F1) K+u)=(—1)” .sney, 
I (2m+1) K-u)=(—1)".eneu; en((?m-+1)K-+u)= (—17r,enou, 
s. |" (Qm+1) K—u) =tncu; in (Qm-+1) K-u)=— tneu, 
de((2m-+1)K— u) =dnev;; dn((2m-++1) K-+u) = dneu. 

Wenn man in den Formeln (30.)—(33.) setzt 2m für m, so hat man 
sn(wu+4mK) = snw, tn(u+-4mK) = tou, 
en(u+4mK) = enu, dn(2-+4mK) = dn u, 

So oft sich also das gemeinschaftliche Argument u der vier eyklischen 

Modular-Functionen um 4K vergrölsert, eben so oft kehren auch gleich- 

zeitig dieselben Werthe dieser Functionen wieder; daher sind die cyklischen 

Modular - Functionen periodisch, wie es auch die cyklischen Potenzial- 

-Functionen sind; der Umfang einer jeden solchen reellen Periode ist 4 K, 

und aus diesem Grunde ist X ein Modular-Quadrant genannt worden. 


‘Zusatz. Be man ein Argument % durch ÄX und multiplieirt 
man wieder mit 7, 50 hat, wenn sg =9u, wie im $. 10. gesetzt Ya 


sn einerlei Vorzeichen mit siny«, 

cn“ einerlei Vorzeichen mit cosyu, 

tau einerlei Vorzeichen mit tangyu, 

dn« einerlei Vorzeichen mit Y(1—A’sin’7«), 
aufserdem nehmen auch die hier einander gegenüber gestellten Functionen 
gleichzeitig zu und gleichzeitig ab, und wenn % einen von den Werthen 
0, K,2K, 3K,4K, 5K etc. hat, so haben die einander gegenüber ge- 
stellten Functionen gleiche Werthe. Es ist also 

sn“ gleichartig mit sinn, 

cn“ gleichartig mit cosnu, 

tn gleichartig mit tangyu, 

dnw gleichartig mit Y(1— k’sin’nu), 
wenn man hier unter Gleichartigkeit versteht die Uebereiastimmupg nicht 

4 
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nur in den Vorzeichen, sondern auch in den Werthen, wenn % irgend 
ein Vielfaches von X ist. 
$s. 16. 

Die byperbolischen Modular -Fonctionen überhaupt. 

Setzen wir in den Integralen (1.) des 4. p=+1, y=+%, 
9=1, so haben wir die Grundformeln für die byperbolischen Modular- 
Functionen. Ein solches Integral ist dann 

ot 
r = / vor vu+2).vV(tRk?2)?’ 


und in ihm ist wieder % DE HS Grenzen Null und Eins enthalten. 


Wäre k=0, so wäre u =/ ir Tara, — Arc Sin (fd), und also rückwärts _ 


t=©&inu; wäre aber k=1, so wäre u-/n = arc tang (?), und 


also rückwärts =tangw oder auch Z= ©intu; ist demnach k zwischen 


den Grenzen Null und Eins enthalten, so ist ? zwischen den Grenzen Sin 


und Gin? und also überhaupt zwischen zwei hyperbolischen Sinus ent- 
halten. Aus dem so eben angeführten Grunde nennen wir Z den hyper- 
bolischen Modular - Sinus des Argumentes % für den Modul Ak, y(1+%) 


den Ayperbolischen Modular-Cosinus, Pr die Ayperbolische Modular- 
Tangente und Y(1-+K’f) die hyperbolische Differente des Argumentes u 
für den Modul *. | 

Die folgende Bezeichnung werde angewandt: 
t=©nu, vyA+r)= CIunu, Selen; — fu yi+RP) = Dnu. 


Den Zusammenhang unter diesen vier hyperbolischen Modular - Functio- 
nen, welche auf dasselbe Argument % und denselben Modul k bezogen 
sind, drücken aus die Formeln: 


Srnu 
CH’u— Sru=1, Tuu = u, 
R | 
Snu=y(1+©nu), 1—- vu = a 


Snuu=y(lıua—1), u er u 
Dnu=eyli+RSsW)=yk?+Ritü)=y(Cn’u—k” Sn’u), 


/i1—k!In’u 
Onu = 1— Inu ? 


Dn?u—1 
Ina Sn V Dn’u— rk ® 


) 
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Nach $. 4. ist ferner 
Sı—u)=— Onu, also In—w)=Inn, Tn—W)=—Tıu und 
. Dn(— u) = Du; 
wird das Argument u = 0 gesetzt, so ist i 
Sn0=0, ; mMO=1, m0=09, . Dno=1. 
Nach dem Obigen ist Snu zwischen den Grenzen Sinu und Sintx ent- 
halten, und da 2u>u, also auch Sintua> Sinz ist, so ist also 
Sinu<OSnu<oinkv, 

folglich 

Sosu<tnu<hostu, Tanga <Inu<Tangfu. 
Bleibt also das Argument # ungeändert und vergrölsert man den Modul %, 
so vergrölsern sich alle vier hyperbolische Modular - Functionen, 


8.19% | 
Erste Differenziale der hyperbolischen Modular - Fichonen, 
ot 
Wenn man in der Formel du = = yarayarre) für Z den 


Sn 
Werth Sn“ substituirt, so hat man du = EL. ee -, und also rückwärts 


1. 9&9nu = Inv.Dnw.du. 
Differenzürt man die Gleichung (Wu — Sn’u=1, so erhält man 
Cnu.9 na = Snu.d©nu und also 
‚2. Alnz = Suu.Dnu.du. 


Differenzürt man den Bruch Tn« =, und substituirt man die vorhin 


gefundenen Werthe, so erhält man 


r mu=g en ‚ou. 


Aus der Gleichung Dn’u =1+k’Sn’u Koi ni. Dnu = k’Snu.0 Snu, 
und .also 


4. 0Ddnu = K&nu Inu.du. 

Wird der Zusammenhang zwischen einer Modular-Function und ihrem 
‘ Argumente umgekehrt, so dient folgende Bezeichnung: 

It ?= Snu, so ist u = rg ©n(?). 

It {= (nu, so ist u NArg En(?). 

It = Inu, so ist u = Arg Tin (?). 

Ist = Duw, so ist u = Arg Du (). 
Hiernach können die FOREN! Formeln auch also dargestellt werden: 

4* 
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ot 

5. AS )=/, Form vureN =), VIRTREFT 
öt 

Wind, NER ef VRR azmk 


7. Ag in(d) =/, Ferner In VIznpejerae ar Rt. 
| ot tl öt. 
8 Ag On d= ı ve -d. ver) TS VRPZAFRSR +)" 
| $. 18. 
Die Amplitude der hyperbolischen Modular - Fanctionen, 


Die hyperbolischen Modular - Functionen können in Anwendung einer 
vermittelnden Function auf hyperbolische Potenzial- Functionen zurückge- 
führt werden. Da nämlich Snw zwischen den Grenzen ©in« und Sin? 
enthalten ist, so können wir setzen Snu = Sin) ‚ dann ist aber (nu = 
CosYy, Tnu=Tangy. Der Arcus / heilst die Amplitude (hyperbolische) 
des Argumentes % für den Modul %; in Zeichen ist en und um- 
gekehrt v=Xrg Amy). Hiernach ist also 


1 Snu = Sin Amz, Inu — Tang Amz, 
3 Sn u = Los Am, Dnu=y(il+RSin’Amz). 
Weil nach Theil I. 9.5. Y=logyT Fa — — log (Cosy + Sind) = 


log irn 2 neh ist, so ist 
C08 y — Siny 


2, Amu = log] nt = log(Inzx + Sn) 


SE N HR 

ger 08 nu Snn“ 
Weil Siny—=tang!y, also IV = arctang (Siny) = log en 
nach Theil I. $. 37. ist, so ist also auch 


3... Palm 2, 2 — log et, 


suv—1. 3 
Da Zang4y = VE ist ‚ so ist auch 


nn En Al TE 1 Su He 1,3 5:, _Snur u 
4 Zangd Amz = eg er in = ar 
Setzt man in der Formel u Sasawaen wirklich t=Giny, 


so ist öt=losw.dıy, undalso 
94.1 leg Am) + 


Sn I O% 
Jo VII+R? Ein’ y) o Vik'2-pR2&os?p) ” I, V (Cost y— Kr Sin? y)* 
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Wenn man, wie in $. 9., setzt 
KT URRIREEE RN, ._ Ben Va Vi—r)\? 
de - 11? 1f® — \vYuUrH+Vü=n)? 
so findet man auch den Ausdruck 


(1-42) ay (d-+2ay 
6. AgAtm)=/, Parma —S, VOR Mr 


Da Sn) EinXm (—u) = — Sn ist, so ist Snu—= Sin (—Am(—u)) 
— Sin Amw, und also Ama = — Am(—v) oder An(— vu) = — Amu; 


ferner ist 
Ino=d. 


Da Snu oder SinImaz zwischen den Grenzen Sinz und ©in x enthal- 
ten ist, so ist also Ama zwischen # und £x enthalten, und da Lu>a ist, 
so ist 


vo u<Amu<Ru; 
vergrölsert man also den Modul k, während das Argument % unverändert 
bleibt, so nähert sich Am der Grenze £u, d. h. es wird auch Amx grölser. 


Setzt man in der Formel (5.) zuerst k— 0, so hatman Arg Am (%) 


= / ay= 1; setzt man aber k=1, so hat man Arg Am (L) = ke | 


—Iy; ist also k zwischen den Grenzen Null und Eins enthalten, so ist 
Arg Am(s) zwischen den Grenzen Y% und !' enthalten, und da {y<y 
ist, so ist 
8° Yv>AgAmnW)>Lb; 
wird also der Modul vergrölsert, während die Amplitude Y unverändert 
bleibt, so verkleinert sich Arg Am ($). | 
Differenzürt man die Gleichung Sn = SinAmu, so erhält man 
Cos Am x.9 Amu = Inu. Önwu.du, und: da Cos Ama = Inu ist, so ist 
9.  Mmzu = Dnu.du. 


$. 19. 
Ausdrücke für die byperbolischen Modular -Functionen eines Binoms. 
Setzt man auch in den Formeln des $.4. und $.5. jetzt p= +1 


undg=%, ferner x = Sna und y= nd, soist <= Sn(u+b), und also 
Sn(a+b) = ‚Sna End Dnb + Snb Ena Dia 


1—k!: Sn?a ©n?b 4 
. __ Sna6bndb Dnbdb— Snd Ena Dna 
en a Te I Tr Tee 


Für die Cosinus erhält man die Formeln 
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Gna nd + Sna Snb Dna Dnb 


AH TT TE Te 
r a MRS ee: 
En(a—b) = — k2 On? a Sn? b i 
Werden die Formeln (1.) durch (2.) niet so erhält man 
__.. na Dnb+ Ind Da 
FR PN 1+Tna End Da Dnd’ 
> znaDdnb— nd Dna 


nad) = 1 gna End SnaDnd” 


Die allgemeinen Formeln für die Differenten sind 
Drna Dnb+ RK? Sna &nd CnaCnb 


4 rl 1—k?: Sn?a&n?b ’ 
F Drna Dnb —k? Sna Snd GnaGnb. 
Dn(a De 1—k2 Snea Sn:b 


Setzt man Tanga —=Tna Dud und Tangß = Tnd Dna, so ist Tu(a-+ 5) 


& i“ 
= ne , und also Tang Am (a+5) = Tang (a-+P), oder 


Am(a+bd)=w+Pß. Ganz eben so findet man Am(a—b)=a—Pß, und 


es ıst also - 
5, JAm(a+ b) = Arc Tang (Ina Dad) + Arc Tang(Tnd Dana), 
! Amla—b) = Arc Tang (Ina Dnd) — Arc Tang (Ind Ona). 
Es können diese beiden Formeln auch also dargestellt werden: 


Br At ua De) 


Zang 
Tang nt. ale ud = Ind Dna. 


Setzt man b= a, so erhält man die specielle Formel 

Tangt Am2a = Inu Dua. 
Biese Relationen mögen. bier hinreichen; wir werden bald sehen, dafs man 
die noch fehlenden auch sehr leicht aus den analogen Formeln herleiten 
kann, welche für die cyklischen Modular -Functionen gelten. 


&. 20. 
Imaginäre Relationen zwischen den eyklischen und N Modular - Functionen. 
Es sei z= snu oder al Fuzavur: 27) 9 dann ist 
a2 wird nun iz =t, also @d2=0dt gesetzt, 


—) VARTA LEN? 
so ist —z’=?’, und da für zs=0 auch ?=0 ist, so ist 
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ot 


if vare)viren> oder t= ©nl(u), 


und da {=iz = i.snu ist, so ist 

1 | Sn (ui) =i.snu, hieraus folgt 

“ Ind) =eonu, Tnl(uwi)=i.tnu, Dn(wi) = dnu. 

Diesen Formeln gemäls können die hyperbolischen Modular-Functionen 
des imaginären Argumentes v2 sehr leicht auf cyklische Modular -Func- 
tionen des reellen Argumentes u, ohne den Modul zu verändern, zurück- 
geführt werden. | 

Setzt man in der Gleichung Sn(wi) =?snu für u an die Stelle 


ui, so hat man, d?=—1 ist, Sn(— w)=isn(wi), also —OSnu= 
isn (w2), oder | 
| sn(w)=i.©nu, und also 
2. eawi)=Inu, tn(w)=i.Tnu, dn(uw)—=Dnu _ 


Die cyklischen Modular-Functionen werden also eben so auf die hyper- 
bolischen, wie umgekehrt diese auf jene zurückgeführt, wenn das Argu- 
ment imaginär ist, und die Form «2 hat. 
Da Sn (wi) = SinAm(w2) ist, so ist Sin Am (u) =isin amu = 
Sin(damw) und also 
3. Am(wi)=t.amu; eben so findet man am(w) =:.Amu. 
Setzt man jedes Glied der Gleichung Sn(wi) = i.snu = ti, so ist 
ui = Xrg Sn(ti) und u = argsn (fl), daher ist 
| Arg Sn(ti) = i.argsn(f); eben so findet man 
Arg End) = t.argen(?), wenn Z<1; ferner 
4. Arg In (Ei) = t.argtn(?), 
Arg On (2) = t.argda (t), wenn ?<t ist 
Arg Am (fi) = t.argam(?). 
In ähnlicher Weise findet man auch umgekehrt 
"argsn (fi) = 3.Arg Su(?), 
arg en(f) = :.Arg In(t) für 2>1, 
5 arg tn (fi) = 2.Nırg In (2), 
arg dn(£) = :.Arg Du(£) für E>1, 
argam (fi) = :.Aıg Am(?). 
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s. 21, 
Hyperbolische Modular -Functionen der Argumente von der Form uf-niK und a+bi. 
Nach $. 20, ist Sn@K)=:isnK, und da snK =1 ist, so ist 
SnüK)=i, ZnGK) = > 
SneK) = 0, DneK) = K', 


Setzt man nun in den Formeln des $. 19. für Sn(a+ b), En(a+b), 
In(a+') und Dn(a+b) jetzt a=:K und b=u, so hat man 


1. 


« _ iCnu . _ ı6Cnu 
SntK—- u = AR | SntK+u) = Inu? 
yr k'.©n . Ku 
A ae TE re 
e err 1 . 1 
uch) =-— ag, Mika 
2 k' R k' 
On K—1) =, Dn@K-+u) = Sun‘ 


Multiplicirt man die Gleichung sn(u4+2?mK)= (—1)” snz mit ö, SO er- 
hält man Sn (wi+2miK) = (—1)”.Sn(wi), und wird hierin Er für % 
gesetzt, so entsteht 

3. Sn(u+?2miK) = (1). Su. 
Da en(u-+ 2m K) = (—1)" cn, ferner Cu(u2+2m:K)= con (u+2mK) 
und En (u?) = enu ist, so ist also On (u? +2m2K) = (—1)”.Cn(wi), und 
diese Formel verwandelt sich, wenn — für % gesetzt wird, in 

4. Cnlu+2miß) = A", 
Ferner erhält man für die Tangenten 

5. Inlu+r2miK) = Tuu, 
und für die Differenten hat man 

6. Dnw-+2mik) = Du. 
Da diesen Formeln gemäls Su (u+4m:K) = Snu, In(w-+4mik) = 
Enz, Inw+4miK)=Tnu und Du(u+4miK)= Dnu ist, so sind 
die byperbolischen Modular-Functionen periodisch, der Umfang einer jeden 
Periode ist imaginär und =AiK. ; 

Multiplicirt man die Gleichung am(K +) = + arctang (k tn) 


mit z, so erhält man sofort Am@ K+ u)=% + ArcZang (A’ In(w:)) und 
also auch 
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| Ang KA+u) = + ArcTang (k’ Inu), wie auch 
T. Am@K—u) = “= — Arc Tang (A Inv), 
Amw—iK) = — 5 + Arc Tang (k’ Inn), 


Hieraus folgt 
Beh +Am@K—u) = ri und 
r Ama +? K) + Amlıe —:K) = 2.Arc Tang (k’ Inu). 
Aus der Formel (28.) des $. 15. erhält man sofort 
9. Am(u-+2miK) = marı+ Amu. 
Setzt man in den Formeln des$. 11. nur ai für a und di für b, so erhält 
man ohne Weiteres die Formeln des $. 19.; läfst man aber « reell, und 
setzt man blofs b2 für 5, so erhält man 


\sn(4-+-bi) = sna End Dnb--iSnd.cnadna 


10 1-+-k?sn? a ©n?b 5 
. I sna Enb Dnb—i©Onb.enadua, 
BOT LT Kaanra FE R 
| e} enaCnd —i.ena dna Sub Dub 
11 en(a+b:) Pe 1-+k? sn? a Sn?b 
; ; en a&nd-Fi.snadua Snb Dnb, 
. dna Dnb—ik?snacna Snb EnD 
Sa ee EEE TEURER, 
12, en dna Dnb-Jtirk?sna cna Snb Enb 
. dn (a— 2) er 1-H%?s0? a Sn?d 4 


Für die Amplituden hat man die Formeln 
am(a-+ bi) = arctang (tn« Dnd) +? Arc Ing (Tnd.dau), 
am(a— bi) = arctang (tina Dnd) — Arc Ing (Tnd.dna), 
und da überhaupt Arc Zang (d) =Rarcsin(?) ist, so können diese beiden, 
Formeln auch also dargestellt werden: | 
am(a-+ bi) = arctang(tna Dub) -FiF arc sin (Tud dne), 
am(a—bi) = arc tang (tn a Dnd) — Farce sin (Ind dne). 


| 


34 
Zweiter Abschnitt. 


ie 
Einfache Relationen unter den eyklischen und byperbolischen Modular - Functionen 
: in reellen Formen. 

So wie die cyklischen und byperbolischen Potenzial- Functionen 
ohne alle imaginären Ausdrücke ‚auf einander zurückgeführt werden können, 
so können auch die cyklischen und byperbolischen Modular-Functionen mit 
gänzlicher Vermeidung imaginärer Formen auf einander zurückgeführt wer- 
den; und wie sich bei jener Zurückführung (Theil I. $.37.) eine Recipro- 
cität zu erkennen gab, so stellt sich auch bei dieser eine nicht minder ein- 
fache Reciprocität ein. 


Nach $. 8. ist arg tn (?) LM ame Seaulkrh und wird i in dieser 


Gleichung der Modul & mit dem conjugirten k’ vertauscht, so ist: 


ot 
Gr) Area 2)Y (A-+x?ı2)? 
und da nach $. 17. auch 


dt 
Arg on.) = Syn vit2)Virıee) 
ist, so ist also argtn’(d) = Arg ©n(f). Setzt man jedes dieser beiden glei- 
chen Argumente = u, so ist 2=in'u und auch = SE folglich haben 
wir die einfache Relation: 
Snu = tn’u, 
wodurch der hyperbolische Sinus des Argumentes % für einen Modul % 
auf die eyklische Tangente desselben Argumentes mit dem conjugirten Mo- 
dul %’ zurückgeführt wird. Aus dieser Gleichung folgt yIL+SoWwW)= 
Vv(1-Htn”u), oder auch 


Inu == ce 
co u 


Wird hierdurch die vorige Gleichung dividirt, so erhält man Inu sn‘. u. 
Endlich ist Y(I+-RSnu)=y(1-+Ktn”w), oder auch 

do’ 1 

Dnu= —- = —. 

en’ u snC 1E 
Sollen sich die hyperbolischen Functionen Snu, Cuu, Onz, In und Aınw 
nicht mehr auf den Modul %, sondern auf den conjugirten Mouul k’ be- 
ziehen, so ändern wir ihre Bezeichnung auf ähnliche Art, wie bei den 


cyklischen Functionen, ab in On’u, En’u, Dn’u, Tn’u und Am’w. Machen 
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wir von dieser Bezeichnung Gebrauch, und vertauschen wir in den vorhin 
entwickelten vier Formeln die beiden conjugirten Modul k und %‘ mit ein- 
ander, so erhalten wir auf der Stelle noch vier neue Formeln, und wenn 
wir dieselben den vorigen in folgender Weise gegenüberstellen: 


Snu=tn’u und snu = Tuu, 
1 1 
\ Cnu = —— Ä = 
1. Sı a ach en re 
« ? Tunu=sn’u ‚und tn = Sn, 
dn’ u n’ 
Dnu= — und dnx = lu 
cn’ u En’ u 


so sehen wir, dals die hyperbolischen Modular- Functionen durch diese 
Formeln ohne alle imaginäre Formeln gerade eben so auf die cyklischen 
Modular-Eunctionen zurückgeführt werden, wie umgekehrt diese auf jene. 
Auch wird man die Aehnlichkeit nicht übersehen, welche zwischen diesen 
Formeln und denjenigen Statt findet, wodurch (in Theil I. $. 37.) die hy- 
perbolischen Potenzial-Functionen auf die cyklischen, und umgekehrt, in 
reellen Formen zurückgeführt werden. 
Aus den vorigen Formeln folgt noch 
/Gnu—1 1— cn/u i—enu__ „/Cwu—1 
are = ber Ta und  YiFfau Yauf1’ 
oder, was einerlei damit ist 
2. Tang4 Amu—=tang}am’a und tangdamı = Zang 1 Am’u. 

Diese Formeln lassen sich auch kurz also Her Aus den Formeln (1 ) 


folgt 
Inu Dnu = tn/udo'u und tn®dnw— Tu’u Dn’u, 


und da nach $. 12. ist tnx dau =tang} am?w, also tn’udn’u—=tang4 am’ 2, 
ferner nach $. 19. ist Inu Dnu = Tang} Am?a, also Tu’x Du’ u 
Tang} Am’2u, so ist 

Zangt Am2a—=tang4am’?2u und tang}am?u = Tangd Am’2xu, 
und diese Formeln fallen mit (2.) zusammen, wenn man darin nur noch 


Z für « setzt. Auch unter den cyklischen und hyperbolischen Amplitu- 


den desselben Arguments giebt es sehr einfache Relationen, wodurch sie 
auf einander zurückgeführt werden. Setzt man für den Augenblick am’ 
—0', dann ist tn’a = tangam’u = tangP’ = ©ir LO’ und da auch Snu 
—= tn’u ist, so ist also Sin Ama = SintD‘, eier einfacher Ama =!Ld, 
und folglich 
3. Am —=*am’u, eben so findet man amx = !Am’u. 
gr 
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Vertauscht man noch die beiden conjugirten Modul, so hat man 
Amzm=Rama und ama—lAmu 


Anmerkung. Setzt man den Modul k=0, so wird amu=u, le ist Lu = Amu 
für den Modıd = 1 uud Zu amu für den Modul =1. 


0, 
Wir machen von diesen letzten Formeln sogleich Gebrauch. Ver- 


tauscht man in den Formeln (5.) des $. 19. die beiden conjugirten Modul, 
so sind sie 


Am’(a+d) = Arc Zang (Tn’a Dn’d) + Arc Tang (In’5 Dn’a). 


dnd sa PP sn b 
Es ist aber Zn’a. Dn’b = sna. = und Tnd.Dna = —., 


soc 5 snca@ 


Am’(a+b)=Ram(a+b), und ArcTang (Ef) = KL arcsin (2), folglich haben wir 
Kam(a-+b) = 8 arc sin (= ) + Laresin (2 en): 


). 


als cyklischer 


nb 
ca 


gam(a—b) = Care sin (- 0) — Laresin (& 


sıa 


Damit der erste Theil dieser Formel reell sei, muls - 


Sinus nicht >1, und auch nicht —=1 sein, weil Care sin —— tz unend- 
lich ist; setzen wir aber sncb>sn«a, so muls K—b>u und also sein 


a+b<K. 
Ist Bedingung erfüllt, so ist auch XK— «>, also snca> sn, folg- 


lich 
snca@ 


Beide Formeln (1.) sind also reell, wenn +5b<{K ist. Setzt man in 
den Formeln (1.) noch K—« für a, so verwandeltsich «+5 in ek 
und a—Öb in A—(a-+-b), und es ist also auch 


Same(a-+b) = Larcsin eg: >) — Larcsin (=) ; 
Samce(a—b) —= Rarecsin (we :) + Earcsin 2 ). 


Diese Formeln sind reell, wenn @a>b, und keines dieser Argumente 
>K ist. 

Die Anwendung der Formela (l.) unter der Voraussetzung, dals 
a—+b>K sei, setzt. die Kenntnils des Verhaltens der Function 2® unter 


der Voraussetzung, dals ®>-- ist, voraus. Stellt man die Formelu (1.) 


wieder in der Gestalt 


.<4) und also auch der zweite Theil der Formeln (1.) reell, 


2 
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Pam (a+D) = Arc Lang ("n;—) + Arc Zang("2) 


dar, und setzt man «2 ; für a, wie auch 5b? für d, so hat man nach $. 20. 
(und Theill. $. 48. Zusatz) auf der Stelle die neuen Formeln 


!Am(a-+b) = arc tang Sr) + arctang en: ne 4 


2 Am (a— b) em arc tang en) — arctang (er °) ; 


Setzt man in den Formeln (1.) blofs 5: für d, so werden sie 
gam(a-+bi) = !are sin BR >) + tarc tang je Ar 


mn . (snaDndb\ 1) 
fXam(a— bi) Care sin ( Sn ) zarctang |.) > 


und verwandeln sich also, wenn man die cyklischen Functionen statt der 
hyperbolischen einführt, in 


Sam(a-+bi) = Faresin (sna da’b) +. aretang (2), 


5? 


Kam(@a—bi) = Rarc sin (sn« dn’2)—. arc tang (# a 


ca 
Zusatz. Setzt man in den Formeln (1.), (3.) und (4.) den Mo- 


dul k=0, so wird am («+ 5) = An (a+b) = a+Ö, sna verwandelt 
sich nun in sina, snd in sind, snc@ in cosa, sncd in cosd, Ona in ©ina, 


_ End in Cosb, Dnd in 1 und Dna in 1, daher hat man nun 


(&a+5) == Sare sin (*" ©) + Rare sin (a 
Ka—b) = Varcsin (=) — taresin & ); 
!(a-+-b) = arctang (ee) + arc tang eu 


) 
2) — arc tang (em >); 
. nDb 


Ö. 


$) 


sın 


7. 
I(a—b) = aro tang (7 
< rk 


8 
) . RN 
Y(a—bi) = !arec sin (22) — are fang | —_ ); 


co 
( !Ka+bi) = arc tang (= =) + af are sin e =)» 
| IKa— bi) —= afc tang (Sie) — t 8 are sin ( a ) ; 


%(a-+bi) = 8arc sin -) + zaretang 


9 


sb So3a/ 
Diese im ersten Theile übergangenen Formeln, welche wir bier nachtragen 
mulsten, lassen sich auch leicht auf eine ganz elementare Weise herleiten. 
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$. 24. » i 
Die Werthe von Am(ut+2mXK‘) und am(u+2miXK’), 

Der uneingeschränkte Gebrauch, welchen wir in der Theorie der 
Modular-Functionen von den schon im ersten Theile behandelten vermit- ° 
telnden Functionen 2X® und !D zu machen haben, erfordert eine nach- 
trägliche Betrachtung des Verhaltens der Function £® für den Fall, in 
welchem P>7 und also 2£® imaginär wird. 


Da cos(d®+ mr) = (—1)"”cos® ist, so ist auch 


DpR L> m 09 
cos(p+ mr) I". "cosp” 


Das Integral dieser Gleichung ist nach TheilI. $. 46. 
K(Otmr) = (-1N”"t0+a; 
wenn man mit a die unbekannte Constante bezeichnet, welche bei der 
Integration hinzukommt. Setzt man ®=0, so hat man 
a = (+mr) = +Umr) 
Da nun also Sina=+Eink(mr) = cher = 0); 
sum lan); =” 
ist, so ist nach Theill. $.16. der Arcus «= +mri, und also 
l. 2(o+mr) = (-1I)”.2 Oo mai. 


Die in dieser Formel vorkommenden Vorzeichen + können auch einzeln 


in F abgeändert werden. . Setzt man m=1, so hat man 
9 ER = —!D+rri und 
GN) = +YPrri 


Setzt man in dieser Formel > —D für ®, so erhält man 
st st . 
3 2(540) = Eee 


Wir prüfen auch diese Formel, indem wir auf beiden Seiten die hyper- 
holischen Sinus und Cosinus nehmen; dann ist nach Theil l. $. 16. 


ee 2. o) = — Ein? ( 0); 
Die erste dieser Gleichungen ist einerlei mit 


tan (5 +2) = —tun(F —P), 
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und die zweite ist einerlei mit 
ei 
aus der Richtigkeit dieser beiden Gleichungen folgt auch die der Glei- 
chung (3.). 
Multipliciren wir die Gleichung (1.) noch mit , so erhalten wir 
UDitmmi) = (—-Ir.IQ) + mr, und wird hier - für ® gesetzt, so 


entsteht 
4. KOımm) = (—1)”.lO+mr. 
Setzt man hierin m=1, so hat man 


| !(O+r)=—IP-+7, und wenn man 9-7 für ® setzt 
s. (+ F)=—-1(0—-5)+7, oder 
G+N)= EN) tr 


In den Gleichungen (1.) — (3.) kann noch -auf der rechten Seite ein 
beliebiges Vielfaches von ?7?, und in den Gleichungen (4.) und (5.) 
noch ein beliebiges Vielfaches von 2% auf der rechten Seite hinzugefügt 
werden. 

Setzt man nun in der Gleichung (1.) den Arcus ®=am’u, so 


ist auch 
L(am’utmr) = (—1)”"8am’u +mri, 


Da aber am'ut mr = am’(u+2mK‘) nach $.15, ist, so ist 
gam’(ut?2mK) = (—1)” Lam’utmri, 
und nach $. 22. Formel (3.) ist diese Gleichung einerlei mit 
6. Amlut2mK) = (—1)”. Ama + mei. 
In dieser Gleichung darf auch + mit F zusammengestellt werden; multipli- 
cirt man dieselbe mit 2, so hat man am (u? + 2m: K') = (—1)”.am (ui) Emr, 
und setzt man hierin — für x an die Stelle, so hat man 
7. am(u+2miK') = (—1)”.amu+ mr. 


$ni25, 
Die eyklischen Modular-Functionen und Amplituden der Argumente von der Form 
ut+2mK-+2n:iK'. 
Da nach $.24. ist am(u + 2n:K) = (—I1).amu+tnz, so erhält 
man, wenn u+2mK für u gesetzt wird, am(@«+2mK+?2niK)= 
(—1)'am (u--2mK)+nz, und da nach $.15. ist am(u+2m K)=mrz + amu, 
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so erhält man IN 
am(u+-2m K+2niK) = Ri amu-t (m+ Dr. 
Setzt man umgekehrt in der Formel am(u-+2mK ) arm utmr für u 
an die Stelle «+ 2niK‘, so hat man am (u+2mK + 2niK) = 
am(u-+2n:K')+mrz, und also, wie vorhin, 
1. am(w+2mK+2n:K) = (mtn)z + (—1). amu. 
Nimmt man die cyklischen Sinus der beiden gleichen Ausdrücke, so er- 
hält man mittelst der Formel sin(a +5) =sinacosb- cosasinb: 
"sin am (u+-2mK-+ nik’) = (—1)”*".sin ((—1)”.amx) = (—1)”t”, sin am, 
und da (—1)”+” = (—1)” ist, so ist . 
2. sn +2m K+2n:K) = (—1)”.sow. 
Nimmt man die cyklischen Cosinus, so hat man cosam(u+2mK-+2 niK') 
—= (—1)”t”. cos((—1)" am) = (—1)”t"”. cosamz, und also 
3. na +?mK+2niK) = (—1)”t”. cenu. 
Wird (2.) durch (3.) dividirt, so entsteht 
4. tina -+?2mK+?2n:K) = (1). tnu. 
Differenziirt man die Gleichung (J.), so erhält man auf der Stelle 
5. da(+2mK+2niK) = (—1)”. dw. 
Da | 
sn(u+4mK-+4n:iK') = sn, 
enu+4m K+4n:iK) = enu, 
dn(a +4m K+4niK') = dnuw, 
tn(u+4m K+4n:ıK) = tnu 
ist, so sieht man, dafs die cyklischen Modular - Functionen doppelt perio- 
disch sind, reell und imaginär periodisch zugleich; der Umfang einer reel- 
len Periode ist 4K und der Umfang einer imaginären Periode ist 4iK’. 


N 26. = 
Die byperbolischen Modular - Functionen und Amplituden der Argumente von der Form u-mK'. 


Die hyperbolischen Modular -Sinus und Modular - Cosinus Sn und 
Enz sind vorzüglich darin von den gewöhnlichen byperbolischen Sinus und 
Cosinus verschieden, dafs sie viel rascher wachsen, wenn das Argument u 
zunimmt, und schon unendlich grofs sind, ehe das Argument & unendlich 
grols geworden ist; die Functionen Sinz und Cosw hingegen sind erst 
dann unendlich, ‘wenn auch & unendlich großs geworden ist. Setzen wir 
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= K', so ist, weil nach‘$. 22. überhaupt Enz = tn‘w ist, auch SuK’ 
=tn’K, und da oX=twm X =} end # ist auch ” 
Sık' = 
i a. 
Ferner ist Gnk'= — 77, und also Mt en ,. Da funk =sn’K' 


ist, so ist ut, weil endlich Dn K' = e —_ —E ist, so stellen 
wir also zusammen: : 
l, SK=ı, KK}, "are HM,  DoKe= 
Da SnkK’= Sin Am K’—=} ist, so ist auch noch 
ZuERAuR — 
Ferner ist Su K’— u) = tn‘ (K’— u) = on Zug, und da in’a = ©nu ist, 
so ist 


Sn (K—ı) = z@&n,> eben so findet man 
SR—ı = nn 
uk’ —u) = u 
4 DnK—u = = 


Uebrigens können auch die drei letzten Formeln eben so leicht aus der 
ersten hergeleitet werden. 

Setzen wir der Kürze wegen Sn (K' —)=Suu nRK—u)—= 
Enev, Tun K— u) = Tney, u re N und Am(K’—u) = Amcı, 
so ist also 


1 1 
Sncv == = 
kSnu? Onu kSncu? 
Dnu Dre 
Inu = wen 
kSnu?’ Cnw kSncu? 
r 1 | 1 
4, tum — T = —_ 
4 Dnu ? ih Drcu? 
Duu = u Du = » 
| Inu? ı T Tnem? 


Amcu = NrcTang (>=). 
Die Function Ama ist also nur reell zwischen den Grenzen «=0 und 


u=&'; wird u>K'‘, so ist Ynw imaginär. Da Duu u = 1 


= —— ıt 
en’ soue/u 9 


so ist auch 
6 
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| Amca —= Are Tang (sne’w) = Larcsin(suc’ u), 
und also Pr 


YUmca = Rame’w, 
was auch unmittelbar aus Formel (3.) des $. 22. folgt. 
Setzt man in den Formeln (3.) —x für u, so hat man 
SnK+u) = —©n(K—u), SHK+u) = —Cu(K— u), 
TukK u) = uK—o), DuK+u) = —Du(K— u). 
Setzt man hierin K’—u für v, so hat man 4 
St? K—W)=—Snu, GnR2K—u)=— Inu In(2K— u) = Inu, 
DRK — u)=— Duv, 
und setzt man —u für v, so hat man 
S?2K + W)= Su, mRK+9)= —Inu UuRK+uo= — Inu, 
Dn2K +u)=— Dnu 
Hieraus schlielst man überhaupt 
Sn(u+2mK) = G©nu, Snu(u+2mK) = (— 1)". Cuw, 
Tn(u+?2mK) = (—1)”.Tnu, Diu+?mK) = (—1)".DOnu. 
Setzt man 2m für m, so verwandelt sich (—1)” in +1, woraus zu er- 
sehen ist, dals die hyperbolischen Modular - Functionen in einer zweiten 
Hinsicht periodisch sind; diese Perioden sind reell, und der Umfang einer 
jeden ist =4K’. 
Verbindet man die Forkel (3.) — (6.) des $. 21. mit den vorste- 
henden, so erhält man die allgemeineren 
Sn(u+2mK'+2niK) = (1) Snu, 
Sn(u+2m K'+2niK) = (—-1)"”.Cnw, 
Tulu+2mK +2n:iK) = (—1)”.Tnu, 
Dn(w+2mK' +2niK) = (—1)”. Dnu. 
Eine weitere Ausführung scheint hier überflüssig zu sein. 
5 27. 


Cyklische Funetionen imaginärer Argumente zurückgeführt auf eyklische Functiones mit 


6. 


reellem Argumente. 


- Es ist sn(wi) =:.Snu, und da Snu = tn’% ist, so ist 


sn (ui) = ötn’u, eben so findet man 
en(u:) = = 
1 co u 
y tn(wi) = isn'u, 


dn‘w 1 
eu Soc“ 


dn(w) = 
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Benutzt man die Formeln (17.) des $. 13., so setzt man aus den vorste= 


henden Formeln sogleich zusammen: h 
1 _ doc’u 


snt (u 2) — an = FE 


ene (ui) en LEE one 
| dn’ u k ,; 
2. « 1 1 duc’u 

tne (u?) = ——— = —. ———, 
ken’ u 
dn’ u 
Vertauscht .man in diesen Formeln die beiden conjugirten Modul mit ein- 


ander, so können sie auch also dargestellt werden: 


— k'.sne’u. 


dac(wi) = 


tn’ (wi Mu 
snu = ug cnu = ——; 
3 i en’ (wi) 
; sn’ (ui) sdatlui) 1 
wien ww gehe en’ (ui) - sne’(wi)? 


und für die Functionen des Complementes erhält man 
1 _ ‚dnc’ (wi) 

dw) x 

a 

k' sn‘ (ui)? 


k' U? 
sncu = ;„  encu —= — cenc’()), 
4 ik 

® 


tncu = ‚dncv —= k'.snc‘ (w?). 


1+ itnu 


also = amu 
1— itmu? 2 03 


Zusatz. Es it amu = = log y 


1 {nu ı . o eo 4 . 
> lo uhi, setzt man hierin K— u für u, so verwandelt sich tn& in 


und es ist also 


k'inu 
GT A: 1 en “ f) . iR j a Pf} 
zg ameu = — log Dan oder, weil ztn® = sn u) ist 
# 1 1%’ so‘ (ui) 
2 ee EN 
und 


1-4 50° (ui) 


5-2 1 
6. amı =- log eyger 


Setzt man in der Formel für — —amcu noch ui statt %, so hat man 


st 2 1 1— k’'su/u : + ksn'u 
7 ame(t) = log 1+-Ksuu 2.log 1—k'su’ u? 


und also 
st I 
zimRmse) Bu 1+ x’ so’ u 
Tr 1 — kKsn’u? 


6* 
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oder {hei 


= — ame’ (wi) 


er log 


1 ksuiw 


TUE 
1— ksıu , 


T. 


& R 1 1 \ s . oo u. 
Es ıst Yamu = log) ran setzt man hierin — —amu für amu, so hat 


man (Z—amu) =10g VE wird noch K— u für u gesetzt, so 


2 
entsteht (2 ame = log u, also auch 
ER, Ara t-Hene(ui), 
&(5 ame(ui)) = log 


multiplieirt man diese Gleichung mit —i, so entsteht, wenn die beiden 
Modul %k und X‘ vertauscht werden: 


ER — ame/ a a Eye L-Fene (wi), 


1—cne’ (wi) ’ 


da aber ene’ u) oncu ist, 80 kann diese Formel auch also darge- 
stellt werden 


z — ame’ (wi) \ tar U 
I \ — log ey; 
1% eneu 


Die höhere Wichtigkeit der Formeln (7.) und (8.) wird bald nachher 
einleuchten. 


Anmerkung. Nach Theil I. $. 38. ist £&® =los tang ( +49), 
oder auch ® = logtang (= +4l d); daher ist e® = tang (2 47 p) und 
er— tang a — 19); also auch 


1110 = arctang (e®), . ——4p —= arctang (e”?). 
Werden PR beiden Gleichungen durch Addition und Subtraction mit 
einander verbunden, so erhält man . 
9. = aretang (er) + aretang(e””) und 
10. IO® = arctang (ef) —arctang(e””). 


Die Richtigkeit der ersten Gleichung erhellet von selbst, weil ®.e? —1 ist. 
Entwickeln wie die Glieder auf der rechten Seite in Reihen, so ist 
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ei? e’p e e 
arctang(e) = deren ee a. A 
e39 59. 06-9 


are tang(e?) = e?— + .-—— 5 ART — Euer. 
Hieraus erhält man durch Addition und Subtraction 
st 2 (Eos P— el EEE, ER ie IB Reto.) 


F- _—— 
—— 


| i Sinsp , Sin5p Sin’ , SinIp 
ER ECETN PER EN OR taiete a MR FAR hat 
o= (Sin® a ee ee arg — etc.), 
oder, wenn man D? für ® setzt, 


02 = 2 (cosp — 233 2 er _ ae ” os ri etc), 


= 2 (sind — EEFN sus BAR ELF etc.). 


Setzt man in den Reihen für — den beliebigen Areus ®= 0, so erhält 
man die bekannte von Leibnitz gefundene Reihe. Die beiden Reihen für 
Id und £® wurden im ersten Theile, und zwar im Zusatze zu $. 57. auf 
eine minder einfache Weise hergeleitet. 

Setzt man in der Formel (10.) OD —=Am’u, so ist !d = am, 


und also 


11. amu = arctang (etw 3 —- arc tang (e7 A’ er 


Setzt man in dieser Gleichung wi für u, so verwandelt sie sich in 
art tang (e dam’ 2 — arc fang (em am’) 


12. Am = ML 


$. 28. 
| ı. __ soaßn5s Dnb+i Snbrena dna 
Nach 8.21. Formel 10. ist sn(a+ bi) = Schick kean:a Ona 3 
führt man durchweg die eyklischen Functionen ein, so wird der Nenner 


en’2b--r?sn?2asn‘?b __ 1--dn?a sn’? a a 
1-+ >snta tn? 5 te miemt? = —arz; —, der Zühler aber‘ 


nd snadn’b+isn’b cu'benadna N k 
wird en er sun de j 
snadn’b-Lisn’ben’benadna 


— 


Buraatubi) ART ee 


1. bi) sna da’ b—isn’b en’bcna dne 
#l (@ D* 1—dn?aso‘?b Y 


Der Zähler des Ausdrucks von cn(a+be) im $. 21. ist 
 ena en’bFisnadaasn’b dub 


ena &nb Fisnadna Sud Dnd — ale eg ara EN ‚ also ist 
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3 ed na dark 
on(a-kbi) = Ma 


Shi 1 — don? asn’?b 9 
E . ena cn’b-Hisnadna so’bdn’b 
en(a—b:) m 1 — du? a su’? b y 


Wenn man die Formeln (1.) durch (2.) dividirt, so erhält man Ausdrücke 
für tn(a+bi), welche aber der Form nach ungehörig sind, weil Zähler 
und Nenner zugleich imaginär werden. Man erhält bessere Ausdrücke auf 
folgende Art. Es ist (db — a) = a-+bi, also ist tin(a+ bi) =isn'(b— ai), 


sn’b dna— isna ena cn‘b du’b 


und da sn’ (b—a:i) ae ist, so erhält man 
| . sna ena en’b dn’b-L-idna sn’ b 
tn(a+b2) er 41 — sn? a du‘? b 4 
3. sna ena cn’/B dn’b —i dna sn’b 


tn (a— bi) a 1 — sn? a du’? 5b Barth, 


Der Zähler des Ausdrucks von dn (a+b:) in $. 21. ist 
dna DOndb F?k?sna cna Sndb Ind, 


dna dn’b en’b F ik? sua cnası’b 


and verwandelt sich in er reerh daher ist 
. dn a dn’b en’ b— ik? snacnasn’b 
4 a Hk mr 1 —dn? a su’? hi ’ 
s - __ daadn’ben’b-Hik? snarcna su’b 
)An(a— bi) Bei 1 — dn?a su’?b : 


Die Formeln (13.) im $. 21. werden 
ina dn’b 


am(a4-b:) = arctang 2) +? Arc Tang (sn‘b doa), 

5, . 
\ tna do’b : 

[am (a—bi) = arctang (ea ) — ? Arc Tang (sn‘ d dna). 


Setzt man in den vorstehenden Formeln 5»=K', also sn’ d=1, end =0, 


dn’dö=k und @a=u, so erhält man > 
"sn(a+iK) = a. und sn(w—iK) = an 
enuwtriK) = Zee und enw—iK) = ar: 

4 tn(u+iK) = Kun} und tn(w—iK) = = 
da(u-+:K) = a. und dn(w—iK) = “e 


am(u +iK) = I + %rc Tang (da); 


am(u—iK) = z — 3 Xrc Tang (da). 
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Werden die gegenüberstehenden Werthe mit einander verglichen, so hat man 
sn(u+iK)= sn(u—:K'); tn (ua +: K)= — tnuw—iK')); 
; eau+iK)=—unw—iK),; doWwHiK)= —dn(w—iK”), 
Die Relationen unter den Amplituden sind 
| am (ut: K)-bam(w—:K)=7, 
8. 


Tang = a am (u— en, BR 


Setzt man in den Formeln (7.) u+2K’ für u, so werden sie 
sn (u-%:K) = snu, tr (u+-%:K) = —tnuv, 
9. |mutain = —eons, dawu+%K) = —dnu und 
am(u-- UK) = 7—amu. 
Aus den vorstehenden Formeln folgt ohne Weiteres 
sn(u+-2n:K') = sau, en(u+?2n:K) = Ay. en, 
10 a = (—1) ‚En U, dn (u+2n:K') = (—1)".dnw, 
und für die Amplituden erhält man 
ll. amwt2n:K) = ns + (—1).amu. 
Die Formeln (6.)— (11.) hätte man auch leicht aus denen des $. 26. her- 
leiten können. Setzt man in den Formeln (6.) v=0, so erhält man 
12. sStK)=}, atK)=-, miR)=i, müh)— ne 
Setzt man in den Formeln (9.) v=0, so hat man 
sn (22XK) = 0, tt (%:K) = 0, 
13, Dee Nr ae 
Wird aber u=1iK&K‘ gesetzt, so findet man 


sn(33K) =}, n:K)=—i, 
e i Er i 
in = _. dn(3:K') = v° 
Setzt man in den Formeln (6.) u+K für u, so werden sie 
2 1 
(ut K+iR) = 
? i d Ra | 
on KHK) = — = an? 
15. tnfu-K-tiK) = Kent 
do(«+- K-+iK) = Fr. = ik'tow, 


am(u- K-+iK) = 5 +: 2arc sin (doc %). 
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Setzt man hierin a0, so entstehen die Formeln 
(KHK) 3 to KHK) =, 


16. (nKHM=H, KHK) = 0, 


I 


 am(K-+iK') = + itaresin(k‘). 


$. 29. 
Setzt man in den Formeln (10.) noch u--2mK für vu, so er- 
hält man 
kt +2mK+2n:iK) = (—1)”.snz, 
en(u-2mK-+2niK) = (—1)"”.cnu, 
tn(u+ 2m K+2niK) = (—1).tnv, 
dn(u+2mK+2n:iK') = (—-1).dnv*), 
wie im $. 25. auf andere Art gefunden worden ist. Setzt man hierin 
entweder u=0, oder u=K, oder v=öiK‘, oder uv=K-+iK', so er- 
hält man eine Reihe von particulären Bestimmungen, welche wir auf fol- 
gende Weise zusammen gruppiren. 


Functionen, welche =0 sind: 


son?nÄ+2mk)=0, en ((!m+1)K+2niKk) = 
tn(2m K+-2niKk‘) =0(, dn((2m+1)X+ (2n-+ 1)iK) = 0. 
Funetionen, welche =} sind: 
sn @mKX+(r -H1)iXK) = > dn(2mKX +(2n H1):X) = 
 entmÄ+(2n+1)iK) = tn(2m +1) K+2niX) = 4. 
Functionen, EN, =+t1 oder = +? sind: 

sn(2m® +1)X-+2nik) = (—1)", tn(2 m&K + !n +N:K)=(—1)"% 

culmX+t2niK)=(—1)"r,  — dinßmk+miK)=(-1). 


Functionen, deren Werthe vom Modul abhangen: 
sn (2m +) K+@n+EK) = N". , | 
en (2m +1) X+ (an +1)5R) = ey. 

in(@m +1) K+@n+ER) = A), 

dn (2m +1) K+2niK) = (A. K, 


*) Setzt man der Kürze wegen u--2mK-+2niK' = uw, so findet mau die Formela 
sucu’ —= (—1)”. suca, tueu’ = (— 1)".tocı, 
euew —= (—1)"t”,.cacu, dsew’ = (— 1)".ducu. 
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| $. 30. 
Cyklische Modular-Functionen mit dem Modul 2 zurückgeführt auf ähnliche mit dem Modul k, 


Wenn statt des Moduls % oder %’ ein anderer, z, B, der Modul = 


verstanden werden soll, so kann man diesen Modul hinter das Argument, 
und durch ein Komma davon getrennt setzen; die cyklischen Functionen 


des Argumentes % mit dem Modul n sind demnach bezeichnet durch 

1 1 r . . : 
sn (u, z) ‚,eon (m, =) $ tn (u, ), dn (w, =) und die Amplitude ist mit 
am (u, i zu bezeichnen. Mit den auf den Modul % bezogenen Functio- 


nen stehen die auf den reciproken Modul n bezogenen Functionen in ei- 


nem einfachen BAER, welcher nun aufzuklären ist. 


Es sei u= IE Ya) an und, wie früher, % eine zwischen 
den Grenzen O und 1 enthaltene Zahl; so ist dw und also auch imagi- 


när, wenn 3X genommen wird, und es ist % nur reell zwischen den 
Grenzen s=0 und 3=X. 


Stellen wir die Formel also dar: ku= f ren. 50 ist 
Ve) ea =) 
ihr gemäls z= sn (ku, =) ‚vd—z)=eo (ru, +) und M-2)= 
dn (ka, er Wollen wir diese Functionen auf solche mit dem Modul % 
zurückführen, so haben wir nur = =t, also z= kt und d9z=kdl zu 
setzen, wodurch, Ei; für z=0 auch ?=0 ist, das Integral umgeformt wird in 
u =/r mer Dieser Formel gemäls ist aber 2 der Modu- 
lar- Sinus des Argumentes % für den Modul %k, und also in Zeichen 
{= snu; da nun aber z=Xt ist, so haben wir die. Eormel' 
sn (ku—.) —= ksnu; 

hieraus folgt aber 


cn (ku, =) = dnw, 

ksnu k 
tn (ku, =) =, Dr mu, 
dn (ku, er = cnu. 
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Conjugirt mit dem Modul & ist derjenige, dessen Quadrat das Quadrat 


von = zu Eins ergänzt, oder MEAN und dieser Modul ist, wenn wir 


wieder k zwischen den Grenzen O und 1 enthalten ansehen, imaginär; 


o — (1i— x? ik! N 1— x? K f 
derselbe ist entweder nn — oder Is jr Nach der 


gewöhnlichsten Art zu rechnen sehen wir 
ik’ 1 - irt 7 1 
| — als gonjupir mit —- 
an, und beachten dann mit strenger Consequenz die Vorschrift, dals, 


: BA 
wenn 2 für % 'gesetzt wird, we für %k’ zu setzen sei. 
: | 70 ” N 
Unter der Voraussetzung, dals ns der mit 2, conjugirte Modul sei, 


bestimmen wir jetzt schon den zum Modul “4 gehörigen Modular - Qua- 


dranten, welchen wir für den Augenblick mit %.$ bezeichnen. So wie 
dnK=%‘ ist, so muls auch dn (r.8, = = . sein. 


Da den vorigen Formeln gemäls dn (R.8, r) = eonf$ ist, so soll 


also auch en £= A sein. Den Formeln (16.) im $. 28. gemäls ist 

aK+K)= an ‚undaK-:K)= Ss daher schlielsen wir, dals 

$=K-iK, und also « 
ERS, k(K-iK') der zum Modul ki | 

gehörige Modular- Quadrant sei; wir hätten k(K++2K’) als Modular-Qua- 

dranten gefunden, wenn wir L als mit dem Modul = conjugirt betrach- 

ik’ 


tet hätten. Da wir aber Z 


als den conjugirten Modul ansehen, so ha- 
ben wir den Lehrsatz: 
Wird “ statt des Moduls k gesetzt, so verwandelt sich der Modu- 
lar- Quadrant K in k(K— iK’) 
Wenden wir die Formeln (17.) des $. 13. auf die Functionen mit 
dem Modul 4 an, so entstehen die Formeln 


k 
2) dnz 1 
sah) = a = an 
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5 TG, | 
me (hu) = Tann 


| dne(ku,- = is ei 


Keen haben wir also die folgenden Lehrsätze: Setzt man ku für u 
und Ä 7 statt des Moduls k, so verwandelt sich k!' in =, ferner 


1 - 7 ee 
: sn“Ü m ksnu, ER a 
2. cnz in dnw, K ui 
° k f 1 — 
3. tina in -7eno“, 7.  tnow in 729 
. ik’ 1 
4. dnx in cenw, 8." dncz in —.—, 
4 k au 
5.  Sncu in => 9. tangl 3 am 2u in Asnusnet. 


1 ik 
14 ’ 14 encu 
Es-ist amı (Kay 4) + log je - = H- 10 et, aa 
—itmiku, — 


i 
Inn coc u 


nern wir uns also der Formel (8.) im Zusatze zu $.27., so haben wir 
yT ; 
1 k 5 — ame’(wi) 
m(ku,-—-) = arc tang (# ec“) = Ver ; 


era 
— — an (wi) 
&am(ku,—) = Larcsin(ksnu) = —, 


daher ist 


[) . . k [) e 
weil den obigen Formeln gemäls arc tang (#cne u) = arcsin(k sun) ist. 


Zusatz. Es ist 
. . P17 
'sn®a = sinamu, ecn% = sin ($ — amı) und 


® TE 
800% = sin BEE . .cntU. = sin (> —amen); 


fr k ’ 


nu = sin (= —am (ku, —)) N 
ksncu = sin am (k Ku), —), 
dncz = sin (F— am (kK —u), =) . 
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Da nun überhaupt 2£P = log vis 1+siogp 


ist, so ist 
— sin p ’ 
Cama=togVitt ud Kamen = log fitmen, 
| : ix u 1 
(am) log l;rnn und 8(3—amou) = 1ogyz teen, 
i4% nt uesehiir. 
Kam (ku, = ag log van (kK—m, 7) = pe log = kauen? 


(am (ku -)) = 1 op Ve, 


e(Z —am(k(K—u), -)) = log Ve 


1 — ducu 


$. 31. 


Cyklische Funetionen mit dem Modul u zurückgeführt auf r klische Functionen 
Y PM 5 y 


mit dem Modul &, 

Auch die Modular-Functionen mit dem Modul *# k können leicht 
auf ee eher, mit dem Modul % auückgeführt a: so wie 
der Modul — K mit = conjugirt ist, so ist auch 7 — X mit 2 conjugirt, und 
diese Bee A, schon. hin, die Ir Formeln sogleich aus 


denen des $. 30. herzuleiten. Da nach $. 30. ist tn (ku, ee) IR : 2. 

5) k's ' & ” A 1 k' N} 5 
ist auch tn (A, 7) = gu,» und a) tn Ga ee. Da 
aber nach $. 27. ist sn’ (u) =i.tnu = i.—, ferner dn’(wi) = = und 


tn (R ui, = =isn (R’ u, =); so RU Ra wenn diese Werthe substituirt 


werden, die Formel 


sn (R’w,25) > “ AALEN cncu, also 

en (# u, =) = sncz, 

in(k' u =) en 

dn (Ru, 7) = ni Ha au) SF 


BR {nu enc u 
—— 70 
dus emu 


tang4 am (2 k'u, =) = 
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Bezeichnen wir den Modular- Quadranten für den Modul 2 — € für den Au- 


genblick mit X‘. ar so uni Er weil inRe- li ist, Bi da (fr $, =) 


— 
nz 


1 
77 sein, da 77 der mit 7 7 conjugirte Modul.ist. Da aber den vorigen 


4 k 
Formeln gemäls dn (#. $, 1) =r ist,. so muls ap 
dn&=%', und daher £=K sein. Der zum Modul -. — X gehörige Modu- 


ÜBER AR ist folglich k“.K 


1 
Ki a = 7, also 


Nach den Formeln (17.) des $. 13. leiten wir aus den vorstehen- 
den Formeln noch her i | 


ı.. Ik 

sne(k 1,22) = cnU, 
/ 

cnc (x u, = = snu, 


/ = 
E* tnc (k u k "tow? 
/ — du__ 1 

dac (r u, 7)= ve + cn?’ =-r 


er u" 


Da sowohl tang am (R U, =). tangamcz — 1, als auch 


tang ame (fi u, =) ‚tangamau=1 ist, so ist, 


ik . 0 

am (Ku, =) = ——amez, 
fe ik Pu 

amt U, UM 


Fassen wir die entwickelten Formeln zusammen, so haben wir die fol- 
genden Lehrsätze: | 


Wird ni statt des Moduls % (also eo für %‘) und ku für u ge- 


setzt, so verwandelt sich 


l. snz in cencz, 5.: sncu in cn, 
2. enu in snow, 6. encz in snz, 
. 1 . 1 
3. tn in 7. tncu in —, 
; 1 dncu i 3 1 dn u 
4, huin —. = 775 & dau m „ „=> 
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9, amı in ——amez, 


10. amca in 
1 PR eneu 


tne udou au“ 


11. tangtam?% in tna dncu = 


Zusatz 1, So wie zum Modul u der Modular - Quadrant KK 


gehört, so gehört auch zum Modul - —, welcher mit 4 conjugirt ist, der 


Modular-Quadrant %.K’; daher vervollständigen wir EM im $. 30. be- 
wiesenen Lehrsatz, wie folgt: 


Setzt man - statt des Moduls k und = statt k', so verwandelt 


sich RK in k(K—iK/) und K’ in k.K/, also das Verhältnifs 
"ORTE | S 


TER; 


Zusatz 2, So wie zum Modul K der Modular- BR k(K—iK) 


gehört, so gehört auch zum Modul —, welcher mit 27 conjugirt ist, der 
Modular - Quadrant A’ (K'—-iK), m wir ki Sr also den Lehrsatz; 
Setzt man 5 statt des Moduls k und 7 7 statt k', so verwandelt 


‘ 


sich K in k.K und K' in k' (K'—iK), also das Verhältnifs 
A 


Anmerkung. Die imVorstehenden entwickelten Sätze, wodurch 
die Functionen mit den Moduln %, X‘, 2 und a auf einander zurückge- 
führt werden, gestatten nicht blofs die zahlreichsten Anwendungen, son- 
dern sie bieten auch die Möglichkeit dar, aus einigen wenigen Relationen 
eine grolse Menge ähnlicher, welche andere und andere Functionen be=- 
treffen, ohne grofse Weitläufigkeiten herzuleiten. Auch der Zusammen- 
bang unter bereits gefundenen Relationen BiepE sich a auf mannig- 
faltige Arten nachweisen, 
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$. 32, 


; she 
Die Modular-Functionen von En und ar “ 


Wenn man in den Formeln des $. 14., welche wir hier wieder- 
holen: 


Ede | m&yt ’ 


ER a 4 
| a ee da =yYKk, 


die beiden conjugirten Modul, und also auch die ihnen zugehörigen Modu- 
lar- Quadranten Ri einander vertauscht, so erhält man 


ld wat, 


K K' 
GER N aa 
% . . ; 4 
und hieraus lassen sich die Werthe der Functionen des Arguments En 
{ i iK’ ‚K iK' 1 
leicht herleiten. Es ist zunächst sn —-—= tn’, ın ee! N, 
K' 2. CD” — 
dan! — 
iK’ ‚K ;_K’ 2 007 6 ” 
tn =imz. ud a. = —g; werden hierin die vorhin angege- 
| en’ 7 e 
benen Werthe substituirt, so erhält man die folgenden Bestimmungen: 
. 774 ) 
% („iX u uud A — N 
92 2 k 
u iK’ 


tn — =: ae 


b2 1 
2 VIER 
| K+ik' 
Die Funetionen des Argumente: NER on werden am bequemsten be- 
rechnet nach der Formeln er 6.) des E 28., indem man a= und 


K' 
b= Er >, setzt, 


Wi” | e M h 
56 Dirsiieien a N .32, 
ve i—Kk?. __ l—: 
Dann ist 1— dn? a.sn‘ db = 1— k'. —— ar —1— day 1— ti 
a rm nr I Ferner ist sng da’ db = Im: 


= Var also ist 
snadb __ u 1-+k k Au __ a/itk, 
1-nasw2d ” I! iverael At 


1— 1% PY, 
Vk k’ 
ı ! een nn Eu EN REBINHIERT 
sn’d cn'benadna = IE Var) 
- also 
en’ben’benadua __ ER k.k'2 1+k en l—k 
1—dn?asn?db  #\d+R2 At) 219) 3%’ 
folglich ist ” ni e+ ’ 
i BE 
(5 +) rd Er 
N B-WiRN lichen lee, 
(7%) ER er £ 


Erhebt man diese Ausdrücke zum Quadrate, so erhält man: 


nr) Yir‘) 


De as kk ena cen'b oe 
Es ıst cnaz.cn b — Veran also 1—do? er Ik? 
; Be, k 2 snadnasn’bdn’b 
ferner ist snadnasn’d dad = Vers Ir)» also ge PR. yo 
k' . 
5; > daher ist ER 
k i k ® k' ” k 
arg) Ve VE a N: 


Kr iK\ Ki. eoa/ Kk ; . k' 
on) 2 yEriyE=arn.Vo- 
Dr i3Y=1ra:—1= +%%, also 14. =yY(+Ri) ist, so ko nnen die 
beiden vorigen Formeln auch also geschrieben werden; 


K ,iK Ei 
2) = 7). 


us Rt PER KyıiEN _; K' iK 
Es ist (5 )= + 5 “ , also ist tn (z Bear" Aa sn (5-5): 

K' ® pi FOR f je . % 
und da sn‘ (5-%) = NR, rn ist, so erhält man 
Pre Sa ea... 2 5 Ä 
5 m (S+ 7) = Ya tlg ud 
EEE a a 

2 27 au nr am *® 


Dia wer dbschhalsten 8:32. 5 


Erhebt man diese Ausdrücke zum Quadrate, so erhält man; 


Bit at 
(5 37 = 7 Y-1% w)- 
Für die cyklischen Differenten erhält man die Formeln 


du (5 +2) = ey er? 


(5) = Vet En, 


und erhebt man sie zum Quadrate, so erhält man 


% (34%) wald ) 


Endlich findet man: 
am (5 de — arctang (YiHR) 4 2 Arc Tang ( ): 
am (+5) — arctang (yirk + 1) — 3 HrcTang (Viz# 5 e)» 


Setzt man in den Formeln (6.) des $. 28. jetzt v—= ni so erhält man 


on (£+iK) = 


nr (+? K)= 4 en 
8 m(>tiR)=+i 2 
an (£+:K) = Fiyk, 
am e: +iK') = 2 +1 Xrc Lang (YA). 


Setzt man endlich in den Formeln (2.) des $.27. uv= =. so entstehen 
= ik 1 ak! Ar 
sn (K F z)= > tn (K } —) — Fl 


an(K+ X) = +iy*, h(KF5)=vU-m, 


$g. 32... 
Te der Verdoppelung und Halbirong des Arguments der eyklischen Modular- Functionen. 


| Setzt man in den Formeln für die cyklischen Functionen eines Bi- 
noms a-+-d jetzt b=a, so hat man 


8 
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2sna ma dua - 2soacna dna 
snd4ua = — ———— ı — 
1— k?: snta eo? a—-sn? a dn2a ? 
-“ en?a— sn? adn?a 1—2sn?a-H-k?snt a 
cala = —— ——— = — ; 
1 1— k? sıta 1-— k? suta 
x 
Itnadna 
tn 2a 


”"4—tn?adn?a ? 
__ dn?a—k?sn?acn?a«__ 1—2%? sn?a+t-k? sn a 
1—kı sta 1— k? snta 


Aus diesen Formeln setzen wir zusammen die folgenden Ausdrücke: 


d 1+snla = en, 
1— 20 = Mn, 
1nla= ar 
1i— onla = en, 
tan Sa, 

2rsnacta 
1—-dno?2a = ee 
hi dn?2a-+ en2a = a 


2K'? sn? a 
1—k? snta? 
(dna-+- ksna ena)? 
dn?a-+k? sn2acn? a? 
(dna— ksna cna)? 
dn?a-+-k?sn?acn?a? 
k') sna cua) (da _ (+ k')sna en Een, 
1— k? suta 


dn?«a— cn?a 


| 


1+-ksn2a = 


1—ksn2a = 


dn2«—k'sn2a = Une 


dngait Kanna u RT ler er ERBE EET I R en) 


d+M)A—d— 1) so? a)? wa? 
dn24+-X4 = Tr, 
in2a_ — A-MU-A+M mar 


Ir snta sn! a 
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dn?2a-+-ken?a = (At (l—rsn? a)! 


1— k? sıta 9 
dn2a—ken?a = a a AR 
Ryan dee oder 
dn2a+ken2a = (+11 
1-+-ksu?a? 
1--xk sn? a 


dn2a—Kon?a = UN). 


1—ksn?®a” 


Man könnte die Reihe dieser Formeln leicht noch vermehren; die vorste- 
henden sind aber die wichtigeren, und aus ihnen leiten wir her: 


_—_ afl—ın?a vi RE 1-+cn2a 
ET TEN Za8 e TAlTEmdaR 
1 _ 71 —dn?2a Auhea 1— dn2a 
sna = PIlnda? "= !1—oa2a? 
„/din2a-+cn2a _—_  /dn2a— en2a 
3 nd 1+du2a ? as ir efernN 14+du2a .° 
1— cn 2a Me 1-+-cn2a 
ing = rer eg do2a—cn2a? 
dn2a-+-cn?a d __ ı/dn2a— cn?a 
daa = 1+en2a ? nn V 1i—ım2a ° 


Die vier obersten Formeln lassen sich auch also darstellen: 
vA-+sn2a)—Y(1— sn2a) 
SE = iLrs2a)FV I Ksn2a)? 
v(A-+sn2a)+YV(1—sn 2a) 
deln Vi+ksn2a)+V (1— ksı2a)’ 


4. % _. VA+kso2a)—V (l—ksn2a) 
4 ee V(+so20a)+V(1l—sn2a) 3 
__ VA+Rs2)—-V(i— ksuda) 
k ana ZI nda) Vu n2e)} 
$. 33. 
Feroere Relationen unter den cyklischen Functionen der Binome a-+-D und a—b 
a und denen der Theile @ und 2. 


ef,: _ Zno Dnd+&nd Dna , ß 

Dem $. 19. gemäls ist In (a-+ b) == IF Ina Dnd Ind Dne’ vertauscht 
man bierin den Modul % mit k‘, so verwandelt sich Tu («+ 5) in Tn’(a-+-b) 
! sg äuh p sfBdıa 


———— oder 
en b cna 


—sn(a-+-b); ferner verwandelt sich der Zähler in 


. seacnadnd--snb end doa 
In — Zu 
ena cn b 


;„ und der Nenner verwandelt sich in 
er se 


$0 Drit verwdbsichn üt tı 6433. 


enacndb-+-sna snd daa dab 
caacnd 


„ daher haben wir den neuen Ausdruck: 
snaenadaob-H-snbenbdna 

sn (4-+ 2) = enaen5s--snasnbdaa dub ? 

snacnadı b—snbcnb dua 


up (a—b) I cna cab —snasnddnadad ° 
Dividirt man den Zähler und Nenner durch dnadnd, so erhält man 


sn a snca--snb sncb 
sn(4+b) = socasnc5 +sna snb ? 


2. snasnca—snbsnch 
sn(a—b) = 


sncasncb—snasuab ° 
Setzt man in diesen Formeln a+:2K’ für a, so verwandelt sich der Zähler 
1-H-k? sna sıca sub sneb 
k? sna snca 


«_ k(snasuchb + suca sub) 
snc@Z sncd--sn@ snd in Rama A ee mg 


sn#snca--sndsnch in und der Nenner 


ferner sn(a-+D) in daher haben wir noch 


1 
ksn (ab) ’ 
sna snıcb + snca sn b 
sn (a+2) = 1-+-%k? sna soca snb such’? 
snasnoeb —snca sub 
sn (a—0) = 1— k?snasncasnbsnch" 


Schafft man in diesen Ausdrücken die Functionen des Complementes weg, 
so erhält man 


sn (a—b) = snaduaecanb—snbdnab one 
—— dnadnab —k? snasobcenacndb ° 


Dieselben Formeln PrhANE man, wenn man in den Formeln (1.) setzt ka 

für a, kb für b und — statt des Moduls k, und die Sätze des $. 30. an» 

wendet; dieselben Forinel kommen aber auch schon im $. 13. vor. 
Aus den Formeln (2.) folgt: 


_ (suedb+soa)(snea+snb) _ (end-Fsnadod)(ena-+snd dna) 
1450 (a7) — sucasnch+-snasnd ” enaemb+sna snddnadub ? 


(sned-+sn a)(snea—snb) _ (end +sna dnb)(ena—snbdaa) 


a 1-+sn (a—2) = sncasıch—smasnb  wmaend— svasnbduadud ? 
n sneb — sn a) (sne a — snb end —sna dnb) (cna—snb dn a 
PL NOT SEBE I at 


sucassch-smasd °wacmb+snasnbdnadd 


(sncdb — sn a)(snea+-snb) __ „_. (nb—sna do b) (en a-+ sn b du du a) 


1—sn(@—b)= " sueasuch— snasnb " macb—snasndduadud 


? 
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Setzt man in diesen Formeln ka für a, kb für 5 und. 7 statt des Mo« 


duls %, so verwandeln sie sich dem $. 30. gemäls in 


_—_ (dab ksna end) (dua--ksnd ena) 

1 +ksn(a +) er doadnb-+-k? snasıswmacndb ? 
r r _— (duad+ksnacenb)(dina—ksnbcna) 
I+ksn(a—}) = duadub—k? snasndbenacab 


(dab —ksna cud)(dna—ksab cna) 
duadnad-+-k? snasosdnadnb ° 


1—ksn(a +) = 
1—ksn(a—b) = gr; doadod-— k?snasnddaadub 
Setzt man in der zweiten und vierten von den Formeln (3.) K—.a für 


u, so verwandeln sie sich in 
(sneb + snc a) (sn a— snb) 
1+sne(a+b) = snasnceb —sucasub _? 


(snedb — sne a) (sna-+snb) 


sna snseb —snıca sab 


statt des Moduls %, so 


9 


1—snc(a +0) = 


und setzt man nun Aa für a, %k'b für d und N 


k' 
erhält man nach $. 31. auf der Stelle 


__ (end en a) (ene@a— cucb) 
I mer, > eoeaenb—cenacnch ? 


(enb — ena) (ene a+- cneb) 


1—en(a+b) en enea enb — caa ench 
Sy bci — nd d | 
Es ist aber enca— cned = aan TR dur)” da Nenner 


doa dub 


k' (sna cnb dnb—snb cna da a) 


SANT eg nt , daher hat man 


enc«acond — cnacnd = 


1-+en(a+b) Zr Et DE ae 9 

(en 5b-+-ena) (so adadb-+ snb dua) 

3 1--en(a—)b) = " snaenbdunb+snbenadna 
r ER (eo 5» — cna)(sn adndb-+-sndb daa) 
1—en(@a+)) = "— snacnddub— subenadua ? 


(en b— cu a)(snadnab—snbdoa) 
soa cnd dnd-+snb cnadıa 


Der Ausdruck von en(@+b),. woraus die vorstehenden Formeln hergelei- 
tet werden können, ist 


enacnea— enb ench 
cn(a db) a a 
(a) encacwmb—cnacnch ? also 


1—cen(a—)b) = 


en a cnea + cnb emeb 
cn a—b == U —— 
( ) enca enb-F-cena cncd 
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Nach $. 30. verwandeln sich diese Formeln in 
dnatna — dub ind . 
da (ab) — mMbwa—dahnb?’” ) 
__ daatna-+ dab ind 
dn(a—) = dodbtaa-+-dna tad * 
Die Formeln (2.), (6.), (7.) und die Formeln für tn(a+D) in $. 11. sind 
die einfachsten, nach welchen man aus Ausdrücken für die Modular - Func- 
tionen zweier reellen Argumente a und 5 die Ausdrücke für die Modular- 
Functionen von «+5 und @—b zusammensetzen kann. 
Aus den Formeln (7.) leiten wir her: 
14-dn (a+b) = (dn b-H-do a) (tina — In b) 


dndwa — doatub ? 


vr (dnb-H-dna)(ina-Htnb) 
8 RR Re 22 " ddwa+ dnawmdb ? 


1— dn(a-+b) ibu (dab —dna) (ina-+-tnb) 


duodima— duatndb 


dn b — due) (tina —tob 
1— dn(a—b) = ' er 
Aus den Formeln (3.) folgt durch Division 
yeah us em. 
1— su (a+b) such— sna'" suca— sub? 
und wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen nimmt, so 
hat man gam(a+b) = re Fang (< -)+ Arc Tang (= ee 


suca 
Diese Formel ist einerlei mit den Formeln (1.) des $. 23. Aus den For- 
meln (3.) leiten wir aber auch noch her 
| 1 sn (@a-+-b) a ine suca sneb— sn a sub 
1-+ sn (a—b) snea—snb Y suca sneb+ sna sub? 
und also, wenn man wieder auf beiden Seiten die natürlichen Logarith- 
men nimmt, entweder 


y I+sn(a-+-b) __ snasnb 
m log 1+5n (a—b) ‘ Arc Tang (z )- Arc Tang (= a 5) oder 
* 1+ sn se{a+-b) 


‘ snea such 
log Fer Ace pn —= Arc ang (- I — Arc Sand aan)" 
Setzt man hierin — «a für « und — 5 für 5b, so erhält man 


10. log I arg en = Arc Tang (< —) + Arc Tang (=) $ 


snca snc a sac b 


Aus den Formeln (5.) erhält man 


1-+-en (3 = Ve ea ae a a 
1—eun(a+b) — "ad —cna suadab + sub dn« 


und 
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+ en(a—b) __ 7/ma dub + snd dua yes dndB—sıb cnadna 
1+cu(a+Db) I snadab—subdua F sua cab dub sub caa dua? 


1— cen(a+b) __ je adnb-+-snb dna gli enbdnb--sndb ena dna 


1— cen(a—b) snadnd— sub daa F soaenddndb— snb cnadua” 


Nimmt man wieder auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, so er« 


hält man 
log Ay. Be, ir Senn ga 2E F Arc San (or, 


— ca(aH+ =+b) cuca 


11. <log VE — > ArcTang I )— ArcTang (> 2 -) 


inadnd/ ? 
log mn = Arc Tony ("- >) + ArcTang (2-22) # 
Aus den Formeln (8.) folgt zunächst: 

1+-dn(a+b) __ „/dud+doa ‚/ina— tab 

1— du (a+b) — # Qnb—dua ina+tud? 

/+dn(a—b) __ tna—+ nd ‚/dinbtina—doatnb 

1+du(a+b) to a— ind " dubtoa-+-dnatnd? 

1— dn(a+b) __ „/tna+tub „/dadbtna-t-daatndb 

1—do(a—b) FHina— ind F dndina—dnatud? 


und also, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen nimmt, 


log rue, Der Tang 0] F ArcZang (&) N 


i—dn(a +) 
4--du(a—D) __ & ind dnatnd 
12. log VE Rally Arc Tang (—) — Arc Zang ( & -) z 
log Ve = Are Zang (7) + Arc Tang (van). 


Aus den gewöhnlichen Formeln für sn(@+b5), en(a+Db), dn(«a+5) 
hätten wir die so eben hergeleiteten Ausdrücke lange nichi so bequem 
herleiten können. Die Kenntnils dieser Ausdrücke ist vorzüglich dann 
nöthig, wenn «a reell und 5 imaginär ist. Setzen wir z.B. in der letzten 
Formel bz für d, so haben wir auf der Stelle in einer reellen Form 

=.1og Va = arc tang (*- >) + arc tang Ki sn‘d sno’ )- 
Setzt man in den Formeln (9.) und (10.) ka für a, kb für 5 und - statt 
des Moduls k, so werden sie 


log er — ArcTang(ksnasned) + ArcZang(ksnd snca), 
13. (log en er -_ HrcTang (ksnbsnca) —ArcTang (K’snasndsncasned), 


log Veen = — ArcTang(ksndsnea) + ArcTang (k'sn asn bsnc asne b). 


64 Bee 
Aus diesen Formeln erhält man nach $.31. en der Stelle: 
/ ua “ enc(a+b) 


1 Dat e cue (ar +b) 


—_ log 


=arc tang (Z enc@cen ) + arc tang (4 encd cn a), 
+5 enc (a+b) 
Ihn (a—b) 


— arctang (7 encd cn a) — 2 ArcTang 2 


1 
Fü log 


enegencdbenacn b), 


k'? 
1 1-2 ene(@— b) 
7 8 ik 
1— 7 ene(a+b) 
= arc tang (- encd en a) + Arc Tang ( enesencd engen b). 


Vertauscht man in den Gleichungen (9.) und (10.) die beiden conjugirten 
Modul, und setzt man ferner a? für « und Di für d, so erhält man: 


1] VE m u = arc tang (tnd dna) — e ArcTang (tna tnd dna dnd), 


15. 1 Itn(a<B) 


Tinlap) are tang (tnd dna) +? Arc Tang (tna tnd daa dnd). 
pr 34. 


Aus den Eormeln (1,.) des $.11 erhält man durch Addition und Sub- 
traction 


1 
er log 


sn(4+b)-+sn(a—b) er Isnacnb dnb 


1— rk? sn?®aso?2b? 
2snbenadaıa 
sn (ab) —sn(a— b) N 1—k?sn?ası?b ® 
Setzt man hierin Re für a, so erhält man auf der Stelle nach &. (28.) 
__ 2sna cenb dab 
at ac) —— snta—sn?b ? 
RL, 1 a Rs ena dna 
sn(a—b) su(atb) su2a—am?b * 
Weiter hat man die Formeln: / 
b 
en(a—b)-+-cn(a-+b) = Se a 


1—k? sn?a sn?b ? 


2 


2snasnbdaa dab 
en(a—b)—en(a+2) = 1— K? sn? a sn? b 
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und 
2enacenb 


11% 1 MR, 
af) T enla—b) —* miaemab.— Kr enTasır> 
1 1 ie 2snasnb dna dub 
en(a+b) cn(a—b) cen?acn?b—%: su?asn?b" 


Für die Differenten erhält man die Formeln: 
2 dna dnb5 
dn(a—b) Fdnlatb) = Tara > 
2k: snacmasob enb 
1— Kr so?a sub 


4. 


dn(a—b)—dn(a-+b) = 


und noch nach $. 31. 


1 H TE 2 dna ds 
6 du(@-+b) do(@a—b)  du?a—k?sn:ban?a? 
s 1 A 1 __ .2k? soacnasnb cab 


do(a-+-b) dn(a—b)  da?a— krsutbenra” 
Die Formeln für die Tangenten sind 
2snacnaduab 
" (a-+D) TE tn(a—b) ”  en?acn?b— K?sn?asntb? 
2snbenbdoa 
en? acn?b— k'? sn? asn?b 


tn(a+b)—tn(a— 5) — 


1 1 __.2snacnadab 
a ine TE sn?a—sn?b 
1 1 __ 2snbenb dua 
in(a—b) Au(a+b)  sma—su?b" 


8 


$. 35. 

Aus den Formeln für sing, cosa, sinß und cosß im $. 12, leitet 
man her die Formela für sin?2«, sin2ß, cos?« und cos?ß; da sin?2a= 
2sin& Cosa und co8?g— c0os’«—sin’« ist, so findet man auf der Stelle: 

2snaenadnb 


sin [am (a4 5) + am (a—D)] = 1 aan? 


| 2snbendb dna 
sın [am (a+ b)—am(a—b)] Tri 1—k?sn?a sn?b? 


cos[am(a-+5)-+ am(a u] = ae adıtb 


1—k?:su?asn?b ? 
cn? bJ— sn?b dn? a 
u 2 1 WET 
1— k? sn?a sn?b ? 


cos[am(@+b)—am(a—)] = 


und hieraus gehen durch Addition und Subtraction hervor die folgenden: 
9 
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sna cna dub-++-snbenbdna 


sn(4+b) en(a—b) = 1—k? sn? asn?b 1 
aaa end anb.iha 
en(@4-+-b) sn(a—b) - 1—k?sn?asn?b 


cn? a— sn?b dn?«@ 
1— k? sn? asn2b 
__. en?a en? b— k’? sn?asn?b = und 
ar 1—k? sn?a sn?b 

1+ 


| 


2. Len(a+Ö)en(a—bÖ)- 


u eu? RT 
| sn? a — sn?b 
aaa )- 9) ROM un are anee 


x 


Die beiden letzten Gleichungen erhält man auch, wenn man die Gleichun- 
gen (3.) durch (4.) ferner (1.) durch (2.) im $. 34. dividirt. 
Aus diesen Formeln leitet man nach $. aa $. 30. und $. 31. noch 
die folgenden her: 
snadnaecnb-+subdnbena 


en(a 4 dn(a 6) =, Terenamd 
snadnaenb—snb dab ena 
sn(a—b)dn(a+b) = —G ram 


dn?a—k? sn?b cn?a dn?a—+-k'? tn? b 
da (a+ 2) dn(a—) = TI: as 1 do? tn2d ? 
enacnbdaoa duab+K’? sna snb 
en (@a—b)dn(a-+-Ö) EICHE RIERFEUT FT 


5. 
enoa enbduadnb —K’? snasnb 
a ad RO LN Bed DD Fear as op Dep ngegrat 
sn?a— sn?b a tn?a — tn? 


tn (a Fb) na 2) = Gran ran — Ir-Wihtaned’ 


tu(a+b) __ suacnadnb+snbendbdua 
ca(a—b)  cn?acn?b—k'? sn?2asn2b ? 


tn(a—b) _ snacnadob— snbenbdaa 
El co? acn?b—k'?sn2asu?b ” 
$...36. 


Aus den vorhin gefundenen Formeln leiten wir noch her die fol- 
genden: 
2 2 adn?b 
1 a an, 
o 2a 2 bdu? 
1—sn(a+b) na) = Te, 
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on? b-+.c0?a 
1+en(a+b)en(a—b) = I ira? 
2. 2 
sn? a dn?d-- su? b dn?a 
1— cen(a-+Ö) en(a—b) RR . A—k?sotasn?b 


dn?b-+-k? sn? acn?b 
1—k?so?2asn?b ? 


1+%sn(a-+b)sn(a—JI) = 


Se PN ira) ya See ei 
1+dn(a+b)dn(a—b) = En 

er 1—dn(a+Öb)da(a—)b) = , 

1-+ in(a-Fö)tn(a- 3) = email, 


en?b—sn?b dn?a 


en? a— sn?bdn?a ? 


1— tn(a-+b)tn(a—b) = 
k'? — k:cn?acn?b 
1—k?:su?2asn?b ? 
dn? b dn?@«—k?” k/? sn? a sn?b 
1 — k: sn?asn?b ” 


k?—ken(a+b)cn(a—b) = 


k?"+R?cn(a+b)eon(a—b) = 


Addirt man zu den Gleichungen (1.) die Gleichungen für sn (a+b) + sn(a—b) 
und subtrahirt man auch, so erhält man: 
(+ sn(a+ 3) (I+sn(a u) = rEmeuR, 


Te 
ER (cna + sn db dua)? 
4 (1 + sn (a ar d)) (1 Ran (a—b)) Zu I k? Io: a ik i 


In ähnlicher Weise oder nach $. 30. aus den vorigen erhält man: 
(db Fksnamb)? 
1—k? sn? a sn2b ? 
(dnat+ksnb cna)? 

1—k? su? a sn?b ° 


(1+ksn(a+b))(1+ksn(a—b)) = 


8. | 
(1+ksn(a+b))(1FRksn(a—b)) = 


Für die Cosinus findet man: 
(ena+ enb)? 
1— k? sn?asn?b? ; 
(snadn5 + sn db da a)? 
1— k? sn?a sn? b 


(1i+cen(a+b)) (1+cn(a—bÖ)) = 
(i+en(a—b))(1F cn(a-+b)) = 


Für die Differenten erhält man hieraus nach $. 30. auf der Stelle: 
9 * 
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(dna + dn D)? 
1— k2 sn?a sn?b ? 
k?(snacnb + subcna)? 
1—k?: sn?asub ° 


(1+dn(a+b))(1 + Ita Don 
10. | 


(1+dn(a—-b))(1Fdn(a+b) = 
Ferner ist für die Cosinns: 


(k'+ik en(a+ b)) (k' tik cn (a—b)) ui (k’ ik cena cenb)? 


1—k? sn? a sn?b ? 


11. 
I: 1—; dnadub+ikk’ b)? 
(k+ik en(a—b))(k' Fik en(@a-+Öb)) = nn, 
und für die Tangenten findet sich: 
14% : onati dn )? 
i, (1+itn(a+b))(1+itn(a—b)) = u U LS LEE DEN 
: (en5 +isnd dna)? 


(1+2tn(a +Ö5))(1Fitn(a—b)) = 


$. 37. 

Einige von den in $. 35. entwickelten Producten ne sich noch 
einfacher darstellen, wenn man die Modular - Functionen der Argumente 24 
und 25 einführt; es hat hiermit eine ähnliche Bewandtnifs, wie mit den 
analogen Formeln der cyklischen Kunctionen. Es ist z.B. 
cos 2b —cos2a 
| 2 E 
daher ist zunächst 


ER CHF Fe Ar Fe 
en? a cn?b—k'? sn? asa?b 


sin (0 d) sin (@a— b) = sin? a — sind = c0s’d — cos’ u = 
1— cn(?2a+25) 
TIin(2a+25)° 
BR (1— cn (2a+ 25)) (1— en(2a—25)) 
Bu (a NT nn > 
weil aber nach $. 36. ist 


(1— en(24+25))(1— on(2a—2b)) = 


Nach $. 32. a. ist sn(a+b) u 


__(en2@— cn2b)? 
1—k? su?2a sn? 2b 
n (da2a-+-du 25)? 
(14 do(24+2)) 1 +da(2a—2b)) = a Eu 
so erhält man durch die Substitution dieser Werthe 
2a—cn?2b 

m (a+D).m a) = ee | 

Das Vorzeichen läfst sich leicht bestimmen; da nämlich für 7=0 aus 


und 


2 cn 2 Aa) 1 . DyR} , Pr 
der Formel folgt s#’«—= + 5... 1 11 und dieser Ausdruck positiv sein 


mufs, so ist das untere Vorzeichen zu nehmen, und also ohne alle Zweie 


deutigkeit 
2b — cn2a 


1. ei == dn25L-dı2a° 
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Nach $. 30. verwandelt sich diese Formel, wenn ka für a, kb für 5 und 
= statt des Moduls % gesetzt wird, in 
2 on db dula 
2. R.sn(a+b).sn(a—b) = mdbLada 
Setzt man in der Formel (1.) %'«a für a, %'b für 5 und - statt des Mo- 


duls A; so verwandelt sie sich in ene(@-+b).cne(a— 5) = ea 


und dieser Ausdruck reducirt sich zunächst auf 
co 2b dn 2a — en?a dn?D 


3.  eone(a+bÖb).ene(a—)b) = EHRE LITE 
Substituirt man hierin K—a für a, also 2K—2a für’2a, so verwandelt 
sich nach $. 15. cn?2@ in —en?a und dn?2a bleibt ungeändert, ferner 
verwandelt sich ene(a—b) in en(a+b) und cenc(a-+5) in en(a—b), 
daher haben wir die Formel 

4. eon(a+b).on(a—b) = a, 
Aus (1.) und (4.) erhält man durch Subtraction und Addition 
ee ER 3A a LEI u sg 


ß cos(am (a +5) am(a—b)) = aa renen 
cos(am (a-+5)—am(a—b)) = ch BE oo es 


Hieraus leitet man her 
1+ cos (am (a+ b) nu. am (a —5)) —— VERTANEREDENE TON ERERN 
1— cos (am (a+b) Lam (ab) (1— cn2a)(1+ ae 2b) (1—da 2a) 


Aus (1.) und (4.) erhält man durch Division 
N \ N «2b — cn2a ! 
6. tnlaHb).tnla d) = ande + eon2adn2b° 
Setzt man in der Formel (1.) K—a für a, so verwandelt sie sich in 
u", CH (a-+b) cen(a—)) __ en2b-F-en?a 
sne(a+b) sne(a—b) = Inla-tb)dala—d), — mb Laun2a? 
und wird die Formel (4.) hierdurch dividirt, so erhält man 
| __ en2bdn2a-+ cn?a du25 
.dn(a +2) da(«a—b) 2 en2b-F-cn2a x 
Dasselbe Resultat findet man auch unmittelbar durch Anyrendung der 
Sätze des $. 30. auf die Formel (5.). 
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Auch die Verhältnisse der gleichnamigen Functionen von +5 und 
a—b lassen sich in eben so einfachen Ausdrücken darstellen. 


Setzt man in der Gleichung (1.) +! für a, d+'%- für d, so 
bleibt @—b. ungeändert, und «+5 verwandelt sich in a+b-HiK‘, also 
sn(a-+5) in En) ‚„ 2a verwandelt sich in 24a+:XK’ und 25 in 
2b-+iK‘, daher erhalten wir 


sn(a—b) __ ee ler De 
ksu(a+b) N\ksn2b HRS 2 N re 
also 
sn(a—b) __ dn2b n2a— dn2asn?2b  sn2a cn2b-+sn2b cn?2a 
sn(a+b) sn?a.sn2b ; sn2a sn2b . 


daher reducirt sich der Ausdruck auf 
8 sn(a—b) __ dn2bsn2a — dn2a sn?b 
*  sn(a+b) " sn2a w2d5+su25cn2a? 
und die Anwendung des $. 30. auf diese Formel verwandelt sie sogleich in 
9 sn(a—b) __ cn2bsn2a — cn?2asn?b 
5 sn(a+b) dn2b so ?a-+-du2a sn2b" 
Aus diesen beiden Formeln folgt noch 
su(a-+b) __ ı/dn25b sn2a--dn2a sn2b . „/sn2a en2b-+-sn?b cn2a 
sn (@—b) —— # gn2bsn2a—du2asn2b *" " su2aw?2b— su2ben2a” 
sn(a+tbi) 
sn(@a—bi) 
dargestellt werden soll. Zieht man aus der vorigen Gleichung noch ein- 
mal die Quadratwurzel, und nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen 
Logarithmen so erhält man 


Dieser Ausdruck ist nöthig, wenn 108) in einer reellen Form 


so(a+5) _ dn?2a sn25 $ tn2b 
log = (a—b) 3 Arc Tang br "do a 2 3 2lrc Zang (2) 
oder 
b {in2D Pr 2b 
a log N TE 4MArc Tang (222) + 4 ArcTang (2) und 


1 ‘ ‘ 14 
= log Ve = 4arctang 2) + 4 arc tang (= se) . 
Vertauscht man in den Gleichungen (8.) und (9.) die beiden conjugirten 
Modul und setzt man a? für a, wie auch 52 für D, so erhält man 
1 in(a—b) . so2adn2b—so2bdula __ so?2a—&n2b 
* tn(a+b) sn? a--sn2b —  sa2adn2b +sn2bdn2a 
und die Gleichungen (10.) werden nun 
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08 Ver —D=- 1 ArcTang ae +3 Arc Tang ee ene2 = 


1 tn(a-+-Bi) tn’2Db k' cuc'2 
log n(a—b)) m 4 art tang (2) +1 arc tang (E op 


Werden die Gleichungen (8.) und (9.) durch (11.) dividirt, so entsteht 


13 en(a—b) sn2a-+-sn2b _. _\ sn2aen2b— sı2ben?a 
*  ewla+b)  su2am25+sn2dbun2a sn?a — sn2b . 


und aus den Gleichungen (10.) und (12.) erhält man durch Subtraction 
log le, — 4 AreTang (2) — 4 ArcTang (® N 


u2 tn2a 
Eu ya a) 


et en 2b m z t s(® =) 
4a ctang IE — „zarctans wa, e 


i co (a-+bi) 
Nach $. 30. verwandelt sich die Formel (13.) in 
15 du(a—b) __ ___.sn2a+sn2b _—_.. sn2a dn25— sn2bda?a 
do(a+b)  sn2ado25+sn2bdu2a sn?2a—sn2b ; 
und aus den Formeln (14.) wird 
dn(a—b) __ sn 2b ene?b 
to Me do(a-F5) = 4 1 rc Tang(; -) er 4rc Zang (3) N) 
; do(a—bi) __ in’2Db k' cenc’2b 
lern > 4 arc fang (iz .) ma aro lang (E = : 


Setzt man in der Formel (1.) a, für a und Sa für D, so ver- 


wandelt sich a+b in K— (a+b) und «a—b bleibt ungeändert; da sich 
oun ?a verwandelt in K—2Db und 2b in K—2a, so erhalten wir 


coe2a— cne?b 
SnC (a-+b).sn(a—)D) == dncda-tdac2d° 


Vertauschen wir nun die beiden conjugirten Modul, zugleich @ö für @ und 
bi für b setzend, so erhalten Bi 


tu(a—b) __ ene?a— cnc?2b 
do(a+b) z "ksuc2a-+% snc2 ? 


oder einfacher 
tn(a—b) __ sn2adn2b— sn2b dn2a 
17 dn(a+b)  cn2a do25+ cn2b dn2a 
E to(a+b) __ sn2adn2b-+-su2b dn2a 
do(a—b) WETTEN 


und 


Setzen wir in der ersten Formel wieder > —.a für 5b und Z—b für o, 


8o erhalten wir 
tn(a—b) __ snc2b dne2a — snc2a dnc?b 
doc(a+b) ° cene2dduc2a-+t enc2a duc2b? 


23. 
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oder nach einer leichten Reduction: 
_ en2b—en?a _ zn?a— 5n25 ı 

tn(a—b) da(a +b) = su25-+-so2a  cn?b-Hen2a? 
_ on2b— cen2a __ sn?2a-+-sn25 

Ina HB) da (aD) — sn%2a—sı2b en2b-+um2a’ 

Multiplieirt man die Formeln (17. mit (7.), so erhält man 

sn2a dna25b — sn 2b dn2a 


18. 


I tn(a—b) dn(a—b) = EEE = tangtam(?u—2b), 
tn (a-+2) dn(a +) = PA = = tang tam(2a+ 20). 


Multiplicirt man die Formeln (1,) und (2.), und subtrahirt man . das Pro- 
duct von Eins, so erhält man 
2(dn2b cn?5--dn?a cn?a) 


=D. 1—Ksn’(a+b)sn‘(a—0) = (dn2b+dn2a) (w2b-+-en2a)* 
Zusatz. Wenn die Argumente @ und 5 nicht verdoppelt werden, 


so ist 


Ins hd (a+b) 


snb cn a dn 5) 
su(a—b) 


= Arc Tang sna end dud/ ? 


oder einfacher 


log el = Arc Tang (e 2a )= Are Tang a, “ e) und 


sn (a—b) ina dub cub enca 
2l. 1 sn (a+b i) dua , y 
—1 y = arc tang (2 sn b snc b). 
i sn (@—bi) ina 


Hieraus folgt auf der Stelle 
log ie — Arc Tang ei u) 


92 tw (a—b) sn asıca 
4 1 m(a+bi) __ (— 1 (in’b 
i log 2 ‚abo a0E sn a sıca ar) 


Für die Cosinus erhalten wir die arme 


on (a—b } 
log Verzn = Are Tang(tna dna tnd dad) = IArc Sang (FE ‚au 


— NrcTang(tang} am?a.tanglam?b), also 


1 en(a—bi) __ / ! ae 
—1 ee, —= aretang (tna dns tn’d dn‘d) = arctang (“= uns a) 


= arc tang (tang} am ?a.tang}am’ 2b). 

Die Difierenten endlich geben die Formeln 
lo dn (ab) 
924 8 dn(a+b) 
0 1 —1o yon 
du(a-+-bi) 


— Arc Tang(k’snasncasndsnch), 


tn‘ b 
= arctang (Rena sncd.-, =). 
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$. 38, 
Nach $. 11. (Formel 12.) ist 

dna dnd dn(a-+b) = k"? 1% cna ond coat b); 
multiplieirt man diese Gleichung mit tnatnd tn(a-+-b), so erhält man: 
tnadna.tnddnd.tn(a-+-b)dn(a-+b) = k’tnatndtn(a-+b) + k’snasndsn(a+b), 
und da tnadna= tang} am 2a, tnddnd =tang4 amd und tn (@-+b) dn (a-H5) 
= tangt}am (24-25) ist, so kann die Formel auch also vorgestellt werden: 

1. tang}am?a.tanglam2db .tang}am (?2«-+- 2) 

—= ktnatndin(a+b)-+ R’ sn asnd su(@a+b) 

oder, wenn man die beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht 
und sich der Formel (2.) des $. 22. erinnert, 


2. Zangt Am?a.Tang4 Am? .Tangı Am(?2a+ 2b) 

—= k’&na Snb Su(a+5)+% sn’a sn’d sn’ (a+b). 
Wir leiten diese Gleichungen noch auf eine andere Art her, und finden 
durch dasselbe Verfahren noch zwei neue Gleichungen, in welchen statt 
der Summe der beiden Glieder auf der rechten Seite ihr Unterschied Vor- 
kommt. Nach $. 37. ist: 


Rsn(a--b).en(a—b) = du2b—dn2a 


en2b-Fen2a 
und 
dn?2acen25 — dn?25b an?2a 


k'*tn (a+b).tn (4a—b) = "a2 tal 3 


wir multipliciren die erste Gleichung mit sn?2@ = tn2a,.cn?2@ und die 
zweite mit tn? selbst, dann ist: 


dn?25 ud 
b*sn(a-++b).sn(@—b).sn24 rd ua mta dern inte 


en2b 4 cen?a 9 

dn2a co25—dn?2b am?a 
f7) AAN = BEL IE 

k tn(@-+ d).tn(a—b).tn2a — in2a. en2b cn?2a 9 


und hieraus erhalten wir durch Addition und Subtraction : 
ul sn (a—b) sn2«a+k” tn (a-+-b) tn(a—b) tn?a 


en2b—en2a 
—= tn?2adn?a. w25 20? 
Batn(a-h 8) tn(a—5) tn2a— %” sn(a-+b) sn(a—b) sn 2a 
" Ki FRE OR) nr 
z bei rd en 2d+-en2a* 


Setzt man in diesen Formeln # für a-+ d, Ö für a—b, 4 a-+b5 für 2a 
und a—5 für 25, so ‚werden sie ü 
10 


[ri 
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?snasndsn(a+5)-- k”tnatndtn(@+ 5) 
= tat 2) dulat B) a) FalaEB) 
%* tna tn5 tn(a-+5)— A’ snasndsn(a+b) 


= tn(a+2) da(a +) — 2 > =: Der zur 
cn(a—b)— en(a-+b) 


ee realen tna dn.a tnb dnd ist, so ist die erste von 


diesen beiden Gleichungen also einerlei mit der obigen Gleichung (1.). 
soadnacnb+snbdnabena 


Da aber 


Da ferner nach $. 35. ist sn(@+D5) da(a—b) = aa u ee 
., 2sn(a-+-b) du(a—b) __ suadnaendb+sndbdudb na __ 

so ist rg Ri aaa = tnadaa--tnddnd, 

und .also y 


tn(a+5) dn(a+5) —tnadna — tnd dnd 
— k"tnatndtn(a+b) — k’snasndsn(a-+DÖ), 
oder in anderen Zeichen 
tang am (2a-2b) = 
tang} am 2a + tangtam 2b + k*tna tnd tn(a+b) — A’sn a snd sn (a+-b), 
tanglam(?a— 20) = 
tangL am?a—tang4 am?b— k”tnatnd tn(a—b)-+ K’snasnb sn (a—b), 


3 


Vertauscht man in diesen Gleichungen die beiden conjugirten Modul mit 
einander, so lassen sie sich also vorstellen 
” Zang4 Am(2a +25) = 
Tang + Im2a +Tang 2 Am +k’ Ona Snb Sn(a+b)—%k”sn’asn’bsn‘(atb), 
Tang4 Am(2a—2)) = 
ATang 4 Am2a—Tang4Am2d —k’ Sna On b Sn(a-b) +k”sn’asn‘dsn’(a-b). 


4, 


% 39 
Wir ziehen nun die Gleichungen (3.) und (1.) des $. 38. näher in 
Betracht; was von ihnen gilt, kann dann leicht auf die Gleichungen (4.) 
und (2.) übertragen werden. Durch die Addition der Gleichungen (3.) 
erhalten wir zunächst | { 
4tang4am(2«@-+-25) +4tang} am (24-2 b).\ 


= tang}am2a + k” ©’ re, (ne ee 


& R a, a N Gr rizet (a kt r 


x 


Wr 
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oder, wenn die cyklischen und ERITRNAD, Sinus von a+-5 und a—b 


entwickelt werden, | 
(ang Jam (2a+2b)+ PRORDER SHE: b)» 


5 2 
Kt? Sn’aCn’a Dn’a Sn’? k?suacnadaasn?b 
9 aa RT ER EFT Raee ABIE REN Ne Lo ar 
— tang}am? a-+ — kl Sn?a@n:d 1—x? gn?a so2db ° 


In dieser Gleichung läfst sich auch das Glied tangtam? «a = tnadna 
mit dem einen oder anderen der beiden übrigen Glieder zu einem Gliede 
zusammenziehen,. Es ist 


k:snaenadna sn?b tna dna (1— ? en? a sn? u 
1— k?su?asn?b Tag sn? a en?b 
inadnadn?b 

1—k: sn?asn?b ? 


tnadn« — 


— 


daher verwandelt sich die Gleichung (5.) in 


6 tang4am (2a-2b) + tang4am(2a— 2b) 
k’? Sn’a En’a Dr’ a.Sn’?b tna dna dn?b 


1—K?Sn?aSn:b at sn?b ° 


k? a DnaSn?db _ Tina Dna Dn? 
Eben so findet man Tna Dn «+ — —— aa a Enrhi I Fi en 


und da tangtam2 «= Tang} Am’ ee In’a Dn’a ist, so erhalten wir 
tang am (2 a-+-2b) + tangtam (2a — 2b) 


AUT Le Ber re] 
' na Dn’a Dn’?b k? sna ena dna sn? 5b 
—— A1-— kr Sn2a©Sn?b A-—k:sntasn?b " 


Die so eben entwickelten Gleichungen (5.), (6.), (7.), welche weiter 
unten eine wichtigere Bedeutung bekommen werden, lassen sich auch aus 
der Gleichung (1,) des $. 38. herleiten, und wir übergehen diese Herlei- 
tung nicht, weil sie zu einer neuen Darstellung der vorigen Gleichungen 
führt. Setzt man in der erwähnten Gleichung (1.) — d für d und addirt 
man die neue Gleichung zu ihr, so erhält man zunächst 

tanglam2atang}am?2b. 2 ee 4 | 
— kK"rönaSnb. er tete) Eu Luc —] + k’snasnb. an “ 2 sid u) ] ’ 


Der Ausdruck auf der rechten Seite wird, wenn er entwickelt wird, 
k'? Sn’?aCn’b Dn’db Sn’b ,„ k?en?acnbdnbsnb 
— TIRRSnTa On 1 I-Rmiad? 
10:* 


2 


‘6 Pt rleie libTsschhie iin 8.140, 


und da tang} am ?« tang}am2?d = tna dna ind dnd = Tn’a Drlain'd Dn‘b 
ist, so erhält man, wenn die Gleichung hierdurch dividirt wird, die ein- 
fachere Darstellung 


8 
k’2 Sn’a Cn’a En’? m SER a ECK, ?snacena 3 
er 


| — Dm a(1— 2 Sn’? a Sn’?b) — k? 50? a sn? 5)? 
und dieser Ausdruck ist nicht minder bemerkenswerth, als die vorigen; da 
derselbe hier ohne Kenntnils des Zusammenhanges mit den vorigen Glei- 
chungen gefunden worden ist, so ist eben dieser Zusammenhang noch 
anzugeben. 

Durch eine leichte Reduction findet man: 


tang$ am (2 (2a-+2 Be ra. t+am(2a—2 a—2b) 


Gn’? b ER 4 Dn’? Aa GSn’?b q 
1—K 2? Sn?aSnd m 1—k'?Sn’?a Sn’?b MR 
en?b u dn? a sn?b 


Ha entasad ENT IR isn y’ 
werden diese Werthe in der Gleichung (8.) substituirt, so entsteht zunächst : 
tang am (2a +25) +tangtam (2a — 2b) 


ren TR k?snacna E k? Sn’aßcn’aDdn’aSn’?b K?sna cna dna sn?b 


Dn’a dna 1—K'?: Snta Sn256  A—k:miasmd 
da aber 
ERBEN eona _. k'?sna BE EN 
Dn’a daa ”—  ena dua dna 
in 2 ina dn?a 
Fr Ge 2 ea) = —.. > tnadaa = tangtam2a 


ist, so ist a Gleichung (8.) in die Gleichung (5.) verwandelt worden. 


$&. 40. ® 
Eiuige Relationen unter eyklischen Modular-Functionen mit drei und auch vier beliebigen 
Argumenten, 


Relationen unter cyklischen Modular-Functionen, worin drei ganz 

beliebige Argumente vorkommen, erhält man sehr leicht, und man kann 

sie in grolser Menge aus den vorhin entwickelten Relationen unter den 

Functionen a,b, a+b schon dadurch herleiten, dafs man a=«—ß, = 

P—1y, alo a+b= a—y setzt. Macht man z. B. in der Gleichung 
dna dnd dn(a +6) =%”+k’enacnden(a-+Ö) 

des $. 11. diese Substitütion, so erhält man auf der Stelle die Gleichung: 
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1. dn(a—P)dn (B—Y)da(y— 0) = k+-kren(a—P) on(ß—y)en(y—a), 
unter cyklischen Modular-Functionen, worin drei ganz beliebige Argu- 
mente &,ß,y vorkommen, Die drei Differenzen @&—P, P—Yy und y—o, 
worauf sich die in der Formel vorkommenden Functionen beziehen, ma 
chen die Summe Null aus; man kann aber leicht eine noch allsemeinere 
Relation herleiten, worin vier Argumente vorkommen, wovon eines allein 
so grols ist, als die Summe der drei übrigen. Es sei aß +y= d 
setzen wir nun a+ß=g, dann ist g+-y=S, oder g=d— 'y. Nach 
$.11. ist nun, insofern g=a-+Bß ist: 

cog = enacnß—snasnoßdng, dng = dnadnß—K’snasnß eng, 
und weil auch g=0—.y ist, so ist | 
cnDg = endeny+snösnydng dag= dnddny-+K’sndsny eng. 
Durch die Multiplication der Formeln ena cnß= cngy+snasnßdng und 
enyendö=cng—snysnödng erhält man zunächst die Gleichung: 
ena cnßceny end 
= cn’g+ (snasnß— snysnd) eng dng— sna, snßsnYy snd dn?g; 
multiplieirt man aber die Formeln da« daß = dng-+k’snasnß eng und 
do ydad= dng—k’snysnöcng, so erhält man die zweite Gleichung 
doc duß dny dad 
—= dn’g-+%k’(snasnß — snysn0) eng dog— k*sna snßsny sn on? g, 
und wenn man von ihr die mit A? multiplicirte erste Gleichung subtrahirt, 
beachtend, dafs dn’g— A? cn’g = k“ ist, so wird das Argument g dadurch 
völlig eliminirt, und man erhält / 
dnadnß dnydnd— A cnau cnßenyend = k?+k”Ksnasnß snYsno, 
oder 
2. 09 17-2 = 1 + sono snß sny sn). 


Setzt man in.dieser Formel «—ß für &, P—Yy für ß und y—a für y, 
so ist d—=0, also end =dnd=1 und snd—=0; die rechte Seite reducirt 
sich also auf ihr erstes Glied Eins, und man kommt unter dieser Voraus- 
setzung also auf die Gleichung (1.) wieder zurück. Die gröfsere Allgemein- 
heit dieser Formel (2.) besteht also darin, dafs die Summe d=«+ß-+-Y 
eine beliebige sein kann, indessen kommen in der Gleichung (2.) im Grunde 
nur drei verschiedene Argumente a, ß, Y vor, da d=a+Pß-tY sein soll. 


W 
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‚ Ausdrücke von der Form 1—1? sn AsnB ne snD,. in IR 
4,B,C, D vier beliebige Grölsen sind, haben eine noch allgemeinere Form, 
als der in der Formel (2.) des $. 40. vorkommende ähnliche Ausdruck, 
Wir ‚können, ohne die Allgemeinheit dieser Form zu vermindern, setzen: 


A = oH+ß; =0—ß, C=«HtP ud D=w«—P, 
wenn wir uns unter &, ß, o‘, P’, vier ganz willkührliche Größen vor- 
stellen. Nach $.35. ist 


sn (+ B).sn(a—P) — eds abi: 


1 —k? sn? @sn? 9? 
an (+). 2) = 

substituiren wir diese Ausdrücke, so finden wir für 

1— Rn (u +ß)sn (u — sn (a + BYsn (a —P) 
einen Bruch, dessen Nenner das Product (1— A’sn’ usn’ß)(1—A’sn’«a’sn?ß’), 
und dessen Zähler ist: | 

1— R sn? sn’ß — A” sn? a’ sn’ß’ + k*sn?« sn?ß sn?’ sn’ P’— k’sn?a, sn? a’ 

— k’sn?’ß sn’ß’ + k’sn?’a sn?ß' + k?sn’a’ sn?’ ß; 

ein Theil dieses Zählers, nämlich 
1 — A? sn?« sn’a’— kA’ sn’ß sn?ß’ + k* sn? a sn?a’ sn?ß sn?’ 
ist gleich dem Producte (1— A’sn?asn?’a‘)(1— k’sn’ßsn?6‘), und die vier 
übrigen Theile desselben —%° (sn’«sn’ß + sn’«’ sn?ß’— sn?a sn’B’— sn?ß an?«’) 
sind gleich dem Producte — A? (sn’« — sn? a’) (sn’ß —sn?ß‘); daher entsteht 
die Formel: 
1 —Rsn(a+P)sn(a—B)sn(a’ +P)sn (wi —B) = 
(1—k? sn? a sn? @') (1— k? sn? A sn? f') ie sn? & — sn? a! sn? d— sn? 9 3; 
(1— &? sn? & sn? A) (1— %? su? @’sn? f)' 1— k? 502 @sn? "1 —k? sn? A sn? 9)? 
welche, weil sn(&-+«‘) sn(a—«’) = nee ne z und sn B+BN)sn(ß—P') 
„sn? d—sn? 

Br 1--%?sn? Psu? # ß' 

j 1 — k? so (@ +) sn (2 — A) sn (@’+ 8) sn (@' — 9°) 


1 — k? su (@-+&) sun (e—a’)sn(#+P') su(f— ’) 
_ (1 k? sn? a@sn? @')(1— k?sn? Asn? £’) 
 (1— k2 502 & sn? P)(1— k? sn? @'sn? A)’ 
und eine Relafon unter cyklischen Modular -Sinus ausdrückt, welche sich 
auf vier ganz. beliebige ep? a, B,.@‘, ß’ beziehen. 


. Eh [) 
ist, sich zusammenzieht auf: wi 


u 
% ” Ye 


wi 
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Setzen wo ia dieser Formel &+iK’ für «, so verwandelt sich 
sn(&-+-P) in Im@FR) u.8. w.; daher verwandelt sich die vorige Formel 


zunächst in: 
sn (et a) sn (e— e) sn(@ + P) sn (@—P) — sn (@’+ Pr) su (a’— £?) (wi P) 
SCHB ne Acta) 
ei su?@— sn?a@’ 1— %k? sn? ß sn? 
= wol aß" " 
Da aber 
en (ee ae — (1—A’sn’asn?’a‘)" und 
sn? a — sn? @& | 
sn sn(c+-P) sul pP), —= 1- Rsn’asn?B) 


Tate —h 
ist, so reducirt sich die Gleichung auf 
9, a («+P) su(@e— P) — sn (@’+P°) sn (a’— N) 
* snla+ ar) sn(e — ar) (+ A) (d— PP) 
__ (d—k? sn? & sn? a')(1— k* sn? sn? f') 
7 (1—k2 sn?a sn? $) (L—k* sn? @' sn? ’)? 


welche die merkwürdige Beschaffenheit hat, dafs die Ausdrücke auf der 
rechten Seite in ihr und in der vorigen Gleichung (1.) ganz dieselben 
sind, während die Ausdrücke auf der linken Seite sehr verschiedene Ge- 
stalt haben. * 


$. 42. 


Setzt man in der Formel (1.) =u und P’=P, so verwandelt 
sie sich in die specielle Formel 


1 — 1? sn 1— x? sn® 
A1—Ratat+P)sna—p) = En, 


worin nur noch zwei beliebige Argumente « und 8 vorkommen; dieser 
Formel gemäls ist aber auch 


1— an’ (a + Yan’) = bett) 


Kun 1— k* 50? @) (I—%? sat a 
1—# sn? (at a )sn(a—a) — - are Den en 
em? RER At) Nien? ’ (1—k? snt $)'A— k?snt f%) 
 1—- Kl +P) seB—P) = ee > 
und dividirt man das Product der beiden ersten Gleichungen durch das 
Product: der dritten ‚und vierten, so erhält mau durch ng‘ der 
Quadrat- ‘Wurzel die Formel 


A & 


2" u ” 
£ l; eu ! = 


80 Dritter. Abschnitt. 9.49. 


3 Veen sn? (a4 P) sn? (a—P)ILE— RR 50? (4: A) sn? (e/—P9] 
wc; [I—k?5 sn2(@--@’) sn? (@—«)] [1— X? sn2(8+ #) sa? (A— 9] 
a nie sn? &sn? a')(1-—— k? BER ABl 2) 


fa ‚worin der Ausdruck auf der rechten Seite wieder mit denen in den Glei- 
ge ‚chungen (1.) und (2.) übereinstimmt. Es haben demnach die vier der 


Form nach sehr verschiedenen Ausdrücke: 


1 — k? sn(a+P)sn I sn (e'4- P') sn Kl, 
sn («x (a +6) su(@—f) — su (@’+P') sn ) sn (a PM) 
sn(@+ a) (a — e)— sn (P+P) n(P— Pr)? 
(1 K2 sn? & sn? @') (1 —k? sn? A en? 9) 
(1— k? sn2a sn? P) (1—k* sn? @'sn? /)? 
[1 —%? sn? (+ P) sn? (@e — P)] [1 —%? sn? (a’+ P) sn? (@'— )] 
[1 — k? su? (@-+«') sn? (ae — @')] [L—x? su? (+) sn?(?— P)]’ 
in welchen a, ß, a‘, ß’ vier ganz belieöige Klemente sind, immer emen 
und denselben Werth. 


$. 45. 
Setzen wir in der Gleichung 


su (@-+ £) sn (@e— P) — su (@’+- #) sn Bi f') 


a RE re De een 


= 1 n(e+P) an (eV onla R +) 00 8) 
1-5 (a +0) ne) ER) 


A-+B—C B-+HC—A B+A-C 
SEE " 5, Bert 


nun 
AROTB 
— nDB 


„» f) 


so st a+Hß=A, a —P=CÜ—B, Wfl =B, W“-P'=C—A 
au =0, a—a=A—B und B—P’=0; und werden drae WW peii6 
substituirt, so erhält man auf der Stelle die Gleichung m 
en —= 1—A"mnAsn(C—B)nBsn(C—A), 

oder in ein wenig veränderter Gestalt 

1. snAsn(C—-B) + snBsn(A—C)+ mM 

— — k’sn AsnB snC sn (© —B) n(A— C) sn (B—A). 
Setzt man in dieser Gleichung, welche nur noch drei willkührliche Argu- 
mente A, B,C enthält, A+iK' für A, B+iK‘ für B und Ada in 
für ©, so verwandelt sie sich sofort in 


en (C—B) sn(d—C) sn (B—A) sn(C—B) en(4—C) A na 
2. sod a Bu We PUR HT nd “ saB 'TmC = 9, 


4 j 4 P 
EM ; 
# 4 
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Setzt man in diesen Gleichungen zuerst K—A für A, K—-B für B und 
K—C für C, und wendet man dann die Sätze des $. 31. auf sie an, so 
erhält man auf der Stelle 
2.3 nn ene(C—B)-+enBene(A—C)-+enCconce(B—A) 
= ; FH cnAcnBenC cnc (©—B) ene(A—C) enc (B—A) 
und 
ene(C-B ene(A-C ence(B-A eoe(C-B) ene(A-C) cenc (B- 

4. nF + ne + a + a -. 2 = 0 
Vertauscht man in den Formeln (1.) und (2.) die beiden ‚conjugirten Mo» 
dul, und setzt man dann A: für A, Bi für B und Ci für C, so erhält man 

5. tnAtn(Ü—B) +tnB tn(A—C) -+tnCtn(B— A) 
= — k”tnAtnB tnÜtn(C— B) tn(A—CÜ) tn(B—A) 


und 
tn(C—B) |, tn(4—C) |, m(B—A) |, tn(C—-B) tn(4—C) m(B-A) _ 
6. EN ri mB Ar TWAE ag ie A en End. Be 0, 


Die Anwendung des $. 30. auf die Formeln (3.) und (4.) giebt 
7. dnAtn(C—D)+dnBtn(A—C)+dnCtn(B—A) 
—= dnAdnB dnC tn Ü— D)tn(A— O)to B—A) 


und 
8. 


tn(C—B) | tn(d—6) $- in (B— 4) — za fnle tn (C—B) 1n(A—C) tu(B—A) 
dd Ex duüB un I Ir RER FI U Ty 


Zusatz. Setzt man k=0 in den vorstehenden Formeln, so er- 
hält man für die trigonometrischen Functionen die Formeln: 


1. sinAsin(O—B)-+sinB sin (A—C) + sin Ü sin (B—A) =0 [aus (1.)], 
2. cos Asin(C—B)+cosBsin (A—C) + cos Osin (B—A)=0 [aus (3.)], 


sin (C—B) sin (4—() sin (B—A) sin(C—B). sin (d—C).sin(B—A) __ 
3. sind Roh, sin B NEETTTY HL sinC I a sin 4 ,sinB. sinC 579 
(aus 2.), 
sin(C—B) sin (4—C) sin(B—4A) | sie (C—B).sin(d—().sin(B—4A) 
4. esd Ir — cosB an. eG. STITRETT cos dA.cosB.cosC 0 
(aus 4.), 


5. tang A tang (Ü—B)-+Htang Btang (A—C) + tang Ütang(B— A) 
+ tang Atang Btang Ütang (Ü—B)tang(A—O)tang(B—A) = 0 (aus5.), 
tans(C-B) , tang(A-C) , tang(B-4) | taug(C-B tang (C-B). tang(A-C)tang(B-A) __ 
6. tangd Tea: taug B Pt) rangl RER TTT tangAtangBaugO 
7., tang(Ü—B)- tang(A— CO) + tang(B — A) 
= tang(C— D)tangA— O)tang(B—.A). 
11 


ee, 


a 
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Von diesen trigonometrischen Formeln können (1.), (2.) und (7.) 
am einfachsten hergeleitet werden; von den Formeln (1.) und (2.) hat 
meines Wissens zuerst Gau/s, in der T’heoria motus corporum coelestium etc. 
eine nützliche Anwendung gemacht; die Formeln (3.), (4.), (5.) und (6.) 
scheinen noch nirgendwo früher aufgestellt worden zu sein. 


$. 44 


Wir benutzen die im $. #2. ausgesprochenen Sätze auch zur Um- 


formung des Ausdrucks 
in yhklai sn a snusnv sn (uva) 


1— k:sna sau sov sau suv s(ufFv— a)? | 
welcher weiter unten vorkommt, und bei welchem vieles auf die Kennt- 
nils der Formen ankommt, in welchen er dargestellt werden kann. Setzen 
wir in den Gleichungen des $. 42. 
«t+ß=u a—P=vy «d+ß=utrr—a md WP=u, 
dann ist rückwärts _ 


ann Be u—vV eg. Fe 


AR 


und hieraus folgt noch 

at =utvV, a a—=0, P+Lß'=U-a und BB — = a—v = — (van). 
Werden die hier angegebenen zusammengehörenden Werthe in den’ 

Gleichungen des $. 42. substituirt, so erhält man die folgenden Gleichungen: 

snu sn v—sna sn (u-v—a) 


1— Asnusnvsnasos(u-v—ua) = 
( T ) so (u—a)sn(v— a) 


(1-: ont” +) (1- k2 Kin u 


TE 


gÜ 
1—k?so® ce (v—.e) = 
setzen wir in diesen Formeln noch —« für a, so verwandeln sie sich in: 


1 + Konu nu masa(u tot) = hen he) 


a 9: 
Sr). 


= 


ng 1 — k? sn? m) sn? (v--a) Ba 
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dividirt man nun diese Gleiehungen durch die vorigen, so erhält man die 
vier folgenden verschiedenen Ausdrücke von U; 
a TI snu sov snasn(u4-v--a) 
e — VI rsusv snasn(ufFv—a)? 
Ey Veran memturkrche) sn (u— a)su (v— a) 
2 snusnv—snası(uf-v—a) Y su(u-a) so(vo-+a)? 
[ir sa? —— ‚on n? Be +.) / 1— x? nn ER na (F*-.) 


a a RT Sep ARPETRPFEI.CROBT PrSLEPTBIREEN ne N 2 / 
3 ni a ) V 1a 002 Rs (.) 9 


4—k?502 2 


A Hr: sn? asn?(u4+-v--a) Mr: sn? ee) 
nW- 1— k? sn? asn? (u+v—a)'" 1—k? sn? (u+ a)sn® (va)? 
wovon übrigens der erste die einfachste Gestalt hat, 


Die Gleichung 
1+ A snusnvsnasn(u+v+a) = en a ee, 
welche sich nach Wegschaffung des Divisors verwandelt in: 
snusnv = sn(u+ u)sn(v +-a)—snasn (u4-v-+ a) 
+ k’snusnusnasn(u+a)sn(o+a)sn(ut+r-+a), 
stellen wir noch auf eine bemerkenswerthe andere Weise dar. Multipli» 
eiren wir sie mit k’snwsn® und subtrahiren wir beide Seiten von Eins, 


so erhalten wir: 
1—K’sn’usn’v = 1—k’snusnvsn (u+a)sn (v4 a) + k’snusnvsnasn (uva) 
— ksn’usn’vsnasn (u+ a)sp (v-+a)sn(u+-v-+-a), oder 
1—ksn’usn’v — 
(1— A’sn u snv sn (ua) sn(o + a))(1 +Asnu snvsnasn(u--0-+@)). 
Setzen wir —a für a, so ist also auch 
1— ksn’usn’v = 
(1— k’snusnv sn (u— a) sn(v—.a)) (1—k’snu sne snasn (u-r—.a)), 
Werden diese beiden Producte identificirt, so erhält man 
I +k?snusuusnasn(u4-v--a) a a k? snusnvsn („— a)sn(v — a) 
1—k?’snusuvsoası (u+-v—a) 1— k?sausnvsu(uta)sn(v-t+-a)” 
Zu den vier vorhergehenden Ausdrücken der Grölse U kommt also noch 


der fünfte } 
5 T- 1—R? sn usnvenlu—a) sn (u — a) 
s 7 1 K?suusovsn(u-+a)sn (v+a)” 
Macht man in den Formeln des $.42, die folgenden Substitutionen: 
a= et Ba Ir B=R = ut also atHß=w a—P=r, 
11* 


ge 


Pr Er 
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„+ =u-a, W-P=erv-a, ot W=urr—a, ol. 
ßB+P’=u—v, P—P'=0, so erhält man die Gleichungen: 


2 Kia Be su u snv — sn (u— a) sn(v— a) 
1—R snusnv sn (u— a)sn(v—u) = ran) 


(1-3: sn* 2) (1-2: sn? ae sn? 2.) 
a (1 sp? —— “ir, n? | (1-3: nn ne «)) 


Ä Aph y“ — k? sn? u sn?v) (1 —k? sn? (u— a) sn? B—a)), 


1 — k? sn? a sn? (u+-v—a) 


Setzt man hierin — «a für a, und dividirt man die einen Gleichungen durch 
die andern, so erhält man noch die folgenden Ausdrücke der Größe U: 


_y/so (uva) ,/suusnv—sn(u— a) su (v—.a) 
0, Um Van. sn(u-+a)su(v-+ a) — snusuv ? 


a „* 1— %* sn? en 5% (Ba a) Mn Karte sn? (% (+) 
V ı-as 12 an2 „eh en? (te) a) V en ep 


sin iz k? sn? a es 1x2 sn? (u—«) ln 
1—k? s02asu?(u+-v—a) "1—k?sn?:(u-+a)su?(v-+ a) 
Macht man aber die Substitutionen 
Ban une. B=ETITE, HR un ine BP uns, 
so verwandelt sich der Ausdruck (5.) für U auf ähnliche Art in 
PSOEEr ZEN yes suv — snu sn(v — a) 


—— oo 


snusn (va) — suv a er 
TL-B.50% din? (u—.a) LK? sn? u sn? (v—.a) 

1—k? sn2vsu?(uta)"" 1—k? suo?usn? (v+a)’ 
Eben so, wie die Formel 

1—Ksm’unv = 
(1— k’snusnv sn(u-+ a)sn(v+a))(1+%’snusnvsnasn(u+-v--u)) 
senden wurde, findet man auch _ 
1— KK sn’a Meile he 

(1— k’ sna sn (u-+a) sn (v-+a) sn (u4+-v-+a))(1--k°’sn usnvsn (u--v-Fa)soa). 


$. 45. | 
Wir stellen den Ausdruck U in noch drei anderen Gestalten dar. 
Es ist nach $.40.: ü 


a ER —— 


a.t ae “ 


u ae 
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1-+-A’snu snv sna sn (u--v-+.u) ne 
a dau dnv dnv do adı(u-vta)—k’enu er Zen eo ü 
= ea ar RT Ener rs 


Setzt man hierin —(1 für a, so erhält man noch eine zweite Gleichung; 
dividirt man durch sie die erste, und zieht man die Quadratwurzel aus, so 
hat man schon: 


11. ee 


Dividirt man den Zähler und Nenner durch 
dnuv dnv dnadn(u--v-+ u) En En 
so erhält man noch auf der Stelle 
I du(w@+vta) „/1—R? sueu snev suca ca sue(u-Fv-t a) 
do (u+-v—a)"! 1— R?socu sucv snca soc(uF-v— a)” 
Setzt man nun utW= KR, vo+vV = R, a+a—=K, so ist ut ta = 
3K—- (W+v'-+a), ao K—(u-Lv+a=w+v'ta'—2K; ferner 
ute—a=2K—u— v’+ ad —K = K— (u'+v'—.a‘); daher erhalten wir: 
re dne(wW’+-v’ta’) „/14-%? sn u’ sn rennt a’) 
12 —— F dnc(w/+-v/—a) # 1— k? sau’ sav’sn a’su (w+-v/—a’)? 
Y Mm dn (W+-v/—a) 1-+-%? snu’ sn v’sn a’sn (w+v/+a‘) 
da(wW-v + al)" 1—- 2 swWsvsasn(WtvV— ur 
Wird also in dem Ausdrucke U. statt jedes der drei Elemente a, z, v sein 


a R dn (uHv—a) dn (vW-Hv/-+a’) 
Complement gesetzt, so wird dadurch U mit /-- a N ae 


da u dnv dnadu(u--v-+a)— k? enu envenaon{ut+v-ta) 
dnu dav dna da (u-+-v— a) — k*enuenv na m(u+v—a) 


oder 


multiplicirt. 
Q P-+ 
Der Ausdruck U kann auch unter die Form U -y+ 


. gebracht 


werden, so dafs logÜU = Arc Tang (2) ist, und er muls sogar unter diese 
Form gebracht werden, wenn das Argument a den Factor ö enthält, damit 
dann - log wieder in einer reellen Gestalt dargestellt werden könne. 
Setzen wir aber: | 

| P+0 = 1-+Ksnusnvsnasn(w+v--a) und 

2 -0= | 1—k’snusnvsnass(u-v—a), 

so ist N | | 
P = 1+K’snvsnv sna et & a a ur: ”) und 
eu Er mtr), 


0 Ksnu sn® sn 4 


RRRR.. 
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Da nun aber 
so(ut+-v ta)—sn(utv—a) __ a -v) dn (u4-v) 
ar — 1 Kr sn? sn? (u--v)sn? a nd 
so (u-FV-Ha) + sn (u-+-v —e) sn(u--v)ena daa 
TREE FERNEN | 1—k?s0?(u4-v)sn?g 
ice k?sn?asnu or 
Fe I—K?sn?(ufv)o?a nnd 
k*sn a en a dnasnu snv sn(u4-v), 


De . 1 —k?s0? (u-+v)su?e ? 


daher ist 2 
log = Arc Tang a nen) . 

Der Nenner des angegebenen Bruches läfst sich noch auf zwei ver- 
schiedene Arten zusammenziehen, indem man entweder 1—cn’(u-+-v) für 
sn’ (u4-v) oder 1—dn’(u-+v) für A’sn’(w-+-v) substituirt. Machen wir 
die letzte Substitution, so ist der Nenner: 

 en?’a+ sn’ado(w Lord Eee; 
und da nach $. 11. Formel (8.) ist: 

don (u+-v) + k’snusnven(u4tv) = dnudnp, 


so erhalten wir: 
134. JogUl = Ye Sang (nam lnamn muntuche), 

Das Resultat der zweiten vorhin angegebenen Substitution können 
wir auch aus dem so eben gefundenen Resultate herleiten. Da nach $. 11. 
Formel (12.) ist 

dnz dnv dn(u-+tv) — k?+ Kenuenven(w-+v), 
so ist der Nenner, wenn dieser Werth substituirt wird, 
en’a-+-k”sn’a-+ k’sn’a enu envcn(u-+v), 

und weil en’a-+ k”sn’a = dn?’a ist, so erhalten wir: 


ib k?snacna dnasnu suvsn(u-tv) 
14. logU = Are Tang (m a--k*sn? a cnucuv cn Er) 
Zusatz. Wird ai für a gesetzt und..der geänderte Werth von uU 
mit Ü' a so giebt die Formel (13. ): 
Br k? to’a dn’a snu snvsn (u 4%) 
15. log Um ara ae ( — so’? a duu duv da (u-+-v) ) 
und die ER (14. ) verwandelt sich nun in: 


k? tn’a dn’a snu suv sn(u-+-v) 
Be "= tan Inu En 
16 i log U are tang da’? a — ni n‘?acnucnv cn (u nv cn(ufv)/ * 


- 
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Setzt man ka für a, ku für u, kv für v und —- statt des Moduls A, so 
verwandelt sich, ‚wenn die Sätze des $. 30. angewandt werden, der Aus- 
druck U wieder in sich selbst. Pag Yo 


! $. 46. 
Die charakteristisehen Gleichungen der Modular-Functionen. 

Zum Besehlusse dieses Abschnitts leiten wir die characteristischen 
Gleichungen der Modular- Functionen her. 

Setzen wir in der Gleichung (3.) des $. 4. jetzt p= —1 und 
q=—k° dem $.6. gemäß, ferner <=snv, y=snw und s=snv, da 
u=v-Fw sein soll, so erhalten wir die Gleichung 

1. smo--2cnz dnz.snvo sn» + sn’w 4 %k? sn? u.sn’v sn’w = sn’w, 
welche in Hinsicht auf die Grölsen snv und sn?0 symmetrisch ist. Setzen 
wir ‚in dieser Gleichung X—v für v und K—w für w, so verwandelt 
sich z in 2K— u, also ena in —cnu, und die Gleichung wird also 

snc’v— 2cnu dnz.sncv sncw —+ sne’w + k? sn’ z.sne’v sne?w = sn’. 
Die Anwendung der Sätze des $. 31. verwandelt diese Formel in 
cn’v — 2sncu En .cnvcneo + ar ene’z.cn’venw —= cne’ı. 


. al 5 RT 2 k?sn?u. 
— — , Zen u = Z—_ 1 
Da aber snow daeu = — RT nz ist, so haben wir als 


characteristische Gleichung der cyklischen Modular - Cosinus 


2 co u k? sn? U 72 sn? 
2 2 2 ı% 
R dn? x do? du? u 


Durch Anwendung der Sätze des $. 30. len sich diese Gleichung 
sofort in 


3 


Vertauscht man in der Gleichung (1.) die beiden conjugirten Modul, vi 
für v und wi für w setzend, so erhält man 


4. 


als characteristische Gleichung der cyklischen Modular- Tangenten. 


= —k"”ton?u. 


k” tn’utn’vtn w = tn?u, 


Die characteristischen Gleichungen haben also für jede Art der Cy- 
klischen Modular - Functionen die Form 
x -+2axy+y’+b...y? = e 
worin x und y zwei gleichnamige eyklische Modular-Functionen der Ar- 
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gumente v und w bezeichnen ; die Gleichung ist jeden Falles symmetrisch 
und vom vierten Grade, in Ansehung der einzelnen Größen x und y 
selbst ist sie aber nur vom zweiten Grade. 

Für die hyperbolischen Modular-Functionen gilt dasselbe Gesetz, 
da man, um die charakteristischen Gleichungen für sie zu finden, in den 
vorhin gefundenen Gleichungen nur v2 für v und wi für w, also vi für 
zu setzen braucht. 


Vierter Abschnitt. 
$. 47. 


Integral-Formel zum Ausdrucke des Zusammenhanges zwischen { und x, 

wern t=langtamu ist, 

Bisher sind immer nur vier oyklische und vier hyperbolische Modu- 
lar-Functionen sna, en“, tnu, dnu, Snu, Inu, Inu, Dnw, mit den ver- 
mittelnden Functionen oder Amplituden am und Amw in Gebrauch ge- 
kommen; da aber auch die Function tang Jam& in manchen Fällen wich- 
tige Dienste leistet, so ist es nöthig, nun auch sie in näheren Betracht 
zu ziehen, und namentlich den Zusammenhang zwischen dieser Func- 
tion und dem Argumente % durch eine Integral-Formel auszudrücken. 


Setzen wir 
t = tanglamv, so ist auch 
Apaf 1-aou _ VÜUtsnW—YVll—snu) 
L. II Bauen VA +snu) +V (1— sau) 


wer —_  y/&n’u—1 
5 Zang 4 Am’ u = urt‘ 


Wir kehren die vorstehenden Gleichungen um, indem wir die Modular- 
Functionen selbst durch £ ausdrücken. Aus der Gleichung ?= a 
findet sich zunächst 

2. ‚co 


oder 


1—1t: 2: 21 

ire? a ar mu=ı 

Da dnu=y(k”-+7?cn’w) ist, so findet sich durch die Substitution des 
Werthes von ent die Formel 


V(k'2 (1412)? + 2 (1— 12)®) V (+20? K)n-het) 


3. dnau= Ira oder dnu = —  ——. ER 
It k= sind, also A’= cos9, so ist A?— A? = 008’d— sin’) — 00826, 
und also V(1+2c0s20. Be 


dau= ————- 


ir 
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Da cos?d<1 ist, so kann 1+ 20329, + nur in zwei imaginäre Facto- 
ren von der Form 1-+«{? zerlegt werden, indessen lälst sich jene biqua- 
dratische Form in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche die Formen 
A+at+2 wd 1-ot+2 

haben, und welche beide reell sind, wie nun gezeigt werden soll. Es ist 
kr—R—=1—2%, daberist 14 200829. 2? +F=1+ + FAR t— 
AHF—4RrP—=(1+2kI+F)1—2KtHE); der obige Ausdruck von 
dn« lälst sich hiernach auch also darstellen 

V(i+2k:+2).Vi-—2 in 


| 4, dıhvz= = EL 
Wird dieser Ausdruck benutzt, so finden wir noch 
1— 1? 
SNOY = Fi t2rkı ir). V 2)? 
DENE 
4 encYy = FAiF2Kıt2). +2) YUz2Rr+ 9) 
ei 1—1t? 
{neu = Zw ’ \ 
EL “(1 +1?) 


vVıi+2&tı+t2).vV (1—2rt-+12)° 
Aus der Gleichung f=tangtamu als! amu= Eee % das Dif- 
ferenzial dieser Gleichung ist dnw.döu = = also du = Hm folg- 


lich ist, da für u=0 auch /=0 sein muls, 


2.0: ’ 

6 oV (1+2e0s20. +18)? oder 
a A ee 
AR oYU—RKI+t?). Vür2zkt®)' 


Setzt man in der Gleichung = tang}amu das Argument = K, so wird 
amuı—=-—, also t=tang- = 1; daher haben wir zum Ausdrucke des 
Modular- Quadranten auch das bestimmte Integral 


7 K -/ 7a 20t 5 4 20 SERIE WOIDE 
en RT, vVRRTeLIN  J, VAFr2Ehe.VI RK re) 


‚Zusatz Ist k=sin45’= y'}, so ist cos2d —=0, also nun 


201 RT 
en und er o VürR)* 


12 
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Ueber den Zusammenhang zwischen den Functionen von z und der Function tangtam2u. 


Setzt man t=tanglam?w oder auch i=tnu dnz, so können 
alle Formeln des $. 47. sogleich wieder gebraucht werden, wenn man nur 
durehweg 2u für « setzt. Die Integral- Formel für den Zusammenhang 
zwischen 2 und ist daher IN 


1. dt 


” = van ee SV 


Nun ist 2=1 für u und für v=K ist am?u=r, also t=tang 


oder =}. Die Function ? hat nun einige Aehnlichkeit mit tnw selbst. 
Die cyklischen Modular-Functionen des Argumentes 2u lassen sich nun 
sehr bequem durch Z ausdrücken, nicht eben so einfach werden die Aus- 
drücke für die Functionen des. einfachen Argumentes u selbst. Bemer- 
kenswerth sind indessen die Ausdrücke für sn“ und sncv, welche wir 
nun herleiten, Es ist Kan $ 32. a.: 
_Vi+s2u) —Vl—sn2u) 


zer. EP Km) Ve? 
ad vVi+se2u)+V ( (1—sn2u)_ 
AN Vi-tksn2u)+V (I—ksn2u)’ 
BF V(i-+-ksu2u)—YV (1—ksn2u) 
ae V(1+s022) +V(1—sn2u) ? 
aan V(iitksuo2u)—V (l—ksn?2u) 


Viliaeo2u) — V (1 A Pkg 


und substituirt man hierin für sn? den Werth sn 2u= Fr 75, 80 erhält 

man die Ausdrücke: “ rs Ir 
jr 2: en 

TTYdHt2e en IV IVO tep 


a VÜL2Rt+tt) LM an 


u‘ 
2 
SUCH — Ferrsrnı Te) VB 
VÜ+2R +2) VÜ-2K he), 
2kt 


snU 


snucu = 


Man übersieht auch leicht, dafs sich aus dem ersten Ausdrucke für snu 
die drei übrigen auf der Stelle finden lassen, wenn man bedenkt, dals 


= tangJam2ü = tavı dauy—-— 
SDEU 


& 


Aa 
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Die vorigen Formeln geben auch rückwärts die Bedeutungen der 
einzelnen Wurzel- Ausdrücke an, welche in ihnen Arie da nämlich 


VA+rKEHE) LYA—2hcH 
vA+2kE+ MB —y(—2ktt2) = 2ksnu 


ist, 80 ist also 


vi+2KE+r) = + konn, 
vyu—2kt+d) = ee 


- Subtrahirt man das Quadrat der letzten Gleichung von dem der ersten, so 


erhält man wieder 4kt=4k —- -, oder = — = tang}am?u. 
SDCL 
2% 
Setzt man in, 50 ist dna = erg" a „— , also hat man zur Be- 


an ode Pe i—P)=%, 
und hieraus folgt 


BR gie -+-VI— 200529.1? -F1* 
ur, V Tg 
wenn wieder k=sinf gesetzt wird. 
Zusatz. Setzt man also 
2t _ Yltzmr) Vaneo) 
u TE ur —2kt +12) 
so ist 
0z ot 


weil jedes dieser beiden Differenziale = du ist 
Anmerkung. Stellt man den Ausdruck von tn’ also dar: 
nd IR VE-2Er Reh] _ 2-20 - SV RB — Rey] 
Rs 4k'2 

und beobachtet man, dafs 

vVA—2k?—- R)AP+P) = yi—?2kıi—).y(11+2ki—?) 
ist, so kann man die Quadratwurzel auf beiden Seiten ausziehen und er- 
hält dadurch in einer imaginären Form den Ausdruck 

vi 1-2 kti—ı2) — Vak 2 Kine‘) 


stimmung von & die Gleichung: #’ = 


e 


tn u= Er Een 

Zi _ VÜ-+2 ki—1?) Te 
tnon er VAarki- m) - VI) re 
a u Yin pa Deere), 


12 * 
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& 49 | 
Zurückführung der re Modular-Fonctiooen mit einem imaginären Modul von der Form 
. eos@+tisia@ auf solche Functionen mit einem reellen Modul. 


Nach $.47. ist, wenn £ — tang}amu gesetzt wird, 
2 -/ 20t 
— So Y(1+200s29.1?+1°)° 
Setzt man hierin für 2cos?9 den Werth e® Le”, so erhält man: 
„act un 
1. # = on; vitee EV AL: e26i) * 
Führen wir, um nicht zu hyperbolischen, sondern zu cyklischen -Sinus 
überzugehen, die Grölse = —d ein, so ist et! =. — ee" 


und ei et,.etti= —et”i, und also 


20t 
Es ist nun ei cos Hin hike und Er kiM, daher kann 
die Gleichung auch also dargestellt werden: 
u =/ Zr, 
V(—(k-£ir)2 22). ) ER)" 
Setzen wir nun zs—=(k+:X).t, also = 
so erhalten wir 


k—ik’ 
dh ee 


u(k el -/ 

re ie Arz 2) * 
Dieser Gleichung nalen ist aber z oder ? (k+:%‘) der cyklische Modu- 
lar-Sinus des Argumentes Are mit dem Modul A = LE Es 
wird nicht unzweckmälsig sein, dieses Resultat auf eine ursprüngliche Weise 
nachzuweisen. Zu dem Ende setzen wir 


v=u(k-+ik), also I = ne 


Die cyklischen Modular-Functionen des imaginären Argumentes —- also 


2 
sollen sich auf den Modul arm beziehen, während sich die‘ 'eyklischen 


Modular -Functionen des Argumentes % selbst auf den Modul k beziehen ; 
halten wir diese Bemerkung im Sinne, so können wir die beiden Modul 
in. der Bezeichnung ganz weglassen. Uebrigens setzen wir, wie vorhin, 
1— ie (k—ik'? — — Krk = — cos29—isin29, so dals 
also das erste Glied — cos2$ negativ ist für 0<< 45° und positiv ist für 
0>45"°. Nehmen wir nun an die Gleichung 
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nt = iR) = — (ki) bes: 


dann ist | 
Anl = (Rai = (kin 
oder 
nz;= (kim). au und Anz Pe AR en 


1--cnu 
Aus diesen Gleichungen folgt 


a Lu _., 2ksuu 1—au 23(1—ksou) 
(1 sn >)(1 Asn >= 1 Fe T Ion ger 4+eou ° 


Setzen wir hierin —u für u, wodurch sich auch v in — vo verwandelt, 
so erhalten wir noch 


2(-+7 ” 
(1 sn 3)(+rm3 3) ze: 2utam) 
wird diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt, und dann. die Quadrat- 
wurzel ausgezogen, so erhält man 


"iteau’ 


a ee 2 duw 
a di & va 1 -- cn u 
Differenzürt man aber die Gleichung 


sn = (k +ik') .tanglamu, 


so erhält man: 


v ® RR x) 40Jamz “ dau.Ou 
ben u a san al Erwer: 
also os 
v V er nu.0u 
en. dn ..0v == Cure 


und wird diese Gleichung id die vorige dividirt, s0 entsteht 
$v—=(k-Lik).dw ako v —=(k-+ik').u, wie oben. 
Es bleibt nun noch übrig, aus den Gleichungen 


1—ceoou 


z —_ (khek). tang}amu = (k +:k). VE und 
er 


IFeou 


die ‚Ausdrücke für die übrigen sich auf den Modul = 7 = = in - beziehen- 


den Modular- Funetionen des Argumentes 2 = ui herzuleiten. Mau 


aeg zunächst 
u _ yIhmulk Hirn? den), do? 1+cn u— (k— ik’)? denn) 
' 1-renu u Ser 4+enu 


2: 


2. 


IR sn; = (k—ik'). 
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Ri: 
. N En Op DER EEE 
Stellen wir den Ausdruck en ‚welcher umgeformt werden muls, vor, unter 


Er e Be 
Far. ® Ve Per: Va 
dann ist if, 
u—ß—2:y (aß) = 1-ena— (ee —k") l—eonu)—2ikk'(1—cnv), 


also 


Re N a 2 ua + R—k").cnu 
ai 
fe 2y(aß) = - Ak’ (Lone). 


Aus Hilden Gleichungen findet man, wenn man die Quadrate derselben 
addirt und die Wurzel auszieht, nach einer leichten Reduction 

«a+fß = 2dnv und da E Raje —= 2k”+ 2h’enu; 
0 = Ta ze und = — dnu—Kanu—k”, 


also 
2 va Ni78 _ 112 
ai = Vchnnetet yon ma 
dn 2 6 un en, 
Diese Formeln können auch also dargestellt werden: 
| & = ee) 
Re) + ENME a Hrend 
$. 90. 


Die vorbin entwickelten Formeln, wodurch die cyklischen Modu- 
mern — (k—ik')? 'zurück- 
geführt werden auf eyklische Modular - Eankiläklen des Argumentes % mit 
dem Modul %, werden noch ein wenig einfacher, wenn man in ihnen 2% 
für u setzt. Behält man die Bezeichnung. 
v = (k-+ik)u 

bei, und bezieht man die Modular- Functionen des Argumentes dv zugleich 
auf jenen Modul X, so ‚ver wandelg sich die Formel 


sn = (k+iR)tangtamu 


‚lar-Functionen mit dem imaginären | Modul = 


sogleich in: 
; snv — (k+ iR) tanglam2u 


Vierten Ace An dur 50. 95 
oder 


1.» snhov= (k+ik').tow doz und. Asnd— (k—ik').tnudou. 
Die Formeln (3.) verwandeln sich nun in 


PERL) a Ra ah Vlaize2® Yen 2u N) 


1+ en2u 1+@2u 1+en2u 1+ca2u? 
1-+-do2u 2. 1-82u R, 1—cen?2u 1—da?u 
dnv = Ve - Re “au sY(r "1+cn2u 1)" 


I+Hdn2u _ duu 1—do?2u 
14024 wu’ 1+am2u 
= tn’u dn’u ist, so werden diese Formeln 


Da aber dem $. 32. a. gemäls —=ksn’u und 


1 —con2u 
1--cn2u 
do? do?u—k? so? udn? k? sn?u än? u—k3sn?ucen?u 
TE nn Song pe 4 

co en 


oder 
dn?u 

D, car = 
enıu 


Z sn? dn? ;k sn? 
ie IE, dv = ri, 


DU 
Setzen wir den mit N Sonja Modul ee ‚so ist 
’ “ "2 GErR) yLc 
k+ ik’ 
Dieser Ausdruck muls noch in einer andern Gestalt dargestellt werden. 
Est ist zunächst X = y?kk'.y (2i).(k—ik'), da aber v 2)—=1-+i ist, 
so findet man X =y(2kk'). (1+29)(k—ik') oder 
ae ee v(akk). [k-+ Ak (k—%)i]. 
Die Fohkiel für env und dnv dienen nun auch noch zur Bestim- 
mung der den beiden Moduln A und X zugehörigen Modular- Quadranten, 


welehe wir mit Z und L‘ bezeichnen. Es muls L so bestimmt werden, 


dafs en L=0 sei; daher haben wir die Gleichung 


dn?u—ikksn?ı a ae 
a — =0, oder dn’u—ikksn’u = 0. 


Der. durch diese Gleichung bestimmte Werth von & giebt mit k-+-i%k’ mul- 
tiplicirt den gesuchten Werth von Z. Es ist aber jene Gleichung einerlei mit 


1 = ikk'. FTERr = .ene’u, 
folglich ist 
enc’% wi hl 2 SL also encu—=y(—2:). 
ik NEE u 
da aber V(—2:) =1— 2 ist, so ist 
or Far 
2k "IE? 


ond weil nach $.32. auch cn = +2) = = (1— Vz ist, so ist 


a 


96 Pr ive.ratie:r Abschnint. $. 50 


K iK’ K ik’ 
k — ik! oe » 
und also der dem Modul 4 ir zugehörige Modular - Quadrant 
| nf a Er end 
4, —= (k-+ik'). (>- a ach, TE 


Die Gleichung dnv = . 


K ;K' 
Setzt man u = er so mufs vo —=ZL und also dnav —X’ werden. 


a “ 
we — kann nun zur Probe dienen. 


Da nun aber du’w = ikk’sn’u ist, so en wir zunächst du» 
Dikk’ sn? u h k—ik! y 
un 2 ER EE il f u = —— —_ i 
on, 5 weil ferner sn’u e und er (1— 3) 5% ist, so 
erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 


dn® = (k— ik) 1+9.y(2kk‘), 
dav = Y(2kk)). [R+R'+ i(k—k')] : = M 


d .. . 
Setzt man in der Formel a - en ik RZ —— für u an die 


oder auch 


Stelle wi e 50,3 


v in vi, daher ist cv) = u, ek. - ni —, und da auch awi)= = 
cu v 


verwandelt N der Gleichung Rn ktiku gemäls auch 


ist, wenn sich die E Ri: en’v auf den Modul A’ bezieht, so erhalten 
wir die Gleichung 


av en! ua _ WERE 

| TIP RR 
che zur Bestimmung des Modular- Quadranten Z‘ dient, der zum Mo- 
dul A’ gehört; soll ne—=0, also v—=L‘/ sein, so muls enu=0, also 


u— K‘ sein; daher Hein 


5. L=(ktik),.K- N 
und ei ist also en pa - Hiernach u wir also den Lehren 
Wird ® Bw se statt des Moduls k gesetzt, so verwandelt sich = in 4 ee —;) + 

Zusatz. Da ü 
nei = (k—ikt — [eos(# 8) —isin (5 9] 


| = cos(# — 20) —isin(7 —%) 

ist, so ist also 5 | 
n — —c052d—:sin?, und 

-( N". (cos2n9-+isin?n$), wenn ER) gesetzt wird. 


" “ “ ü 
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Zuräckführung der eyklischeu Modular - Functionen auf andere mit einem kleineren Argumente 
und kleinerem Modul. 
Wir kommen noch einmal auf die oenele S. 47. rel , iD«- 
dem wir dem $. 30. gemäls darin ku für © und .s statt des Moduls % 
setzen. Die Function ?=tangtamu wird nun 


t = tang}am (ku, 2) oder 


- 


Pe 1—dau __ ksnu _, A—daz. od 
; N Ai4+dou ” , 14dau . Ku Hi 
= _ Vi+ksu)—V (l— ken) 


YV(i--ksuu) -+-V (1— ksn u)" 
Die Formeln ER und (3,) werden nun | 
T V 7 2 
ie 1-2(&-1): +] 
ee ne Be 
und die Formel (6.) des $. 47. verwandelt sich jehi in 


a ku nn 
K TER 21 1)eto] 


Der in dieser Formel enthaltene ie Ausdruck kann jetzt in zwei 
reelle Factoren zerlegt werden, in welchen die erste Potenz von / nicht 


ksnu = 


vorkommt, und wodurch man erhält: a 
ch 9° 
ku = a EN Tee 1 2.9 Fr rue 
i vl- er VL ee 
3 ZEN, ee k 

‚Führen wir eine neue Gröfse z ein, nämlich 2 = =-4r" 

. 8 K' J 1-- X , = 9 
so ist = we =ıs, wenn man nein Kein; da nun auch 


i Pi . 
DR Ifv dx ist, so erhalten wir 


1X 02 
2: zn = / ve; vıiz2)vi-22) 
da für ?=0 auch « und & gleich Null sind, Dieser Gleichung gemüäfs 


J 
ist aber z der cyklische Modular-Sinus des Argumentes > .2 mit dem 


Modul A. Die beiden Modul X und A‘ sind durch die Gleichung = N 


mit einander verbunden; ist X =y(1—X?) der mit A conjugirte Modul 
so haben wir überhaupt die Gleichungen: 
13 
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Kuh. (EN 17 _2V# 
1 7 IE AV LTR) V GR ern) 
i k' 1— 1} 23Vıh De , 

RETARLL ala und A”. = 4x.k, 


welchen gemäls A<{k ist; da nämlich A = ist, so ist AA), 


Ky 
und da A?<k ist, so ist um so mehr auch \ <A. 
Setzen wir ferner: 


1+K% 
rd 


— 
— 


also rückwärts 
2 
2 Ur 147° (1--\).v, und ku = 2yX.v, 


und beziehen wir im Folgenden alle Modular - Functionen des Argumentes 
v auf den Modul A, nämlich snv, cnv, tnv, dnd, ferner amv; hingegen 
sn’v, en’v, dn’v, tn’v, wie auch am’v auf den conjugirten Modul A’, so 
können wir den Zusammenhang zwischen den sich auf den Modul X be- 
ziehenden Functionen des Argumentes ®© und den sich auf den Modul % 
beziehenden Funetionen des Argumentes % in einfachen Formeln ausdrücken. 


j} . ‘.. . . 
Da ItF = yX ist, so erhält man, wenn in der Gleichung ?= 
k 1-—- dou dt, r 
iv z der Werth {= Rem und 2 = spvV substituirt wird, auf der 


Stelle die Formel 
vAsnv =tangdam (ku, = _ oder 


vA.snt — Vern ‚ welehe auch also dargestellt werden kann: 
3 
m __ VY (+ksnu)—V (l—kan u) 1+rsnu __ 14+Y%.snv 
NM — ee er IV Han 


Der Gleichung (2.) gemäfs ist v<{u, und da auch A<X ist, so be- 
ziehen sich also die Functionen snv, cn®, dnv, tnv, amv auf ein kleine- 
res Ärgument v<Tu und zugleich auf einen kleineren Modul A<A. Will 
man umgekehrt die Functionen von % durch Functionen von vu ausdrücken, 
so hat man nur den Werth {=yX.snv in den zu Anfange dieses Para- 
graphen aufgestellten Formeln zu substituiren. 


i+r ‚A—doa _ (1+k)sou 
1—r Miıdnue ° 1-4 dau 


&, = y = a 
* UFER i+dau ? 


Aus der Formel snd = folgt 


v 
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dei aftor f—dou _ (1) suu 

und aus der Formel der = 1t® itdu,n don oig 
tn, 

>. , dnOT Im® agaz: 


ferner ist 
1+% 1— dow. 
6. Bad? V 2 du u—k’? 
RN I+k’ TR ne 1—docu __ (1-+K)enu 
: nee 5 daufk" Pi kPitdeeun duuti ? 


Z' sn v Mu y 2 fil—dau y 2 doeu— X’ 
da v Ir Y!E mu Fi-er Itdv? 


8 cnat= 
F k’-- doc 

9. dev) 7 n- Vos 
Die Functionen des Complementes von v für den Modul A hangen also 
ebenso von dem Argumente K— u ab, wie die Functionen von © selbst 
für den Modul A vom Argumente u abhangen, 

. 52. 

Die Formeln (4.) und (5.) bieten einen bemerkenswerthen Um- 
stand dar; setzt man in der einen Formel — %’ für k’, so verwandelt sie 
sich in die andere; daraus kann man schlielsen, dafs sie sich bequem als 
Binome werden darstellen lassen, welche nur in den Vorzeichen vor den 
zweiten Gliedern verschieden sind. | 

Setzt man, da im Allgemeinen dnav >cno ist, 


@ ß 1 
2 a Vi —F1-bdny UBER NIE 7 ann + 
env—- dev hl Ber ' ß 
so soll also Vz = —,— , oder Aare =(—75—) und ln 
Fe Ä f dn dn?u en? v IE 7 x 
(HH sein; es ist aber 7 ara — Bath)’ ferner 
dnr inne 2 Yldıtu—k'?)  2omu ) 2davay _ um 
Ar: To 1+ du.u —14dıiu 4 ——1-+duu? 
daher ist i 
dau— X? dnu— k'? 
vn = ZT ıonu und = ——Z— — an, oder 


1—4 Id 
G = TEN ) und ß= 1—cnu— =), 
und also : 
ee heen 1 Ag fee 1 1-duu 
N fg kr 1-+dau % i+dnu ea 
Ri 1+ou 1 KEReR) ei oe) 
dv = Van - 1%) 1+dnu + y I +dou kr 1pdau/' 
13 » 


% 
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Es können diese Formeln auch also dargestellt werden: 
RL sd u pe IE AN VL as a eu) 
ih Aa A-+ du)? Atdus 
N (1-+enu)(dnutenu) u-t- cn u) Ver u) (duu— Inu — enu) 
Ser era ers d+dau a (td) 
Da dem $. 32. a. gemäls ist 
2Kk* sn? z cn? 144 2 du? 5 
ae 1-dnu = rn 
BB EiLE ’ 3 Ne, 
1 — x? su 5 1—k: sn 7 
200? > 2 su? z dn? > 
ituou = mer 1—cnu = N 
1—k: an 1—k? ne 
2 dan Dur 
dna--cnu = u, dna—cenu = —— 
1— x? sn‘ E BRER A ITN Yan! 
so erhält man durch die Substitution dieser Werthe 
/ u u 
yA.snv — kann DC; 
Be Kanal e Piel tanı % 
cn > k'sn 5 cn 5) k'sn > 
cn® —= . dnv = -L —, 
du — da — do — din 
2 2 


oder nach einer geringen Abänderung: 


snv = (1 +k).sn z snc— 


DE 
10. cnv = en sne -—sn-cene 
i 2 2 w. 2 
u uU uU u 
dnv = en — snc — n — en — 
, Sc +805 7° 


Die mittlere von diesen Formeln kann auch also dargestellt werden: 


. u u u 
c08 amd = Sın amC — COS am — — 605 amcz sin am 


es ist also 


z 
11. "ame. = (2 — ame 5 3)tamy; 
und die letzte Formel ist einerlei mit dn@ = sin (ame # -- am =) . Es ist 


tang(Z — ame =) CA MR ABBUBILE an k'tn—, daher ist die For- 
2 2 u u 2 
fang ame — tac — 


2 2 


1 * 


Be a 


RS 
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mel (11.) einerlei mit 
| 12. amv=am-— Zt aro ling (R tn 2). 
Aus den Formeln du” > _—aıLR on’ —=1—Xkso’— folst 
‚A R 1 Mae! 
a = REN. NEE, Elder In — 00; 
2 k3 “ DR. > 
werden diese Werthe substituirt, so erhält man 
da — — ducz do Zt due — 
13. con! = Im is dnv = aan yay 6 
Aus den Gleichungen | | 
er u ea — kls au 
a) an si. ka’ 
snv = (I+k)——— und oanv = — 
uU u 
: da — da — 
2 
folgt 
| Ä (14%) to $ 
1. we= . 
1— kin? —— 
Führt man in diese Gleichung den Modul A stgtt A’ ein, so erhält man 
u u 
2 sn — en 
zunächst {nv = er un ee und es ist also 
(1-+4) cn? 5-U- 4) su? 
sin iR 
15. {nv — 


cos am 
= +. i 


— ist, so ist vo >— = ‚„ und also v zwischen den Grenzen 
ey und & N 


$ 53. 
Kehrt man die Gleichung YX.snv = an um, so erhält man: 
1— 4} s0?v 
16. dnu = ILisv' 
ER ne snY 
Da d’u—=1— k’sn’u ist, so findet man ksnu = 


k= 4 ist 
ir 0b 
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N 17. snw. A 
Hieraus folgt 1— sn u ne und FEES Yeon a = 
also et | 
0. yıaı = year yehite ma 
19. enuU = nu st e- (Pahanen 
Aus (17.) und (19.) erhält man durch Division 
20, u (N, 
Ferner erhält man | r 
2, sncu—= Bahn Isa . den, 
Da cucu = Er ist, so erhält man, wenn der Werth 4’ = substi- 


tuiet wird, ar 
22. nu rn) an 
1— isn? v 


Hieraus folgt aber leicht: 
f--eneu __ /l+s0v errur 


23. 1—encu ” Ni1—sav'Pi14isv’ 
Aus (18,) und (23.) folgt durch Multiplication: 
24 14 sau ‚Yard IN 1--snv 


1—suu ! 1—cucu ” 1—suv" 
Nimmt man die natürlichen Logarithmen auf beiden Seiten dieser Glei- 


chung, se hat man: 


eamute(F — ame «) 


Xamv = ri —; eben so findet man: 


L!amcu--% (*—anı) 


Name = 


29. 


2 
“Aus den he (13.), nämlich da —— dac— = T jr zeuv und 


2 
u ar dnc — =; = dnv folgt durch Addition und Subtraction 


__  dav-t-Acenv u _ Imv—Acav, 
und hieraus findet sich 
Re dnvenv-Hisn? v 


DE yoeiH ne rbheet 
BEE Die in IT 


sn — 5 ; suc 

27 ; 
. ae ee v, in yeah 
CIE 2 2. 3 ’ 
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28. 00s2am, = dnveno—Asn’v; cos2amez = —dnvenv—Asn’y, 
29. sin2am & —=snv(dnv-+Ncnv); sin ame — snv(dne—Acnv). 
Aus der Gleichung (15. ) folgt, wenn für tnv sein Werth = m 
gesetzt wird, nach ‚Fortschaflung der Nenner 

sin (2.am $+ —ame) —= Asnv, oder 

30. am —= 4jamv -+ Zarcsin (Asnv). 

Nach Formel (12.) ist amp>am; und dieser Formel gemäls ist amvo< 
2am 3 ,„ wenn am v<{” ist, daher liegt dann amv zwischen den Grenzen 
am und 2am-. Da cos (2 am —amo) — dnv immer positiv ist, sp 


lange u und also auch v reel sind, so mufs 2am —3amv immer zwi- 
schen den Grenzen +9 und —$ enthalten sein, wenn 9 den Arcus des 
Moduls bezeichnet, welcher <T ist; das Glied aresin(Asnv) kann zwar 
bald positiv, bald negativ sein, jenachdem snv positiv oder negativ ist, 
seine absolute Grölse ist aber immer < > 


Die Formel (30.) kann auch also dargestellt werden: 


RN Asnv A 
am. = 4amo-1 arctang (5 : 
31. h 
am, = 4ameo +1 ee 


Diese letzte Formel wäre die einfachste, aber sie lälst unbestimmt, 
ob das zweite Glied positiv oder negativ sei. 


$. 54. 

Bezeichnen wir die beiden neuen Modular-Quadranten, den zum 
Modul A gehörigen mit Z, und den zum Modul *‘ gehörenden mit ZL/, 
so findet sich am einfachsten die Grölse von Z nach der Formel (4.) im 
$. 51.; soll nämlich cnv—=0 sein, so muls dnu—k'=0, also v=ÄK 


k' 
sein; da aber immer u = San 


no 148 


.u ist, so ist also: 


.K, oder umgekehrt 


IK= or: 


32. 


N a MN 
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Setzt ‚man. in der Formel (5.) u—=K, also dau= 2 5 so. erhält - 


d aan Art NR 
man dar = GERT ar 


Setzt man in der an (4.) ui für u und er für v, so erhält man: 


5 
1—kK fi I de ' 
cn v = YS- 2 Mannlayn _——, Ri ee P & Ye “ 
—kt 


1— k’ sue’ u? 


—=N/, wie auch sein ae 


er u 


. 5 . 1 k’ o [} [3 i®, | 
und die Gleichung u = nr -,u verwandelt sich in vi = — 14 -—ı—_,ut, oder 


a 
® zul .w Der durch die Gleichung cn’o =0 bestimmte Werth von 


v ist der zum Modul A’ gehörende Modular - Quadrant Z‘. Es mufs dem- 


nach sneu—= —1, also K’+u=3K’ und +u=2K&K' sein; da a positiv 
sein soll, so ist also v=2K’ und 
3. u - De re” ” 


Alle übrigen Formeln bestätigen die Richtigkeit dieser Bestimmung. Aus 
den Gleichungen (32.) und (33.) felgt durch Division: 


" 2 =, Ka oder umgekehrt e 
Ko ne | 
K' L‘ 
Wird also = statt des Moduls %& gesetzt, so verwandelt sich das Ver- 
hältnifs 2 in bp 
Die vier Modular- Gleichungen k = ALLA RU ak WAR, rum 


1-F2° re Mer 


und A = bieten einen bemerkenswerthen Umstand dar; setzen wir 
in ihnen k’ für A und bezeichnen den dadurch geänderten Werth des 


2vVK . 
frühern Moduls k mit z, so haben wir 2 = Ir und da auch X\= m. 


ist, so ist also e=N/; verfauschen wir also k‘ mit X, so vertauschen wir 
auch 4 mit X, und umgekehrt. Man kann also in allen vorhergehenden 
Formeln gleichzeitig setzen: 

X fürk, A für k, K für \ id k für X, 
ohne dals jene Formeln dadurch unrichtig werden, Damit die eyklischen 
Modular-Functionen des Argumentes u sich demnächst wieder auf den 
Modul %, welcher >X ist, beziehen, so setzen wir gleichzeitig u2 für e, 


Fiertier Abschnitt: 8.54 105 


und weil dann auch das frühere Argument imaginür wird, so setzen wir 
wi für u. 
Hiernach verwandelt Bin die Gleichung tue = (11). in 


dnav 
tn’ wi) (14). H un, oder auch 


sv — eg oder snw = (1-+A’).snusneuw. 


In dieser Gleichung bezieht sich die Function sn» wieder auf den Modul 
A, welcher <%k ist, und die Functionen snv, snew beziehen sich auf 
den Modul %; sie hat grofse Uebereinstimmung mit der Formel (10.) im 


$,52., und wird einerlei damit, wenn man 5 für u setzt. Die Gleichung 


1-+4 P 
v al u verwandelt sich nun in # = 142 .wı, oder v= ee 


2 
also ist vw; u=(i+k)% unddav = an Iy ist, so ist 


0 = Ip. 
Die Formel sn» = (1--%').snu sneu stimmt mit der ersten von 
den Formeln (10.) im $. 52. überein, wenn man darin Zr für % und v 
für w setzt. Ueberhaupt darf man in den Formeln (10.)— (15.), wie 
auch in den Formeln (26.) — (31.) setzen u für 5 ' wenn man gleichzei- 
tig = (14Kk')u setzt für v, 


| s. 55, 
Einfache Berechnangs-Art des Modular - Quadranten X aus dem gegebenen Modul X, 


Den vorhin entwickelten Formeln X\= Tr aa en 


‚L gemiülls kann man den gegebenen Modul % auf einen 


fer- 


ner K=; = 
kleineren A (oder den Modul %’ auf einen grölseren A’) zurückführen, zu- 
gleich aber auch den Quadranten X auf einen kleineren Zs Bezeichnen 
wir die aus dem Modul k durch wiederhoite Anwendung der angegebe- 
nen Formeln hergeleiteten, immer kleiner werdenden Modul der Reihe 
nach mit Ä,, Ar, kr, Ars «+. Ä,, die conjugirten immer ‚grölser werden 
den Modul aber mit A|; ur „ki, +... K; die den erstgenannten Mo- 
duln zugehörigen immer kleiner werdenden Modular- Quadranten aber mit 
K,,&,, K,, K,,.... K, (die conjugirten immer grölser werdenden Qua- 
dranten aber mit Ki, &K;; K!,&K;,..,. K/), so haben wir A\= A, also 
14 


106 De A a EN 8.709. 


ra f) 2 Y re . . , oa rt v »- . 
v=k m = Ks; es ist mithin kı == IF®? ı 14% un 


RK == 5 fr: K,. Setzen wir ferner 
1. ER ER E — Ba in ua, ! ‘ Ar 
ın ? 1 me? 2 mir k, - m,’ oo... em) 


so können wir die sämmtlichen Nenner dieser Brüche willkürlich wählen, 
ihre Zähler werden dann aber völlig bestimmt sein. 


, 
Substituiren wir die beiden ersten Brüche: in der Formel k= 2 1 
k 
so wird sie 
7, 2Y (mn) 
m, mn ? 
setzen wir also 
m =, soist mn=y(mn), eben so 
m, tn . | 
Me Sure „ soist n=y(m..N), 
m n . 
2. Mm; > ex ", soist %,=y(m,.n,), 
m, tn . 
m—=— n) =, soist 2,.=y (Mm,.n;), vr 
u. 5. W u. 8. m 


Den ersten Nenner können wir noch beliebig wählen; setzen wir aber 
nm=1,'80 86.2 — kb 

Da jeder folgende Nenner das arithmetische, jeder folgende Zähler aber 

das geometrische Mittel zwischen dem Zähler und Nenner des vorherge- 

henden Bruches ist, so erhellet deutlich, dafs die auf einander folgenden 


.. n re n n 
suche u, — 2 et . Ey eh, Pr : 
Brüc 2 oder die Modul A‘, A, A), k, etc. sich 


sehr rasch der Grenze Eins nähern, Ist aber X = — =1 (also k,=0), 


‘ go setzen wir 
VL, 


K, für %‘ derBruch En Batitniet, 


Wird auch in der Formel K—= 


eh 
Üs ® . 3, ’ 
so verwandelt sie sich no K= -—".,K,=-”.K,; daher ist 
| mn m, 
iR ar K, Br ie DA 
m m, ——— m, Be De m; ® 


Wird auch in dieser Formel r so grols genommen, dals m, =n,= 7, also 
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k,=0 ist, so ist K,=5; und da m—1 ist, so ist auch 


u ae 
n 


Bei Rechnungen in bestimmten Zahlen ist schon m, hinlänglich East 


=n;, und also jede dieser Zahlen =, zumal da immer k als <sin 7 7 


also A’ > sin T angesehen werden darf, wie bald gezeigt werden soll. 


Aus der Formel (35.) folgt rückwärts 1=5% und es hat also % hier die- 


selbe Bedeutung, wie im $. 10. Die in den Formeln (2.) vorkommenden 
Größen nennen wir die zum Modul k gehörigen Modular- Zahlen. 


Zusatz. Ist der Quadrant Ä berechnet, so hat man auch &K, = 
m,.BR; K,=m.K; K,=m,K; KR,=m,..K; u s w. 


$. 56. 


Berechnung des Quadranten K’/, wenn sein Modul Ak’ wenig von Eins verschieden ist. 


Wenn der Modul % sehr klein, alsö der zugehörige Modular-Oua- 


drant ÄK näherungsweise = 5 ist, so ist bekamntlich der conjugirte Qua- 


drant sehr grofs, und zwar desto grölser, je weniger k’ von Eins ver- 
schieden ist. Der Quadrant X’ kann in einem solchen Falle nach einer 
Näherungs-Formel berechnet werden, welche ein desto richtigeres Resul- 
tat giebt, je kleiner der Modul % ist. Es hat mit dieser Berechnung eine 
ähnliche Bewandtnifs, wie mit der Berechnung der cyklischen Tangente 
eines Winkels, welcher vom rechten Winkel wenig verschieden ist. 


} a OpVi—K'2 sin? k* sin? p) 
Es ist argam’(®) =/ V (I sin? p) le 1—-K?sin?p 


setzen wir nunin dem im Zähler befindlichen Wurzelausdrucke, weil hier der 
Fehler den geringsten Einflufs hat, A =1, so ist Y(1—%”sin?®) = cos, 
und also näherungsweise 


3 


Opcosp 1 ö er sin p) 
/ ai 2 ReL 
1 s 1% sin 2». 
N Be & A 
arg am O)= # ArcZang (A sind) = RAN og Malt: Ar 
Setzt man in dieser Formel d = T; so erhält man ebenfalls näherungs- 
weise; 
4 / 
Kol eng; "log Ken : 


7 05 VIER 3 
14* 


108 Vierter Abschnitt $.56. 


Auch diese Formel zeigt, dafs K’ desto gröfser wird, je kleiner k genom- 
men wird, da log — dieselbe Eigenschaft hat. Wir stellen diese Formel 
vor unter Ar 
m re log — = logo + log, mn; 
und ja sie also ein, dafs sie auch auf den Modul — = palst, da auch der 


Modul Be wenig von Eins RS ist, wenn X‘ Eu Tu wenig 


verschieden ist. Setzt man aber 4 statt des Moduls %‘, also 2. statt %, 
so verwandelt sich (dem $. 31. Zusatz l. gemäls) der Modul K' in 
i 


kK(K—iK)= KER, wegen der Kleinheit von %; daher haben wir 


2 
K— = log CE — log“ —logi, 
oder, weil log? = & ist, K’= log A Nehmen wir das arithmetische 


Mittel zwischen diesem Resultate und dem vorigen K’ = log —, so erhal- 


K' = log sl 


Setzen wir jetzt hierin = statt A, und —- — K statt k, so erhalten wir 


K-% = == lan Ah ach log ( logö oder 


ik 
ki log (2 


d. h. der Ausdruck für den Quadranten gt palst nun nicht blofs auf den 
Modul %‘, sondern auch auf den Kae , weil der Ausdruck sich wie- 


ten wir die Form 


der in sich selbst verwandelt, wenn > statt des Moduls %’ gesetzt wird. 


Es bleibt noch die Constante & zu ermitteln übrig, und zu diesem Ende - 
verkleinern wir den Modul % noch einmal. Dem $. 54. gemäls ist 
ne ‚ oder da wegen der Kleinheit von k und it K=L= > 


so muls 2X’=L/ sein, und also auch 
2K=L'=log er oder log (IE) = — ‚log(< nl: 


a2! avı 


Kan. 


folglich 


EM K2 ya 
und also =... 


“ 
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a 2 
Da aber X? = = om und X = IT also en - ist, so ist 
Mn 4 vu 
Aar 2 2 (VAR 
der Modul A’ noch weniger von Eins verschieden ist, als der Modul X‘. 


Hiernach haben wir also die Formel 
h; Kin log & 2) 


zum Ausdrucke des Modular-Quadranten K’, wenn der zugehörige Mo- 
dul 4 wenig von Eins verschieden ist, und es ist diese Formel desto 
richtiger, je kleiner der Modul k In Bei sehr grofser Kleinheit von k 


kann der Ausdruck auf K’ = log beschränkt werden, 


w und dieser Ausdruck reducirt sich auf «=4, da 


Anmerkung. Der so eben gefundene Ausdruck K’ = log as 
oder K’ —=1og(- ) kann als das Anfangsplied einer so rasch convergiren- 
den Reihe betrachtet werden, dafs die darauf folgenden Glieder ihrer grolsen 
Kleinheit wegen auf das zu findende Resultat keinen Einfluls mehr haben, 


ö $ 57. 
Berechnung des Quadranten K’ aus denselben Modularzahlen, welche zur Berechunng 
des Quadranten Ä dienten. 
Wenden wir dieselbe Bezeichnung an, wie im $. 35., so ist nach $. 54.: 


KR E _ K, q. Kon __R, 


” 2 eben so ıst 2.— 


eK a ES a Kern MERen 
Werden diese r Gleichungen mit ie multiplicirt, so erhält man 
K' K; 
ee 
Gaza K,” 


Ist der zum Quadranten K, gehörende Modul %, hinlänglich genau = 0 


geworden, so ist A, = > und also 


Ne „.K' 
K.— = N. 


Yo: N 
: ıst, so ıst 


er av _ j u), 


ar: kr 


! 4 
oder da K/= log 


also 
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oder auch | 
5, FO wa n le , 
1. lee Y N | 
r 16 k. sc 
0) 4r 3, 1 rn k . ® k? 4Kk ; 
Da k = den und .%k IFE, ist, so ist an, und also 
N ı 
k? / Kr 
= —r , oder auch 
16% 16%! %? %k? 
a Re Yoper: 
eben so ist 
ET N TR, 
oder 
Vu = 
16% ' 2 UK? 
y k? 8 IM 5 m 12 
” 2 ze 3 
16%; WR) 1613? 
u. Ss Wo 


Werden diese Gleichungen mit einander multiplieirt, und diejenigen Fac- 

toren weggelassen, welche sich, weil sie sich auf beiden Seiten befinden, 
aufheben, so erhält man die Formel 

2 27 

RL yaly 2, U Bien Rt 

u = TR77 oo Dis „ Bi % R = 

Io®. : dom WR SR Vk,) ‚es 

5 788 2 ’ 

Wird dieser Werth in der Gleichung Al.) substituit, und dann als 

unendlich grofs angesehen, so hat man die Formel 9 ri 


a 


Fr 


sc K' 


’ Baia ST ade YEIENE(ENE (Ye 
DER 1 RAN FEN 
st. K' 
ar = 


"wodurch die Exponential-Grölse e als ein Product unendlich vieler: 
Factoren dargestellt worden ist; diese Factoren nähern sich aber sehr 
rasch der Grenze Eins, und aus diesem Grunde geben schon einige erste 
Factoren des Productes, etwa bis zum Factor (k, „re, bei wirklichen An- 
wendungen ein hinlänglich genaues Resultat. i 


‚Man kann rück wärts sehr leicht zeigen, dafs die Exponential- Grölse 
UrRl, 


durch das "gefundene Product vollkommen characterisirt wird. Ver- 
tauschen wir nämlich. in jenem Producte den Modul % mit kı, also auch 
k‘ mit Ks wie auch 2 mit KR, und Ki mit A, so erhalten wir: 


t\ 
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naK, 3 
ER / 2 (28 Ts 
e Ku) an (My. (K.)*. (ki) „(Rt )} Vena 


wird das Quadrat der Gleichung (2.) hierdurch dividirt, so entsteht die 
Gleichung: 


RR = (a, 


und der Ausdruck auf der rechten ie: Feet sich 'auf Eins, wenn 


darin die Werthe k= u nd Ko re “ substituirt werden: der Ex- 
K' D 

ponent der Potenz von e ist also —0, oder auch 2. 2 = 26 was mit 

der Formel (34.) im $. 54. übereinstimmt. 


Werden für k,, &, k,, k, etc. n im $. 95. angegebenen Brüche 
substitnirt, und wird auch jetzt wieder. 5K = n gesetzt, so erhält man, 
wenn auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen genommen werden, 


die rasch convergirende Reihe 


3. 4. = log (U) + 210g (2) + 2108 (Ge) +rislog (2°) 
+ 310g (” RE 


Hiernach kann also der Onadrent K‘ aus denselben Modular - Zah- 
len berechnet werden, welche zur Berechnung von n oder K dem $.55. 
gemäls dienten, Die Reihe (3.) convergirt desto rascher, je grülser der 
Modul A’ ist, und die Berechnung von 7 oder K nach dem im $. 55. an- 
gegebenen Verfahren geht ebenfalls desto rascher von Statten, je größer 
k' ist. Man vereinigt also beide Vortheile, wenn man nach dem Ver- 
fahren des $. 55. denjenigen Quadranten berechnet, dessen Modul <sin45° 
‚ist, und nach der,so eben gefundenen Reihe den conjugirten Quadranten, 
dessen Modul >sin 45° ist. 


$. 98% 


Darstellung der Functionen sin (nu), cos(nu) und tang(7u), wenn amw gegeben ist, und 
der Functionen Sin(nu), Cos(nu) und Zang(mu), wenn am’ gegeben ist, als Producte 
unendlich vieler Factoren in Anwendung derselben Modular - Zahlen, welche zur Berechnung 


von ÄK oder 7 dienen. 

Ist in den Formeln des $.51. bis 9.54. o=u,, so kann man eine 

ganze Reihe von Argumenten u, WE Wu, us vun u,, die sich auf die 
Modul A, Ay, Ay, ....%, beziehen, herleiten, deren jedes von dem vor- 


“ 


IKdi* En a 


“ 


# 
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hergehenden eben so abhängt, wie das Argument %, oder » von x abhängt. 
Es sei ferner amz =, am, =P,, am, =®,, am, =P,, am, —=Q,, 
u.8. w., bis ama,—=D,, indem wir die successiven Modul A,, Ays Ras... 
... K,, worauf sich diese Amplituden beziehen, der Kürze wegen in der 
Bezeichnung weglassen. Es ist nun dnu=y(co®’®+X%”sin?®), und wenn 
wir überhaupt die Bezeichnung des $. 55. anwenden, 
Ya, ? 2? cos? 2? 8in? 
dnu = V(cos:® + sin?®) 2 Vmteostr nt ein? p). 
m ın 
Setzen wir also: | 
2 2 RE j . 
A = vm’co® + n’sin’®), A, = Y (m: 00s’P, +n}sin’Q,), 


A, = yY(m}cos®’P,-+-n}sin’®,)) u s, w., 
so ist 


A A, A, A Vi} 
Substituiren wir in der Formel (5.) des $. 51. die angenommenen Zei- 


chen, so haben wir, da v=u, sein soll, die Formel 


ze 


A An. Im m IE ie 
* 178 Va y 1 m m yaER, 
m 


oder auch 


= VER mm), eben so ist 


ai A,= Varz .mm,), 
Ne (GE 
u. 5 W, 


. N, m,) 3 


und nach diesen ziarulidh einfachen Formeln müssen die Größen A,, A;; 
O5 Ars «c.: A, berechnet werden. Auch diese Gröfsen nähern sich 
der Grenze 7, welcher sich die Modular- Zahlen im $. 55. nähern; denn 
da A,= y(m;co’®,+n;sin’®,) ist, so ist, wenn m,=n,=n wird, 


A,=ny(cos’®d,+sin’d,) =. 


U r f - . La 2. BER 2m m 
Nach Formel (2.) des $. 51. ist a ET Zn een h5 U; 
ao --—=-2....=-7, oder wenn m—=yis, so st v=—, 
mr m; Mm; m; i N 
oder auch 


un 
d. h. die Argumente %, %, %, Uss «+... %, nähern sich der Grenze nu. 
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Da ferner ®, = amu, ist, so ist auch, wenn %, hinlänglich genau = 0 ist, 
D,=u.=nu, d.h. die Amplituden ®, ®,, ®, D;, »--- ®, nähern sich 
eben so schnell derselben Grenze n%. 


Der Formel(20,) im $.53. gemäß ist tn = (+N).7 =. r + 2a} 
- ) ı i { 1 


mitau, 
BR 


= ‚ oder auch 
m, duw, 


m . am m 
ny=.-tnu;5 eben so ist nu=x- in, inw,= Zn, ws. W 
ı 2 3 


Da nun tnu,=tangu,=tang(nu) wird, wenn r hinlänglich grofs oder 
lieber unendlich grols genommen wird, so erhält man durch die Multipli- 
eation der vorstehenden Gleichungen die Formel 


ktang(yw) = tangP. (Fe Im ma me ); oder auch, da mt im, 
A, As As ) 


» ‚e.. 
m, m; my 


tangs(nu) =ntangd. (u 
Die Factoren dieses Pröduch convergiren nun sehr rasch gegen die Grenze 


Eins, da A,=m,=1 ist, und zwar desto rascher, je kleiner der Me- 
dul % ist, 


1 kr .. . 
Der Formel sn, Sp m des $. 5l. gemäls ist sny, = 


sn%,- eben so sn“ Br che a sn%,, 8n% 2n5 sn %,, 1.8 
Fi aa A %y = m,+&, 2,5 % 3 W. 


BER 
Da nun snw, = sin(nu) wird bei gehöriger Kleinheit von k, oder Gröfse 
von r, so erhält man durch die Multiplication jener Gleichungen 
E IN > 2m, _2m 2m, 2m, 
3, sinyu) = BD ne a re er u 
en u, _ A+r)eon 
du, Kr 


Der Formel (7.) des $. 5l. gemäls ist sncz, = 


en ee Nee also 


in 


cnu, = ku; eben so ist cn, = Ey coauU, WS& W 


Aus diesen Gleichungen erhält man eben so, wie vorhin 


2A ZN, 2.08, RUN, 
4. cos (u) = cosP. ve n, A‘ m HA, n,+&; eo): 


Im ‚Allgemeinen hat keine der drei Formeln (2.), (3.), (4.) einen Vorzug 

vor der anderen; die eine convergirt so rasch als die andere; die sämmt- 

lichen briggischen Logarithmen, welche bei ihrer Anwendung vorkom- 

men, kamen auch schon bei der recurrirenden Berechnung der Größsen 

A, &,, &;, A, etc. vor, und die Modular-Zahlen des $. 55., welche 
15 
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r 
hier wieder gebraucht werden, dienten schon zur Berechnung von n; ist 
nu nach einer von diesen Formeln berechnet worden, so erhält man durch 
Division die Grölse von « selbst. Die Berechnung von A, = y(1—k?sin’®) 
kann durch ein bekanntes Verfahren erleichtert werden. 

Zusatz. Setzen wir in den obigen Formeln wi, ut, u2 etc. 
für u, u,, u, etc., ohne den Modul mit dem conjugirten zu vertauschen, 


so verwandelt schA= daz n A= ne <= yl1+Rtn”u); setzen 


wirnun am/u—=», so ist A=yU+Rtangy)= a en m. Die 
Modular-Zahlen bleiben nun dieselben, wie im $.55., auch bleiben die 
Formeln (1.) ungeändert, welche zur Ber schumz von A,, As, A; etc. 
aus A=y(1-+%’tang’:D) dienen, obgleich diese Gröflsen selbst nun an- 
dere Werthe erhalten, 
Da A,= V (m —nr sin? sin? Pr) 
C05 W- 
m, = N,=n geworden ist, 


ist, so erhalten wir auch nun, wenn 


v(1— sin? w,) 


we Me 
N L cos i 
Da sich nun aber tang® = tnw in ?isn'uw=isiny; cooß = cnu in 
1 N a f 
= —— — o : 
Gh und sin® —=snz in 2tn’w=ttangw abändert, so erhalten 


wir die Formeln: 
RE ee N 
j 2m, 2m, E 
6. ©in (nu) = a BEN 


ver. 1 A A 
2s Eos (ya) == end er se earpan N, anal 


Die Anwendung der ersten Formel für Zang(n%) ist nicht zu empfehlen, 
wenn % beträchtlich grofs ist, weil der Arcus(nu) aus dem bekannten 
Werthe von Zang(n%) dann nicht scharf genug bestimmt werden kann. 


$. 59 
Die Gröfse nu dargestellt in rasch convergirenden Reihen, wenn amu oder am’u gegeben ist, 
in Anwendung derselben Modular- Zahlen, welche zur Berechnung von 9 oder Ä dienen. 


Setzt man in den Formeln des $.52., wie auch in der Formel (2.) 
des $.51. und der Formel (30.) des $. 53. jetzt u für 7; u, für © und 
k, für ‘\, so erhält man 
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1 J 
nN== Tre" 


dn u + dneu 
1 —+k' 9 
dn u— docu 
Aug; 
sn4a, = (1-+%)snusncea und 


- amu = Jam }arcsin (k, sn“) = 4amu, + 4arc tang kı =), 


\ 


dns, 


cnu = 


dnu, 
Wenden wir dieselben Modular- Zahlen, wie in $. 55. an, so haben wir, 
m 2u u 3 u u u u 
a u, oder —-_——; eben sit .——=—, 2.-2=— us. W 
mn m m, mi® m; m; my 
Werden diese Gleichungen mit einander multiplieirt, so erhält man .u=—. 
ö r 
. “s “ . u 
Da sich nun m, der Grenze 7 nähert, so nähert sich also > der Grenze 


2, 
nu, und — derselben Grenze 9u, da sich der Modul %, der Grenze 


Null nähert. 


Setzt man wieder dnu — u dnu, = = dns, = ey 


9 = 


m 1 m; 
Y I; 
> Wr P) reg He RN) mn 
o.. dnu, = ei so ıst m, = rag oder My u HH). Da 


mn —=n! ist, so kann die Formel auch also. geschrieben werden; 
N +(V Ent eben so ist 


1. se} (Vı+ = ’ 


NE 

v= 44%) 

N 2 

u. WW. 

e-3 
Ferner ist cnu, = ne, und also 

m—n RR Na 
5) ‚end = 3 (V | =): 


Aus dieser Gleichung und der vorhin hergeleiteten erhält man durch Ad. 


dition Zz—. m u-+Vı=V und also rückwärts: 
ig: ö "Zn, =) Vo re 


Wir wenden noch die folgende Bezeichnung an; 
| f 15 * 
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mn m,—n \ 
di = 2 «SDU, , d, = - D) 1.sn%h, 
Kenne, en, 
2 2 | 
Us Sc We 


und entwickeln, ehe wir weiter gehen, die Formeln, welche zu einer 
scharfen Berechnung der Grölsen ö,, &> 03, Ö,, etc. dienen. Es ist zu- 


Y 1— __ Ü+%).snwenu__ (1-+KN)sion@cosp 
nächst Ö Zen 5) .Fn U, und sn U, = a pn are TR f wenn 


amu—ß, also V=y(i—K’sin’®) gesetzt wird; daher ist 
| ER k? Sinpeonp 
2,7 
Die folgenden Coöffcienten d2; d,, ds, ds etc. können bequemer berech- 
net werden. 


Es ist Du RB 


Ö, m—n 'suu,? 
m, tn, 
V 


F 


1+-K 
da aber sn, = ( K CIE) m enu, = 
u 
sn“, cnu, ist, so ist 
mon cHuy, 
ı m—n Vi Ai 


da aber cn = kN ist, so entsteht 


m — 


du Alm rl MV 
ö, (m—n)* - V j 
Dieser Ausdruck gestättet noch eine Reduction. 


men und n, = y{mn) folgt auf der 
Stelle m! —n? = mem, und es ist also 


= Vods En V-YVı) V,).R:siupcos®, 


Aus den Gleiehungen m, = 


; eben so ist 


N 

- Re I yes (V—-V, W,—V; —V,). a 

eV 29.20,.2V, 

4 YızVYı yo V-VY)NıoYlYo—VYo).Heiugenp 
IV. 29.2V,.29,2 9, 

, == are NE Urs Mall Varh VaHVES Ve) „a? sin p c08 @ 

| 2v, 2V.2V,.2 04-2 04:2 Vs 

U. Ss Wo 


Die Grölsen d,, &,; 4, & etc, werden nicht alle positiv sein, wenh auch 
ö, positiv ist, weil auch die Differenzen V—V,, Vi —V;; Y—V;, 
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V,—YV, ete, njeht immer positiv sein werden, Uebrigens nähern sich 
die Grölsen V, V,, V2> V3, Va ete. sehr rasch dem Verhältnisse der 
Gleichheit, und es wird V,= 9, wen m—n,=y wird. Eine Folge 
hiervon ist aber, dafs die Gröfßsen 0,, d,, d4, 0, etc. eine überaus rasch 
convergirende Reihe bilden; in den meisten Fällen ist schon Ö, hinläng- 
lich genau = (0). 

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun leicht, 7% in einer rasch con- 
vergirenden Reihe darzustellen. Es ist amu=Jamu, + are sin (k, sn“), 
da aber #, = = Gr 


°. Ö ® 
amu —= Jam, + are sin (=); eben so ist: 
1 


ist, so haben wir 


Kl; 
Jamu, = 4amu, 4 Farc sin 2)» 


Jam%, = Fam, + }arc sin (=) 


u 8 w. 
Durch die Addition dieser Gleichungen erhält man 


emu—= amt, -+- Farc sin (> )+ Harosin (3 )-+taro sin (22) ++. 
ee). 


Vergröfsert man aber 7 hinlänglich, so nähert sich —- amt, der Grenze y, 
und es ist also ; ’ R 

. \ . . Öö 
4. gu=P —Larcsin =) Larc sin (>) #arc sin 2) Ws aresin (=) 


“ 


2.64 
— „15, arcsın (2) — etc. 
Mm; 


uU, — d, 
) = are tang (1) 
= arotang Es ist, so kann die vorige Reihe auch ie dargestellt werden: 


Da aresin(k,sn %) = + arccos(dn“,) =aretang (a ; 


5. 3u= P—}are tang (2 Ir + arc tang ee — }arc tang (= ) 


— 7% arc fang (2) — zisarc fang ee — efc, 


Die einzelnen Glieder, welehe in diesen Reihen auf ® folgen, haben un- 
geachtet der Vorzeichen (—) vor ihnen nicht jedesmal eine Verminde- 
tung zur Folge, da unter den Größen d,, d,, &5, > % eo. einige auch 
vegativ sein werden, 
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Den so eben entwickelten Formeln gemäls müssen, um 7% zu be- 
rechnen, aufser den Modular-Zahlen des $. 55. und den Grölsen VW, 
V,, V3, V; ete., auch noch die Gröfsen d,, d,, 05, 0, > 0, etc. berechnet 
werden; die Berechnung der zuletzt Enten Gröfsen kann man um- 


gehen, wenn man, da arc sin (k, snu,) = + arc cos (da «,) = +arc cos e ik 
die Formel also schreibt: ni 


6. u = O4 421.000 cos (I) + 40,.aro cos (22) 
+10; arc cos (2 :)+ etc., 


und unter jedem von den Zeichen &,, %;5 d;, &, etc. versteht entweder 
+1 oder —1. Vergleicht man diese Reihe mit den vorigen, so sieht 
man, dafs die unbekannten Vorzeichen sich lediglich nach den Zählern 
der Ausdrücke 6, da; ©, d, efe. richten, Ist, wie wir hier annehmen, 
ama oder P<5; so ist 
&,. ui 

Ferner haben die übrigen Gröfsen «,, &;, 3, Q, etc., deren jede =H+i 
ist, dieselben Vorzeichen: | 

a mit — (V-V); 

&; mit — (V-—-V)(Yı—V5); 

u. mt — (V-V)M—V)VY—V;), 

a mit — (Y—-YV)Im Va YV—V) 

8 We 

Hiernach lassen sich die Vorzeichen %, 4; &, 4, etc., auch ohne die 
angegebenen Producte wirklich zu berechnen, schon aus der blolsen An- 
sicht der Gröfsen V, V,> Va, V;, V; etc. bestimmen, wenn man nur 
darauf achtet, ob diese Größsen, statt abzunehmen, zunehmen. Jedesmal 
findet ein Zeichenwechsel Statt, wenn eine folgende von diesen Grölsen 
größer ist, als die ihr zunächst vorhergehende, und durch diese einfache 
Bemerkung sind alle Vorzeichen in der Reike (6.) völlig bestimmt. 


Da die in, der Reihe (6.) vorkommenden Arcus im Fortgange sehr 
rasch immer kleiner und kleiner werden, und also mittelst der Cosinus 
nicht scharf zu bestimmen sind, so wird man die Reihe (6.) endlich also 
darstellen: | 


PFiüertersAbschnätst: $. 59 il 
N | 


73 nu = O-t a ar tang (TE) + -aro tang ( 14V) 


+ = .arc tang ( mr 2172 g ‚arc tang ea —) 


| + Te .arctang (ve) + etc. 


Zusatz. Setzt man wi für u, ı,ö für ,, mi für %, u. s. w., 
so bleiben die Gröfsen V, V,, V, etc. reell, nur ändern sie ihre Bedeu- 
tungen. Setzt man am'v =, so verwandelt sich V— v(i—R sn’u) 
in V=y(1+# tn?) oder V=y(1-+A?tang)). 

Die Formeln (1.), welche zur Berechnung von V,, V,, V,, 7, etc, 
dienen, bleiben ungeändert, wie auch die-Modular-Zahlen des $.55. Die 


5. __ k’snucenu B FIRE ;k2 tn’ 
Größe d, = Et verwandelt sich nun in öl ce setzt man 
aulserdem noch od, für d,, ö0, für &,, ©d, für ö, etc., so hat man 
k? tang 
h=-—r 
27 cosw’ 


u Y=VYı 9 - I -Yı) Rang 
: DIE EN WON, en 


Kar Va rl V,)V, —V3) k? k% tangap 
nn er TEEN LAN RM ——, 


8. Ns Va VE2V, es WY 
„= Ya2VYı go VG) -V)Vı Ve) Bangy 
22V; DU 2 V 2 Va 2 Vs cosyw ? 
SE MET = V-YW)WıV; = Va) Var ‚W=V)WVs—V.) R tang 
2Vi IUU2V AV, DV, AM, op 
U Se We 


Da nun aufserdem amu? =: Amu =ifam’u=it,) ist, so hahen 
wir also zur Berechnung von « aus am’ —=% die Reihen: 


9%. 10 = 9 4 Arc Sin (Fr) — 4 Arc&in (2) —F%ArcCin (2) 
— 1% Are Sin m I Arc Sin (>) — etc., 
10. u=tl—4 Are Lang (- 9 + ArcTang Ei 4 Arc Tang Ei 
— Arc Lang (>: im 5 Arc Tang (>) etos 


Anmerkung 1. Es ist ein bemerkenswerther Umstand, dafs so- 
wohl die unendlichen Producte im $. 58. als auch die so eben gefunde- 
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nen Reihen einen im Ganzen gleichen Grad der Convergenz haben, wel- 
cher nicht von der Grölse der Amplituden ® und y, sondern lediglich 
von der Grölse des Moduls % oder Ak’ abhängt. Ist der Modul der gege- 
benen Amplitude <[sin 7 so wird man sie =t= am setzen, und also 
die Formeln (2.), (3.), (#.) des $.58. oder die Formeln (4.), (5.), (7.) 
des $. 59. anwenden; ist aber der Modul der gegebenen Amplitude >sin z R 
so wird man sie =y=am’u setzen, und dann überhaupt die Formeln 
(3.),; (6.), (7.) des $.58. oder die Formeln (9.) und (10.) des $. 59. au- 
wenden, wenn in beiden Fällen die Rechnung so kurz, als möglich, sein 


sel. Wir werden, wie hier, so in.der Zukunft immer uns den Modul Ak 
als <sin, und den Modul X’ als >sin I vorstellen, wenn das Gegen- 
theil nicht ausdrücklich erwähnt wird. 


Anmerkung 2, Wenn man in der viel gebrauchten Modular Glei- 
chung \=r statt des Moduls % setzt = so erhält man Aa 
wie im $.49., und es kann dieser Ausdruck auch also dargestellt werden: 
el). Wenn man gleichzeitig ku für « setzt, so 


verwandeln sich die Formeln des ‘$. 5l., $.52., $. 53, in die des $. 48, 
und $. 49, 


Fünfter Abschnitt 


$. 60. 
Ven der Integration der Modular -Functionen. 


Differenzürt man den Ausdruck f= n Arc Tang (ksna sn“), indem 


spacnudau.du 
1—k?:sou?asn?u" 


man u als veränderlich betrachtet, so erhält man df= 


Dieser Ausdruck kann auch also dargestellt werden; N) 


und es ist also 
1. 7 u 2 Arc Tang (ksnasnu). 
ERTL 


Setzt man in dieser Formel a+:K’ für a, so verwandelt sie sich zu- 
nächst in 


[1 
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Wi Fo + du 

ksp(a-tu) ' ksn (a—u) en smu 
| an BZ LG: — Arc %a ng (* =) 
und es ist also 


2. /3 VAL (a-+u) a su a) = Arc? aa & )- 


Setzt man in der Formel (1.) zuerst K—« für «, so verwandeit 

sie sich in; 
Kern aeelern 

0 
setzt man in dieser Formel nun Ka für @ und ku für u, ferner z statt 


des Moduls A, se erhält man auf der Stelle: 
Sf en (a—u)-+ en (a-+u) 1 1 


og u= — = Are Zang(k snca ann); 


! — arctang (+ cnacnc u), oder 


fe en(a—u)ten(atu) y,— A 
bi SPEER NT 57 229Br Freue 2 ®, al 


kena sn u 
7 arc tang ( ) 


Er 5) 
€ du 


Vertauscht man in dieser Formel den Modul % mit %‘, indem man «ai für 
a und u? für % setzt, so verwandelt sie sich - 


a la Harn) = jr McZang (EI) 
= > Are Lang (ms), 


Setzt man in der Formel (3.) ka für a, ku für u und + statt des 


Moduls Ak, so verwandelt sie sich in: 


du (a— u) + dn (a4 
Di FF 


u = arctang (dnatnu), 


was mit den Formeln (13.) und (14.) im $. 12. übereinstimmt. Setzt 
man in dieser Formel K—.« für a, so verwandelt sie sich in; 


2 SI (ee n u) ae a) ar = BRBSHlapE Ge: 


Vertauscht man in der Formel (1.) die ne conjugirten Modul, und 
setzt man «a2 für a, wie auch u: für u, so erhält man: 


tu ( in(a — 
8 FF => = Ars Tang (king ta), 


und eben so erhält man atıs der Formel (2.) 


. j | a Be SI: sn =r to‘ en) = ArcZang c -): 
16 
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N $ 6 l OD ; % 
Der Formel dam(a+w) = tdn(atu)dw gemäls ist rück wärts 


Ye da(a+u).ou = am (a 4%) const. und 
JS (a—u).oeu = am(a—u)-+ const, 
In beiden Fällen findet man die CGonstante = —ama, und es ist also 
N \ dn (a+u).Ou = am(a+u) —-ama = arctang (tn(a+u))—arc tang (tn«@), 
R /-% (a-u).du = am(a-u) -ama = arctang (tn(a—-u)) —arctang (tna). 
Aus diesen beiden Formeln erhält man durch Addition: 
fetten ar ler Ah uk lem seen 
und diese Formel verwandelt sich nach $. 12. in: 
2, rt ou = arctang (tna dn®)—arctang(tn«), 


oder auch in: 


do(a—u)— dn(a+u) 2, — kr ddn) 
T BR, me ero fang ee h 
Setzt man in den Formeln. (l.) K—.a für a, so erhält man: 


IRRE == = [are tano N EN tano ()| 
o du(@e— u) Kr” 5 een a TFT 


oder auch 


N on N en [are tang (k’tna) — arctang (k’tu(a—w))], 
Bed, | 
Tan == Ei [aretang (A’tna) —aretang (ktn(@-+u))]. 
0 . 
Die Formel (2.) aber verwandelt sich in 


ou ou k’tna 


is % 1 5 „it ER 
4. di: 3 ee) = = Jare tang (k'tna) are tang ( Fp> )]- 
Setzt man in den Gleichungen (1.) ka für a, ku für w, und “ statt des 


Moduls %k, so erhält man; | | 
i if; en(a+u).ou = = [arc tang (er) — arc tang )]; 
% — en(a—u) du = - [arc tang (EZ) — arctang a] Ä 
und die Formel (2.) giebt eben so: ' 
6. da Br » en, vum = [are tang (Fe) — arctang (= =] " 
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Setzt man in den Gleichungen (3.) a: für a, u: für uU, nachdem man die 
beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht hat, so erhält man: 


Fi en re ar? „| Mrezang a) — Arc Tang Te] Ä 


- OU sna I k’ sn (a— u)\ 
# ee) oh  |reXang (X a) ArcTang ( nr u) ; 
und die Formel (6.) verwandelt sich in 
ou: oe k'sna & k’sna\ 

9 7 bi rn Hi | Ban [Are Tang( dna )- Arc Tang(;, | n 
Setzt man in der Formel (5.) X—.a für a, so hat man Re 

F ene(a—u).ou — * Jare tang (& X cn («—u)) — arc fang, “on a)|. 
Hieraus erhält man nach $. 31. sofort 


f sn (a—u).du — = iArcZang (ksne(«—u)) — ArcTang (k snoa)], 


7; 


9. 
F sn(ca +u).ou= ei [MreTang (A snea) — ArcTang (Ak sno(@ + %))]. 
/o : 

Wird auch in der Formel (6.) gesetzt K—a für 4, so wird sie 

Y er ern ON. + Jaro tang (£ cn a)— arc tang (& ena cn «)], 


® 
und dem $. 31. gemäls verwandelt sie sich in 


10. FT so(a+u) — sn (au) 5% 


= 
_— & [Arc Tang(k snea) — Arc Tang (k snca snca)]. 
Aus den Formeln (7.) erhält man in gleicher Weise: 


S. zz = ArcSang (enca) — ArcZang(sne(«+1)) und 


E BA — ArcTang(snc (a — u)) — Arc Tang (snca), 


o se(a—u) 


11. 


und aus (8.) erhält man: 
£ ou ou. snea c Lo 
12. J# ser! nn ArcZang (Ü- :) — Arc Tang (snc a). 
Vertauscht man die beiden conjugirten Modul, und setzt man ai für a, 
wie auch 2 für u, so es man noch: 


tin(a —u).ou—= + [Arc Tang (duca) — ArcTang(dne(a — w))]|, 


13. 
v2 tn(a+u).du = n [Arc Tang (due (a + %)) — ArcTang (daca)], 


14. peter = = [Are Xang (Fr *) _ er rang Yard], 
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2. 


NN ee = Arc Sang (Ana) — HrcLang (din(a+4), 


15. 
| J. tn - u) = Arc Tang (dü(a— w)) — Arc Zang (dea), 
10) u A Lt N dn a 
> fi ke Gr Te = ArcTang (e) — ArcTang (dn a). 


Zusatz. Aus den entwickelten Formeln machen wir nun noch 
folgende Zusammenstellung: 


1. KR CH == - ArcTang(ksna snu) + C, 
2. Fi m =— 2 Arc Tang (k sn a sc“) + c, 
3 BEE TT „= 5 arc tang (# cn« enex) +GC, 

4. nn = are tang (Z enca enu)+ C, 


do adau.du 
1—k? sn? ası?u 


5% = arctang(daa tnu) + C, 


k?sna cwasnuenudu 
6. JE ne Na tang(tnadau) + ©, 


sn? 


snacnadau.du 1 RER: 
ef Seinen —— Ka tnatna) + ©, 


doa sn u cwu.Ou 
8 


—) 
* J/ ewm?acn?u— le? sn?asmn?u 47 ArcZang { +6 


coadna mudau du (ger “ 
Dr en aaa, — AecZang +0 


k'? snasnu.du 
10 en®acn?u—k'? suta n?u ArcZang Ssuc u un C 
1 J= enudau du RR Hrct San ke =) L Ir 
r sp? a—so?u , 8 
eoadnasnıudu __ wg 
12. J: snta—suu Arc Zang sucu r © 


14 snadoa souduudu 


enacnu du 1 .: (5 
13. Nas Sntasııu — 7 Ale Zang cna +6 
1 
ei ArcTang ( 


ner) C 
cn? a cn? u —k'? sn? ası? u cou +6 


Fünfter dbsohniti»$. 6% | 125 


dnadıudu 1 
len: nadıu du = 7, arc tang(dnca tnu) + C, 


adn? uf-x? K'? sn? a so? u 


k?snaecnasnucnudu 1 
16. ARERFFT UFadtupk ET ge 7, arc tang (dnou tna) + C, 


ji snacnadnu du un HrcTang (> “) as C 


15. 


17, su? a— su?u 
dnasnu enu du > a) 
18. x er a Fre = ArcTang a. # 


Alle vorhin betrachtete Integrale lassen sich also als Amplituden, oder 
auch entweder als cyklische oder als hyperbolische Arcus:darstellen. 


$. 62, 


Zweite Differenziale der eyklischen Modular Functionen und ihrer natürlichen Logarithmen, 


Differenzürt man die Gleichung d snz = cn dnu.Ou noch einmal 
so erhält man ö°snz = (—k’snu cn’u—sna dn’v)Ow, und es ist also 
1. Ga = 14) mu+2% mu. 


Pr 


Eben so findet man noch die Formeln: 


2. RL = (—1+2%) en@— 2%? cn’u, 


3, en — (1+%”) tnu + 2%” to’u, 


4. Zi — (414+%%)dau— 2du’u. 


Ist also z irgend eine Modular-Function des Argumentes u, so hat ihr 
zweites Differenzial-Verhältnils jeden Falles die Form 


Ru = a.3+Pe. 


. Da überhaupt dlogP = = ist, so erhält man \ 


enu dnz dnu _ Ku 
Er? cuc u 


Ologsnu __ 
ou °". ‚sum 
—snudnz — si u 
—o —tanglam?2u = —tnudoz, 


ie ne (miininmgrenininene nn 
— — — 


9 
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oO log duu k? sou enu i 

ge 

ö log tou dou  __.. dau A 1 
RAN ur alau su uenu sn a socw“ 


Differenziirt man diese Formeln noch einmal, so erhält man ‚nach einer. 
leichten Reduction: 


5. Zuemu N % a \ 
6. ee age u, 
7: =- Aut an 
8. ra LA =' mu ——. 


Da 1—k"—k=0 ist, so kann die Formel (6.) auch also geschrieben 
werden: 


O°? logenu "4° 2 du? 
9 nn ee 
Zum Beschlusse entwickeln wir noch das zweite Differenzial- Verhältnils 
von dn’w. Es ist 


8 da? u 
—— = —?2/’snu conu dnv, 
ou 
also 
oO: dn? u 9 2 2 n b) k 2 2 9 6: X 
en —= 2%’ dn?u sn’ u 2 2% sn’u cn u— 2k en’u dn’u. 
Setzen wir der Kürze wegen dnu=t, alo Asn’uw—=1-—!t und 
Rcnu—=t-—k”, so ist 


HT = MAN +2) — Ul—k®), 
oder, wenn man nach Potenzen von £ ordnet, 


Ir — — 2? +41 +K°)1— 68, Mür = du, 
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Sechster Abschnitt 


Von den Modular-Integralen der ersten Art. 


$. 63. 
Von den Modular-Integralen der ersten Art und den elliptischen Quadranten überhaupt, 

Wenn man eine Modular - Function des Argumentes u oder e HU init 
du multiplicirt und dann integrirt, so lälst sich das Integral jedesmal als 
eine Amplitude, nämlich entweder als ein byperbolischer oder eyklischer 
Arcus darstellen, und es bieten diese Integrationen, welche im vorigen 
Abschnitte sehr ausführlich behandelt, und aus der Formel ama = 2 dnwou 
hergeleitet wurden, wenig oder gar keine Schwierigkeiten dar. Wenn 
wir aber das Quadrat einer Modular-Function des Argumentes z mit du 
multiplieiren, und die Integration versuchen, so kann dieselbe durch die 
bisherigen Hülfsmittel nicht gefunden werden, und es ist also die Wahl 
einer trauscendenten Function erforderlich, welche, weil die Amplituden 
die Aushülfe versagen, an ihre Stelle treten muls, und worauf nun die 
gesuchten Integrale zurückgeführt werden müssen. 


Die drei Integrale / sn’u.du, / en’u.du und JS, ge’ u.3u können 
sehr leicht auf einander zurückgeführt werden; wir nennen sie Modular- 
Integrale der ersten Art, und werden demnächst noch einige zu ihnen 
hinzufügen. 

Da das Integral amu = / dnu.2u unter den ihm ähnlichen das 


einfachste ist, so wählen wir jetzt ebenfalls das Integral ya dn’u.du zur 
. 0 

Grundform, worauf die ihm ähnlichen zurückzuführen sind. Da die Recti- 

fication der ebenen Ellipsen von diesem Integrale abhängt, und durch das- 

selbe im Grunde ein Bogen einer Ellipse, wie wir nachher zeigen wer- 

den, ausgedrückt wird, so setzen wir: 


1. elu = / dn’u.ou. 
9} 


Die durch dieses Integral vorgestellte transcendente Function nennen wir 
vorzugsweise das cyklische Modular - Integral der ersien Art. 


“ 
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Wird u=K gesetzt, so haben wir ein bestimmtes Integral, ner 
ches wir durch Z bezeichnen. Hiernach ist: 


R. B=/" dn’v.ou. 


Die Gröfse elz hängt von dem Modul % und dem Argumente x 
zugleich ab, die Gröfse E hängt lediglich von dem Modul A ab, 
Wird statt des Moduls % der conjugirte k’ genommen, so dient die 
Bezeichnung Rn 
3. el’u = / do”u.ou und E=/ dn”u.ou. 


Die Gröfsen E und EZ’ nennen wir aus dem schon angeführten Grunde 
die den Moduln % und % zugehörigen und insofern conjugirten elliöptischen 
Quadranten, wodurch sie von den conjugirten Modular - Quadranten K 
und X‘ hinlänglich unterschieden werden. 

Wird die Function elu auf das Argument K—u bezogen, und 
also K— u für u gesetzt, so setzen wir eleu=el(K—wu), und eben so 
ist el! u=el(K’— u) 

Setzt man in der Gleichung (1.) —u für u, also — du für u, so 
hat man el(—wW)= wi dn’u.du oder el(— u) = —elu. 

Da dnu.öu=0damau ist, so kann die Formel (1.) auch also dar- 
gestellt me 

4. elu = /, dnu.damw, 


Setzen wir amu=P®, so ist also 


elu =/, oDd.y(1—Ksin’®). 
an wir hierin zuerst den Modul k = 0, so ist das Integral \; 00=B; 
setzen wir aber k=1, so ist das.Integral / 8P.c0s®=sin®, daher ist 
0 

das Modular-Integral elu immer zwischen den Grenzen D und sind, 
oder also zwischen den Grenzen amu und snu enthalten. 

Da immer P>sin®, also auch amu >sn% ist, so verkleinert sich 
also bei der Vergröfserung des Moduls % die Function elu, wenn % un- 
geändert bleibt. Fur den en Quadranten haben wir die Formel 


E=/f" op. yvAa—A’'sind). 


Der Quadrant X ist also immer zwischen den Grenzen 5 und 1 enthalten, 


und er verkleinert sich also bei der Vergröfserung des Moduls. 


# 
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ö j $, 64, j 
Zurückführung aller eyklischen Modular-Integrale der ersten Art anf das einzige elw. 


ä Da dn’u = 1—%°.sn’z ist, so ist /, dn’ uOU=Uu— RK f sntu.da, 
und also rück wärts 


1. Se uou— u—du 


k? 
Da d’u=k”+-Kom’u ist, so ist / dntu.ou=K”. ui [ cn’ %.0u, 
) 


und also 
a elu— K?, u u—celu 


0? Is da u__ 


Multiplieirt man die Gleichung —dn’ + mit 9% und in- 


tegrirt man, so erhält man: 


2 BC AL ERR 2 ou 
ksnusncu = —elu-+%k”. ‚m? 
oder 
3 Ou __ elu—k? snusnew 
o du? u KETER k'? ® 


Es kann de Formel auch also dargestellt werden; N dnc? u.9u = 


elu—k’snusucu. Nimmt man nun zwei Argumente % und %’ so, dals 
u+-u=K ist, so haben wir 


E = f dnu.du = S"inu.ou+/ dn’u.öu 


Ba X on hi Are ER ie 
| | E=elu+/, dn’u.0u — elu 5 dn’u.9%. 
Führe man nun die Größe vu’ = K—u ein, so hat man du = — du), 
und da für uv=K ist u =0, so hat man E = elu + f" ancw.öw. 
0 
Eben so ist E=elw+/"dncu.ou, also E—elcw = /, dnc’u.ow, und 


wird dieser Werth in der obigen Gleichung substituirt, so erhält man 
die Formel 


oder 


4. E= elu-+eleu—k’snu sncz, 
wodurch die Functionen elcu und elw auf einander zurückgeführt sind, 
"Bald nachher werden wir diese Formel aus einer noch allgemeineren 
herleiten. 
PETE 


+2 
‘ Multiplieirt man die Gleichung — ;— = — Kına — . mit 0%, 


und integrirt man hierauf, so erhält man zunächst 
17 
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a Ps 12 du 
! tnu dnu = Kt fen u ou TR a 
und substituirt man hierin den Werth aus Formel (2.), so hat man 


5 ou tnudau—elu-+ %?,u 
Y ende ven K'? ? 


woraus, wenn K— u für u gesetzt wird, noch folgt 


da 
PER N ande 
RO 4 ae - const 
oemeru  —_ k'2 N 
1— en? uU a 1 “ ® 
Da tw’u = — — ee ist, so ist 
{ tnudnau —elx 
[ w u.ou = a erreeg und also 
6. En 2 
ou 
—— — tnuwdnua— elw. 
one? u 


ae) ., 9u-tdeleu 


Da der Formel (1.) gemäls sneu.du—= — 9 eK % 


ist, so erhält man durch die Integration 
JS sneu.du = Ah - const. 
0 


Setzt man wirklich «—0, so hat man 0 + const. und also 
u—(E-— elcıu) 


3 
2 
0 k 


Ti ft sneu.ou = 
diese Formel kann mit Benutzung der Formel (4.) auch also geschrieben 
werden: #, 
2 k? snou — elı 
| Ssne’w.du Aa ale PL re 
f 


Der Formel (2.) gemäls ist 


anche Da tn Er aa a Be nla 


k? k3 3 
daher ist | 
| eleu-t-k'?. u 
/ enc’u.0Uu = const. — au > 
= 0 
R are AB 2 
Wird wirklich u= 0 gesetzt, so hat man O = const. — 75; ‚und also 
| Bar a E—- eleu—k2, u 7 elu— x? snu sncu— Kt, u 
8 A cnt u. u — ae A 3 — BE 5227 Vo as Via ner 


1 


i \ " 0? log sau 2 
Setzt man in der Gleichung a ; — kKsn’ u —. 


3 


y i .. J?log sneu ie i ) . gr 
K—u, so wird sie — a = kisne’u— r,+ Wird diese Gleichung 


& 
= für & an die Stelle - 


Sechster .dbscahnüät "8.65, 131 


Ologsneu sneu __ 


mit du multiplicirt und dann. integrirt, so erhält man; 2% E 
k % 


zig neu 4 ce u nn Bf suctudu— , ; daher ist | 
0 


ENCU dn zu on Snc? u 


ou 


./ „ suc? u 


= —elu- I Sn“ snceu + X a. "ONE 


dax 
da aber 


k? snwenu Kinn inu 
dı u + En 
ist, so reducirt sich die Formel a 
ou 
9. - 
Man gelangt zu’eben dieser Formel kürzer auf folgende Art. Nach $.62, 


. 0°] 14 : l Fr. . .e . . 
Formel 9. ist ET, = 1— dn’u— multiplieirt man diese Formel 


an (An? uk”) — tnudnu 


don z 


= tnadnu-u—elu. 


mit &, und integrirt man, so erhält man auf der Stelle 
du dn?u. 
= ou = tnudna + u—elu. 
0 


o suc? u en? u 
Die Function DI wird nicht unschicklich die elliptische Function des, Ar- 
gumentes % genannt, 


$. 65. 


Allgemeine Relation unter den Fanctionen el (a+u), ela und cls. Entwicklung der 
elliptischen Function eines Trinoms. 

Das Modular-Integral el(a+u) des Binoms a+ lälst.sich aus den 
Modular -Integralen ela und ela der Theile des Binoms zusammensetzen, 
und zu der Entwickelung der dazu dienenden allgemeinen Formel gehen 
wir jetzt über, Es ist nach $. 34. | 

2dnadnu 


| Ina) Hal) w T-Rehaden u und 
2 
dn(a—u)—dn(a-+ u) = 2k?snacnasnuenu 


N 
werden diese beiden Formeln mit einander multiplicirt, so erhält man 


1— k? su? & sn? u 
4%°? sna cna dna.snu enudnu 
EEE NED IR) a er 1 dn 
dn (Ag) dn’(a-+ W) (1—k?sn?asn?u)? 
1 


Ira: asn?u 
3 ( A: 1 ) BR 2%? sn? a sau enudon. On ou 
1— k:sn? ass? u) (1— k? sn? asn? u)? 
und es kann Als ‚die Bu Formel auch also dargestellt werden: 
17 * 


» » ! PR . 
Differenzürt man den Bruch‘ ‚so erhält man 
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dn’(a —u).!u—dn(a+u).ou = Malıtd (ah); 
da ferner della — u) = — dn’(a—w).du und della + vw) = dn’(«+v) du 
ist, so erhält man durch Integration 
const. —el(a— u) —el(a-+ u) = N, EEE 
Setzt man, um die Constante zu bestimmen, %= 0, so ist 
2cnadna 
sna 
und wird diese Gleichung von der vorigen subtranirt, so erhält man 


eonst. — ?2.ela = 


2ela—el(a—u)—el(a+u) = Meile email: 
oder‘, da ERNEUT Re Nein: Pr uEHE ist, so findet man die Glei- 
chung: 
1. len Amann Bang er k?sna cnadna sn? u 


"IR? sn? a su? u n\ 

wodurch schon ein ara zwischen den drei sich auf denselben 
Modul % beziehenden EA DERNER el(a+ u), el(a—u) und el@ ausge- 
drückt wird. 

Beachtet man, dals el(u—a) =el(— (a —u)) = —el(a—u) ist, 
und vertauscht man in der vorigen Gleichung a mit %, so erhält man 
sogleich noeh die Formel: 

en OB: 2 2 
2 ee er INT rn Em hin, 
welche man übrigens auch gerade eben so hätte herleiten können, wie die 
Gleichung (1.) hergeleitet worden ist. Werden die beiden Gleichungen 


(1.) und (2.) addirt, so erhält man: 
el(a-u) = ba EL Ta) 2 FE 
‚welche Formel noch einfacher also dargestellt werden kann: 
3... .el(@ u) — ela-+ elu— k'snasnu sn(0 + Ws 
Setzt man hierin — x für u, so erhält man: 
4.  ella—u) = ela—elu+k’snasnusn(a—u), 
und dieselbe Formel findet man auch, wenn man (2.) von (1.) subtrahirt, » 
Aus den vorigen Formeln leiten wir noch durch ii 
einige allgemeinere Formeln her. Es ist. 
elu-v+-a)= N ee re tt und 


elWrk®) = elu+elv— ksnusnvsn (4 +v)," also 
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e(u+-v--a) | 
= elu te. (snusnv + suasn(u-+o- u)), 
und da nach $. 44. 


suusuvt-snasn(ufv-La) __ ® | i 
Te = 1+%k’snu snv su nn (u }.0.0) 


ist, so erhalten wir: 


5. elurrto)= 
elu+ elv-+ ela—k’sn (u-+-a)sn(v+-a) sn(u-+v) (14 k’snusnvsnasn (u--V-+0)). 
Diese Formel ist symmetrisch in Ansehung der drei Elemente «, 
e und a.. Setzen wir —a für a, so verwandelt sie sich in 
elu+-vr—a) = 
elu-+ elv— el a 0) sn(v—a)sn(u+v) (l—K’snu snosnasn (uU--v—a)). 
Wird in dieser Formel u--a für v und v-+a für v gesetzt, so verwan- 
delt sie sich in: 
el(u+-v+ta) = ellura)+elv--a)—ela 
— ksnusnosn (u+-9+2a).(1—k’sn(w-Fa)sn(v + a)snasn(u--v-+a)). 
Da aber der Schlußsformel des $. 44. gemäls ist: 
1— A’sn’asn’(u+-v-+a) = 
(1—%’sn (u-Fa)sn(v + a)snasn (u-+-v-+a))(14+%k’snusnvsn asn (u-+v Ey, 


ferner " 
ri? Be (urote)ta, also 


sn(uto-t2a) = enter) dn us-eEa) 


ist, so reducirt sich die vorige Formel auf: x 
6. el(u+-v+a) = elura)+tello+a)—ela 


u; suu k? suwsnv su sn («-vta)enadna +k?snu: ?snusnvsua nvsnacn(utv-ba) dn (uva) 
1--k?snu suv snası suv snasn (ufvta) 


‚und sie kann noch einfacher also dargestellt werden 


a (ut+o)-+el @+a)—ela— ee (tote) 


wenn man % und v als constant und a als veränderlich betrachtet. 


RR 8.66. 
Setzt man in der Formel (3) «= K—u, so ist el(atW=elX 
=E, und man erhält also 
.)) rn elceu+ elu— k’snusncu, 
weiche dieselbe ist mit der im $. 64. gefundenen Formel (4.). 
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Setzen wir aber T +2 für a und Zu für %, so erhalten wir 
Rn K le ah 
a | (> +) +e(> —a) kn tv)n($-%). 


Wenn wir in der Formel (2.) des $. 37. setzen 4a = und D=u, so 
erhalten wir 


ie 
2 K ) & ) _. dn2u-—dnK dn2u—k' 
k sn (5 + u).sn 2 A w2u—enK cu2u ? 


und es ist also auch 


g PRO EL NNDR DR ES NN En ee 


sne?2u | .en2u” 
Den Formeln (6.) und (7.) gemäls kann. man die Werthe von ela, wenn 


u> = aus solchen Werthen von el«, für welche u< 5 ist, herleiten. 


Setzt man in der Formel (6.) u= 0, so erhält man ‘ 
K E 1—r “ 
8. ‚days bone fr 
Wenn man in der Formel (5.) setzt —u für %, so erhält man: 
E =el(K+-w—elu+k’snusnez, . 
ind wird diese Gleichung zu (5.) addirt, so bekommt man 
9. ekK+wW)rel(K—v) = 2E. 
Will man also die Werthe von elü in eine Tabelle bringen, so kann 
man sich auf die Ausdehnung dieser Tafel zwischen den Grenzen u = (0 
und @=K beschränken, weil die Werthe von elz, wenn u>K ist, 
leicht aus den in den Tafeln enthaltenen Werthen zusammengesetzt wer- 
den können. 
Setzt man in der vorigen Formel K—u für u, so wird sie 
er K—u)+eu=?2E, 
und wird % entgegengesetzt genommen, so hat man ir 
elR2K-+uo) = elu+?E. 
Wird also das Argument u um 2K vergröfsert, so ERTRTE Hich die 
Function elu jedesmal um 2E. 
Eine unmittelbare Folge von der so eben bewiesenen ih die Formel 
10. el(u+2mK) = elu+-?2mKE, oder el(u—2mK) = —= elu— ?I!nmE, 
worin unter ım eine beliebige ganze Zahl verstanden. wird. 


- F 
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® 7 nr $. 67. 
Entwicklung von (KA +ui) und ellu+iK’), 
Der Ausdruck E— elew ist =0 [ür u=0, daher wird die Function 


— E—ele (ui) 
i 


wieder reel sein; setzen wir Y= ‚„ so erhalten wir 


sch Differenzüren 9y = dnc’(u:). du = k”.snc””u.du, und es ist also, 
wenn wie nun wieder so integriren, dafs das Integral auf beiden Seiten 
für v=0 verschwindet, 


y- 1". [ one u.ou. 
Vertauschen wir aber in der Formel (7.) des $. 64. den Modul % mit W x 
so haben wir 


3 @ 
ct uou == an a = u ne. ER 
und wird dieser Werth substituirt, so entsteht die Formel: 
an Ci es u (E’— elo'u) —= u+%k"sn’usneu— el’ u, 
oder | / 
e(K-ud)=E—i(u-+eleu—E) = E—i(u+ k”sn’ usne’u— el’) 
x I (Kt) =E-+iu-+eleu—E)=E-+i(u+ k”sn’usne u—el’u). 
Aus dieser Function können wir bequem den Werth von elx herleiten, 
wenn = K-iK’ gesetzt wird, denn zu diesem Ende brauchen wir in 
der Formel (11.) nun a=_K’ zu setzen; da dann aber ele’'u=0 wird 
so erhalten wir: | 
12. e(K-K)=E—iK—E) ud e(KHK)=E+iK—E') 
Wird auch in der Formel (5.) des $.66. gesetzt ui für vw, so erhält man: 
E—elc(uwi) = el(u?) —%?’ sn (u?) sne (wi), 
und es ist also: ARE. 
13.  ellw)i—R’sn (wi) snc(w2) = t(u — (E’'— elc’u)) 
= i(u+ k”sn’usnc’u— el’u). 
Setzen wir He y=el(w-+iK‘), so erhalten wir durchs Differenziiren 


—ı; 


Oyz rg Bi ou, und da da@+iK) = = un nach $. 28. ist, so ist 


also dy = — ——, folglich y = const. + I 


ten von den ae (6.) des $. 64. aber Re für u, so erhalten wir 


a Setzen wir in der zwei«- 


= 9 (tnca dncz—elcw), und es ist also 
el(u+:K') = tneudacu —elcu + const. 


aa 
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Die Constante können wir nun nicht dadurch bestimmen, dafs wir z=0 
setzen, weil tne0=tnK=} ist, wohl aber dadurch, dafs wir v=K 
setzen; der obigen Formel (12.) gemäls erhalten wir nun 

e(K+iK) = E+i(K'—E‘) = const., 
und es ist also 
el(u+?K) = E—eleu+tneudneu+i(K'—E'), 
el(u—:iK') = E— eleu-Ftneudneu— i(K’ — E') 
Es lassen sich diese- Formeln noch etwas einfacher darstellen : ‚da nämlich 


14. 


k*snu enu 


cnu 
dyw . ar RR 14 
und. Pr 
enz WR?enuenu __ le a) _. eanudau __ dan 
sn u. dnz dnu —— dau Su 1% a Marker 3 FB in 


ist, so erhalten wir; 
\ella 4:K) = elu+ nu iK'—E'), 


15. 
leiw—iRN = elu-+ 8 _icK'—EN. 
Setzen wir in dieser Formel v.=0, so erhalten wir für el(@K‘) einen 
Ausdruck, dessen reeller Theil unendlich ist; dasselbe findet Statt, wenn 
u irgend ein Vielfaches von 2K ist, daher ist ee 
16. elQ@mK+iK) =}. 
Setzen wir noch einmal #-+ 2. K‘ für u, so erhalten wir zunächst 


dnz dn(u-&iK r 
ut iR) = ut ta FREI. 


. , du(utikK) __ du ; ara ” 
Da aber nach $.28. ist li en ist, so reducirt sich die For- 


mel auf | 
17. el(u+%K') = eu + %(K’—E') und el(u—%&K’) = elu—%(K'—EN). 
Wird also u um 2iK‘ vergröfsert oder vermindert, so vermehrt oder 
vermindert sich elu um 2i(K'—E'). Aus diesen Formeln leiten wir so- 
fort die allgemeinere 
el(u+2n:K) = elu-t2niK'— EN), 

oder, wenn man noch v-+2mK für u setzt, die folgende her 

18. elu + 2m K-+2niK) = elu+2mE-+2niK’— EN, 


in welcher m und n beliebige positive oder negative ganze Zahlen siad. 
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$. 68. 


Zurückführong des Modular-Integrals elz mit einem der Modul = und “ auf eine solche 
Function mit- dem Modul x. 


Bezeichnet el (fu, :) das Modular Integral bezogen auf das Ar- 


gument kw und den Modul ke so ist 
1 ne, 
el, —) = k./, An’ (fu, z)-2% 


"Da aber nach $. 30. ist dn (ku, =) = cnw, so erhalten wir el (ku, —) 


—k. if cn’ud%, und wird hierin der Werth aus Formel (2.) des $. 64. 


” 


substituirt, so erhält man: 
ss 3 1\ _. elu—k'?u 
1. ellıu .)= TI 
Wollen wir den elliptischen Quadranten für den Modul n erhalten,» so 


haben wir in dieser Formel nur für %x den zum Modul ze gehörigen 
Modular- Quadranten A(K—:K’), zu substituiren. Ist aber ku= k(K—iıKN, 
so it u=R—:iK'; daher ist der gesuchte elliptische Quadrant 
e(R-iK)—Kr(K-iK) 
Da aber (KK) = E—i(X'— EN) ist, so erhalten wir 
E—-12 K-Li(E—_ 12 K') 
= Ba Fa 
zum Ausdrucke des kn Quadranten, welcher zum Modul — = gehört. 


‚Der Ausdruck el (R' u, =) bezeichne das kein bezogen 
auf das Argument %'% und auf den Modul Er dann ist el (x u, z)= 
if a0: ( (Ku, =) Su=h,f ur ‚. und also nach $. 64, 


dn?u 
(R ) elu — k? snu sneu E-— eleu 
U, 87 FESTER AR GERT $ 
k k 


Den elliptischen Quadranten für den Modul — ar X erhalten wir, wenn wir in 
dieser Formel nur ku = K'.K, ie = K setzen; daher ist dieser ellip- 


3. el 


tEORONR Ban für den Modul — X gleich 


5 si % 8% “ Fa 


18 


Er 
ae 
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» 


Wir fassen die gefundenen Resultate in die beiden folgenden Lehr- 
sätze zusammen: 


I. Wird statt des Moduls % gesetzt — — 1 (iso # N für R), so ver- 


wandelt sich 
E-MIKtiE- KR) ‘ 


E 
E in E' in -—, also 


k ? %.? 
, RRISE RER OT MRL RR 
/ / ® 
K E' ın % und K_E in BR K_E —1, 
und wird aufserdem noch gesetzt ku für w, so verwandelt sich: 
. „elu—k’2, RE 
elu in ee u. 


IH. Wird + statt des Moduls %& (also — 7 statt k‘) gesetzt, so ver- 


wandelt sich 


VIE KULSIR SS 14 
E in — ferner E' in ER 


= r 7 also 


K'— E'—iE K'—-E' . K'—E 
/ 8 IR ER TI Er AN RAT 
K'—E!' in "u Fra: Bauer i; 
und setzt man auflserdem A k'u für u, so verwandelt sich 
E—el 
elv in — u und E-—elcxz in > . 
Diese Lehrsätze sind also als ein Nachtrag zu denen des $. 30. und $. 31. 
anzusehen. 


$. 69. 
Entwicklung von el (+ + Sr) und (ut n)- 


Der Formel el (ku, #) BEN: Er a gemäls ist auch rückwärts 


el = &k.el (ku, Rau und also zunächst 
(Ze) = nal ER), 2], 


= 3 -b Zn , so verwandelt 


Da nach Formel ($8.) des $. 66. ist el ee 


sich diese Formel, wenn in ihr er statt des Moduls % gesetzt wird, in: 
kK(K—iK) 1\ _ E—K?K-+i(E—R2K) , k-ik’ 
ei 2 Sal EEE TE 


*) Es verwandelt sich nämlich X’ in %,.(K’—iK), und biervon muls der Ausdruck, 
in welchen Z’ übergeht, subtrahirt werden, 
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und wird dieser Werth in der früheren Gleichung substituirt, sa erhält man: 


N BR ir RG RE ONE FEN RE; —t is 
ef RR rar Dr + +, 
Dieser Ausdruck reducirt sich auf den einfachern 
K ;_K’ Ey (u 2), k—ik’ A 
(>— 5) = wall Nan ER Tod —Z, eben so ist 
i K un NR Kap Mn 
a5+z) = rn 


Man kann zu diesen Formeln auch auf folgende Art gelangen, 
Setzt man in der Formel (3.) des $. 65. das Argument «=, so erhält man: 
_ el(2u) k? sn? usn?u 
eu m 


ar n 1—dn2 £ . 
Da ferner nach $. 32. a. ist A? sn’u = Ban, so verwandelt sich diese 
pen 2u 


Formel in . 


nd el 1— m?u 
elu = rer 
oder £ 
; u\ __ elu a ea 
2. “(#) Bi la 2 1--enu’ 
hu ' 
Setzt man in dieser Formel v=K-+-:K', so ist dn«x=0, nu — 
1 1— cenu 1— enu u j 
und snaw=--, und da ee ET k--ik‘ ist, so erhalten wir 


ati) nn BR yEch®, 


‘wenn der Werth von elw nach Formel (12.) im $. 67. substituirt wird, 
und also dasselbe Resultat, wie vorhin. 
Setzen wir in der Formel (2.) «+2X’ für v, so erhalten wir, da 


a : 1 0 —idnu \ 
dann dnz sich in —, sn& in — und en in verwandelt, für 
in 1 ksnu ksnu 

1— dnu) 1 —conu 
mine nn den Ausdruck 
Van RAR __ ken? u— enudnut-isnu(dnu-- ken) 
Sn u su 
= ksnu— MM Lildnu-+ kon), 


und da der Formel (15.) im $. 67. gemäls 
el(u-HiK) = elu+ = Li’ —E') 


ist, so erhalten wir also 
iK’ 


Ag+T 


elu , kenu , »(K’—E’--dnutkenu) 
Ar nl, 


18 * 
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oder auch 
iK\ __ el(2u) , ksu(2u) , d(K—E +dn?u+ ken ?2u) 
rer, 
{ iK'\ __ el(2u) , ksn(2u) i(K'— E’ du 2u4-ken?) 
elle) ot a One 


Setzt man in dieser Formel x =(0, so erhält man: 
EN _ ik an E+t4n 
4. ei =) = 


und dieses particuläre Resultat konnte aus ai Ei (2), indem man 
w=iK' setzte, nicht unmittelbar a werden, weil dann elx un- 


endlich wird. 
Setzen wir in den Formeln (3.) v=K, so wird el?!u = 2E, 
sn2u=0, cn?a=—1 und da?u = 1, daher haben wir 


sd (K+ er a et mac 


$ 70. \ 
Von den Werthen der Fanction Elu = auch # 
Setzt man in der Gleichung elvu= T dn’w.du jetzt u2 für u, so 
erbält man: el(w?) = if, Dn’wu.0u. Das Integral. 
1. lv = S,Swu. ou: 
ist das hyperbolische Modular -Integral der ersten Art, und auf: dasselbe 


dı 
können die Integrale Sn uou, Su ou, Si uou, 
s und /: ._ „ in ähnlicher Weise zurückgeführt wer- 


den, wie dieses an den cyklischen Modular-Integralen in Beziehung auf 
die Function elw gezeigt worden ist. So wie ! 


wi EN | A 
a 2 = Eluw ist, so ist auch umgekehrt u —= elu. 
Die Integrale Elu und elw können auch also dargestellt werden: 
is dn‘? un du Dn?u 
3. Eu =/ en’? „9 h BEE an el = Nr: Cn’u 


Wird statt des Moduls % der Modul X‘ et, so schreiben wir El’ fur 
Elu. Setzt man in der Gleichung (3.) des $. 65. a? für @ und w3 für u, 
so verwandelt sie sich sofort in: 
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Slla+u) = a Suti, SnaSnuSn(a-tu) und 
Cla— u) = Ela— Elu— K’Sna&nuSn(a—u). 

Der Gleichung am Schlüsse des $. 64. gemäls ist: 
laute u = u+rtn udn u = u-+ttanglam ?v und 
5. 


4. 


Ka-tel’u= u+rtn’udn'u = u-+tanglam’2u 
= u+TnuDne = u-+ Tangt An? 
Also 


el’ IL elu—=ur snu or AL era sn’u 


SneL sne’ u u” 


Setzt man in der letzten Formel ve also am’ 2% = so erhält man: 
6. EX = K—E-+tang}z = 
Die Function Cu wächst also zwischen den Grenzen Pd und a=K 
sehr rasch und zwar immer mehr beschleunigt, wenn sich x der Grenze 
K' nähert. Setzt man K’—u für w, so erhält man, da am’Q K'— 2) = 
z—am’2% ist, die Formel: 
7. A W)+te/K—u = K—u-+ —— 
welche sich, wenn —u für u genommen wird, verwandelt in 
8. Kto) = Ktu—el(K'+)— ar 
und eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Function {x erkennen läfst. 
Nimmt man. nämlich x sehr klein, so hat das letzte Glied dieser Formel 
einen sehr grofsen Werth, und da dasselbe negativ ist, so erhellet, dafs auch 
EI(K’-+u) selbst negativ ist. Setzt man u=.K', so wird dasGlied —— — 
=0 und man erhält also: 
9%. &Q@K) = 2K—2E = XK—EN, 

Da nun E'<1r und K’>tr, folglich K'>E ist, so ist also E1(2.K') 
positiv. Hiernach ist also die Function Elw zwischen den Grenzen u—= K' 
und u=2K” zuerst negativ und nachher wieder positiv, und eine Folge 
hiervon ist, dafs es zwischen eben diesen Grenzen einen Werth giebt, 
für welchen E{u=0 ist. Da nun el(wi) =:.Clu ist, so ist die Func- 
tion el(u)=0 nicht blofs für u=0, sondern auch für einen zwischen 
den Grenzen u=K' und u=2K’ enthaltenen Werth von u, welcher 
unfehlbar von dem Modul k abhangen wird. | 

Dasselbe läfst sich auch aus der ersten von den Gleichungen (15.) 
im $.67. herleiten, wenn man darin x? für « setzt. Aus den Gleichun- 


tang+am’2u? 


tangz tanz2am‘ '2u u 
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gen (7.) und (8.) erhält man nich ‚Addition die Formel: er 
Ei (K'—u) + CK +W) te K—)+e(K+WÜ)=2K, 
welche sich, da el! (K’— u) +el(K’+-o)=2E’ ist, zusammenzieht auf 
10. ERW) +EkK —-)=2 (KEN. 
Multiplieirt man die Gleichung 
el +2nK—2miK) =elu+ 2nE— 2miK'—E') 
mit 2, so erhält man 

ee Ela) +2mK— EN) -+H2n:E, 
und setzt man hierin — fur u, so wird sie 

11. Ele +2mK’+2niK) = Elu+2mK—EN)-+2niE, 
und also für n=0 insbesondere | 

Elu+2mK) = &lu+2m(K—E. 

Zusatz. So: wie es zwischen den Grenzen K’ und 25° einen 
Werth von x giebt, für welchen el (wi) = 0 ist, so giebt eszwischen den 
Grenzen 3K‘ und4K’ einen zweiten, zwischen 5. A’ und 6.K’ einen drit= 
ten, zwischen 7K’ und 8K‘ einen vierten u. s. w. ‚Werth von 4, für wel- 
chen el(wu2)=0 ist. Diese auf einander folgenden Werthe von «, für 
welche el(wz) = O0 ist, und deren. Anzahl unendlich ist, bilden aber keine 


arithmetische Progression, sondern befolgen ein anderes sehr verwickel- 
tes Gesetz. 


Ny 71. 


Reduction der Integrale von der Form J: x”.öu, in welcher x eine Modular-Function des 


Argtmentes w ist, auf Modular- Integrale und auf Amplituden. 
Es sei der Kürze wegen R=«-+25bx2°-+-cx', und durch [rn] werde 
bezeichnet das Integral ya a Diferenzürt man den Ausdruck y= 


x"”°,yZ, so erhält man zunächst: 


ey — Ya vR+ Wh 
oder da AR 4b2-+4ca’ ist 
dx ex a 


Wird dieses Differenzial im Zähler Each Potenzen von £ BeOraneR so 
entsteht: 
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oy = 
und wenn man gliedweise integrirt, so erhält man die Kelnotoneiormer: 
2°.yR= (nr —3)a.[n—4] +2(na—Yb.[In—2]-+(n—1)c.[n] 


Ist,. wie wir hier voraussetzen, 2 eine positive ganze Zahl, so wird das 
Integral [2] = -/ 75 en durch diese Formel auf die beiden Integrale [a — 2] 


und [r—4] een - 

3 (6) 

Ist nun 2 = sn uU, SO ist ou= Ta Penner nach $ 67 

Da nun 1-19) -+-Ret=onudtu=R=atrlbr’+ cz ist, so 

hat man a=1, 2>=—(1-+%) und c=%?’; daher verwandelt sich die 
' allgemeine Formel in x 


1. (n—1)R. fsn"u du 


= (n— YA+R). fsn*u. 9u— (n—3)./su n”2.0% + enu.dn u m”’u. 
Setzt man = cn, so ist dx = —snu dnw.du, also -Iu= 


‚0x 0x 
suuduu” V(k?--(ck?—k'?) 02 —k: ze)? folglich. 
snudnau=yR= yl(a+t?2bx’+ca), 
und also 2— kP, 2b=k—k”, c=—Äk”. Werden diese Werthe in der 
allgemeinen ee substituirt, so verwandelt sie sich in 
2 m-1a.fonudu 


= (n 2 hr) on u.0u+ (n—3)k®. fe n"*4.9u-- snv.dnw.cn”’z. 
Wird = dnu gesetzt, also öx = —k’snucnu.du, soist —du= 


(n— Han. getan 2.28.0290 (n—1) card 
Da WR 0 


ER REREN 0x Ä ui % 
Paar Vom rdtene De also  YR= Ä’snuenu, ferner 
a=—k", 2b=1+k%, c—=—1; die Reductions-Formel ist also 


3, an. fin’ u.du 
— (n_aY1-t kr) ./ du’ ®u.9u— (n—3)k". An” ?4.9u-+-k’snu.cnu.dn”’w. 


Setzt man in der Formel (1.) % für k, ferner us für u, so ver- 
wandelt sie sich sofort in 


4. (n—1)k” / ta” u.du 
= — (n—2)(1+%°) [or u u.öu— (n-3)./wu.du+ a 
Ist nun 2 in diesen Gleichungen eine gerade Zahl, so werden die 
auf der linken Seite in diesen Gleichungen stehenden Integrale durch wie- 


„ 
% 
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_ derholte Anwendung derselben Reductions- Formeln zuletzt zurückgebracht 
auf solche zwei Integrale, in welchen der Exponent 2=0 und =2 ist. 
Für n—=0 hat man aber das Integral /öu—=u und für n=2 kann das 
Integral dem $. 64. gemäls immer auf das Modular -Integral elu zurück- 
gebracht werden. Ist n aber eine ungerade Zahl, so können die Inte- 
grale sämmtlich auf solche zurückgebracht werden, für welche n=1 und 


n=3 ist. Der Exsponent n=3 kann aber noch auf den Exponenten - 


n=1 zurückgebracht werden; denn man kann die Gleichungen (1.) bis 
(4.) im $. 62. multipliciren mit ö%, und gliederweise integriren ,- wodurch 
man erhält: 

2ER. /smuou—= (14%) [snu.du-tenz danz, 


2R./mudu = (—k”).[onu.Ou-+snednu, 
2. /An’u. du = (1+%°). [Inu.8u + KR snu on, 
I [iu u.0u =—(1-+%k”) [tau.2u+ 5% eu 


cn? u? 
und dieselben Resultate erhält man auch, wenn man in den früheren all- 
gemeinen Formeln nur n=3 setzt. Die Integrale für a=1 lassen sich 
aber durch cyklische oder byperbolische Arcus, d. h. durch Amplituden 
ausdrücken. 
Setzt man in der Formel (1.) urik für , so Verne: sie 


sich sofort in 


(n—1). Wr = (n—2Y)AL-+B). ou — (n—3)R. Bu __ enu dnu 


sn" u sm seta suly? 


oder, wenn man K—u für % setzt, in die folgende | 
5, (ne-4); AM... 


3 sner u 
6) u 2 
un (n — 2) (1 +-4°). BR Di c (n—3)k. 
Vertauscht man in der Formel (2.) die beiden conjugirten Modul und setzt 
man dann «3 für &, so verwandelt sie sich in 6 


rs 
6. (n —1) Rt. Je 1 


ou Ri mer.dack 


— —, 
snert u smer—!y 


En (n—2)(k?— 1). On - -+(n— 3) Bub Dur dn u . 


cn?—? nrty ea’ 


Die Formeln (3.) und (4.) können in ähnliche umgesetzt werden 


für negative Exponenten, indem man nur A—x% für u setzt, da dnacz 
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N RE ER 
— 2 und tneu = Pegreng ist, Hierdurch verwandelt sich die Formel (3.) in 
E E) u 
; A (Nn— — RR. rn 


= (N en, 


art 4 dyimiy 
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Von den Modular-Logarithmen Imu und Im, 


Die beiden im vorigen Abschnitte behandelten Modular - Integrale 
elv und Cix, auf welche wir später noch oft zurückkommen werden, sind nur 
erste Differenziale einer neuen Function, wovon es ebenfalls zwei Neben- 
formen giebt, die sich, wie die cyklischen und hyperbolischen Functionen, 
gegenüberstehen und daher auch als zwei Functionen zu behandeln sind, 
damit man im Stande sei, die imaginären Formen auf reelle zurückzu=- 
bringen. Es haben diese neuen Functionen eine logarithmische Natur, 
denn fast in alle sie betreffende Relationen mischen sich die natürlichen 
Logarithmen ein, und da sie nicht blofs von dem Argumente , sondern 
auch von einem Modul abhängen, so werden wir sie eyklische und Ayper- 
bolische Modular- Logarithmen nennen, und durch Im *) den eyklischen, 
sowie durch £m% den hyperbolischen Modular-Logarithmen des Argu- 


ınentes % bezeichnen, wenn der Modul % ist, hingegen jenen mit Im’« 


und diesen mit 2’, wenn der Modul &‘. ist. Der vorhergehenden Er- 
klärung gemäls ist also 


1, In ji au.elw, a ekiährt ee a, und 
2 mu= =/ ou.Elu, Me umgekehrt Elu = N 


‚Aus diesen einfachen Formeln müssen alle Eigenschaften der Modular- 


Logarithmen hergeleitet werden. 


%) Die Buchstaben ] und m der Characteristik Imı sind die Anfangs-Buchstaben ‚voa 
logaritomus modularis. Die Charaktere Im und £m sind hinlänglieb untersehieden von‘ den - 
einfachen Zeichen ] und &, wodurch. nach $. 37. des ‚ersten Theiles hyperbplische Arcus auf 
cyklische und umgekehrt zurückgebracht werden. 


19 


En 
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Setzt man in.der Formel (1.) —u für w, so erhält man Im —) 
-f EI du); und da elle) = — —elu ist, so erhält man: 
3. Im(—u) = Imu, und eben so Lm(—u) = mu. 
Wird also statt eines Argumentes das gleich grolse entgegengesetzte ge- 
nommen, so wird der Modular-Logarithme desselben nicht geändert. 
Setzt man wi fur z, so hat man Im (wi) = Ju. el(w:); da aber 
u a Eu und ®=—-1 ist, so, erhalten wir: 
\ Im (ui) = /, au.Clu, 
und also der Formel (2.) gemäls: | 
4. Im(wi) =—tinuz eben so findet man Im(u) = —elu. 
Die Modular-Logarithmen werden also nicht imaginär, wenn man auch 
ut statt: des Argumentes % setzt; sie befolgen in dieser Beziehung. ein 


ähnliches Gesetz wie die Functionen log und log&ogw, denn es ist be- 


kanntlich log oa = lo an oder 
1 
fen = —loglosw und log Cos (wi) = Ef nee 


Multiplieirt man die Gleichungen (5.) des $.70. mit du, und integrirt man 
gliedweise, so erhält man die Formeln: 


tm’u-lmu = Er _— BER RB 
ma + Im’ = =7 2a log nu = - 2” in 08 —— 


wodurch die beiden Nebehfornhäh, der eh ben ern wenn ihre 
Modul conjugirt sind, ohne :Hülfe des Imaginären auf einander zurückge= 
bracht sind. Schon in diesen Relationen zeigen sich die natürlichen Lo- 
garithmen. 

Wegen der Einfachheit des durch die Formeln (4.) und (5.) aus 
gedrückten Zusammenhanges unter den cyklischen und hyperbolischen Mo- 
dular-Logarithmen, werden wir uns im Folgenden grölsten Theiles auf 
die Betrachtung der cyklischen Modular -Logarithmen beschränken. 

Multiplieirt man die zweite der Formeln (5.) mit —1, und setzt man 
für — mu seinen Werth Im(w:) der Formel (4.) gemäls an die Stelle, so 
hat man 


1 


6. Im(wi) = Im’ u — log am? 
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und diese Formel dient als Fundamental-Formel für die nachfolgende Be- 
trachtung der eyklischen Modular - Logarithmen solcher Argumente, welche 
ganz oder zum Theil imaginär sind. 


$. 73. Me 
Relation unter den Modular- Logarithmen Im(a+u), Ima und Imx. Entwicklung des 
‚Modular -Logarithmen eines Trinoms. 


Es ist nach $. 65. | 
el(a+w)— el(a—u) = 2elu-+ BeLEN amenudnn. 
wird diese Gleichung mit 3% multiplieirt, so erhält man 
ou. ella+u)— Ou.ella—u) = 28 Imu + 9 log(1— R? sn?a sn’). 
Da ferner dlm(a-+x) = du.el(a-+%) und olm(a— u) = —el(.—2):9u 
ist, so erhält man durch Integration 
Im(a-+u) + Im(a—%) = const. -2 im ut log(1— R°sn? asm u). 
Setzt man, um die‘ Constante zu Pa u =0, so findet sich const. 
= 2lma; es ist also 
1. Im(a--o)+Im(a— u) = Alma} 2imu-tlogi— 2° sn’a sn’ vo). 
Setzt man in dieser Formel a&=K, so hat man 
Melde Im(X +2) +1m(X—u) => imX-F? mu 2 log dn z, 
und setzt man g=u, so entsteht 
3. Im? = 4lmu + log (1—%? sn). 
Nach $. 66. ist el(X--)+ el(X—-n)= 2E. Multiplieirt man diese Glei- 
chung mit öz, und: integrirt man, so a, d 0ov=P(Ä+ WW) = 
a na ist, die Gleichung‘ Joh 
4 | ie Mu Bu u 1. ih 


3 


Eine Constaute braucht nicht hinzugefügt zu ı werden ‚da koaa Seite der 
Gleichung für z = 0 verschwindet. _ 
Setzen wir in dieser Formel = X, so erhalten "wir 


5. Im(2X) = 2E.A.. . 
% Setzen wie ie aber, u: für u, so entsteht die ‚Gleichung 
Ai ef a 6. aa Tee I ER. 1., 


"Setzt man in der Gleichung (3.) uv=X, ‚so erhält man Im(? K = = 
Ant 2 DER daher ist | PFLDHR 
s ar ET Imk = = jöb- er Be er 
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‘ Wird die. Gleichung, (2.) durch. 2 dividirt, und der so eben gefun« 
dene Werth substituirt, so. erhält man 


Hieraus und aus (4.) erhält man durch EA ‚und al 


Im K—u) = Imu = = + mu + log SU) —E. u und 


Im(K+o) = Imc—u)= 7 +Ima-+log m) + E.u. 


Eine Relation unter, Modular-Logarithmen, yrelche noch allgemei- 
ner als die Formel (1.) ist, läfst sich auf folgende Art herleiten. Multi» 
plicirt man die Gleichung (6.) des $. 69. mit 0@ und integrirt man, so er» 


hält man 
Im(u+v+a = 
Im(u-+a) + Im (+a)—Ima—log(i+ A’snasnusnd® esn(u-te-La)) en 
Setzt man, um die Constante zu finden, a=0, so hat man 
Im(u+v) = Imu+Imv + const, | 


und also 
10. Im(u+v+a) = Im(u-+a) +Im(v+a) + Im (u+v)—Ima —Im? —Ima 
— log(1+%k’ snusnv snasn(u-+-v-+a)). 
Setzt man in dieser Formel v=5 und v—=—D, so verwandelt sie sich 
in die frühere Formel (1.); setzt man —a für a, und beachtet man, dafs 
Im(— «)=Im(--a) ist,, so erhält man | 
Im (u--o—.a) = Im(v— a)+Im w—a)+ Im v) ee ie 
—log(1—k’snusnvsnasn(u-+v—a)). 
Wird diese Gleichung von der früheren- subtrahirt, so erhält man 
11. [Im(w +v+)—Im(u+a) — Im(v-+o)] 
0 — [Im (u +9 — a) —Im(u— a) — Imw—a)] 
1-+-k? musnvsnasnutvta) Ki 


=.mlog 1—k? suu suvsaa sn(utv—a)" 
Zusatz. Setzt man’in.der Formel (3.) u=:K, so erhält ci 


zunächst 4. Im 4 K=ImK + log ( 


17%) 
1 Er 6. ah R ü 
are "IR und 1—Rs ESTER ist, .380 €» 


er] da aber sn ED 


aleo Kaık= or 
halten wir 


4. Img= +los = +log = oder Im ER} y1og Ga 
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| 5. 74 
Entwicklung von Im(u+2mK) und reelles periodisches Verhalten des Ausdrucks 
| Inu — 2 = A | 
Setzt man in der Formel (4.) des $. 73. jetzt Ku für z, so vere 
wandelt sie sich in: 
1. Im@K—vo)—=Imu+2E(K—u) und Im(2K-o) =Imu-+2E(R-+u) 
Aus der letzten Formel leiten wir noch eine allgemeinere her, in» 
dem wir darin nach einander u--2K, u-+-4R, u--6K etc. für u setzen; 
addiren wir aber die Gleichungen: 
Im(u+2K) = Imu+?2E.(ut+R), 
Im(u-t4K) = Im(u+2K)-H2E.(u+3K), 
Im(u4+6K) = mhk) 2, (u-5X), 


Im bank & Im(u-12(m—1)K)-L2E. @L@m—1)K), 
in welchen die unter einander stehenden zweiten Glieder, welche den 
gemeinschaftlichen Factor 2E haben, eine arithmetische Progression äus« 
machen und also dadurch summirt werden, dafs man die halbe Summe 
der beiden äulsersten Glieder mit der Anzahl der Glieder multiplieirt, So 
erhält man die Formel: 
2. Im(u+2mK) = Imu+2E.(mutm’K), 
in welcher 2 eine beliebige positive oder negative ganze Zahl vorstellt. 
Dals diese Formel nämlich auch dann gilt, wenn m eine negative ganze 
Zahl bedeutet, läfst sich kurz so zeigen. Setzt man in der Formel (2.) 
— 4 für vu, so erhält man: 
Im(—u+2mK) = a (—-—mu+mK), 
Da nun aber — u+- 2m K = — (u—2mK) und also auch AN) 
—=Im(u—2mK) ist, so erhält man: _ 
Im (u—2mK) = FÜRIICN MER 
also dieselbe Formel, welche man auch erhält, wenn man —ır statt m 
in der Gleichung (2.) setzt. Der Gleichung (2.) gemäßs ist: 
Im(u-+2mK) = Imu+ E(2mu-+2mK) 


Im(u-F2mK) = mu+, AmuK-+ 4m RK?) 


Da aber (u+2mK}’=wW-+4muK-+4m’K', und also auch 
EmURT Em PR” Er ur2mK’—u 
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ist, so erhält man durch die Substitution dieses Ausdrucks die Gleichung 

st ; 2 as, B. MR :r 

Im (u 2m K)— 57 (u-+2mR)) = Im Er 

Der Ausdruck auf der linken Seite enthält ganz eben so das Argument - 

u-+-2mK, wie der auf der rechten Seite das Argument &, und da diese 
Ausdrücke sich gleich sind, so haben wir also den Satz: 


Der Ausdruck Im 12 ändert seinen Werth nicht, wenn nıan 


U. 


das Argument u in ihm um ein beliebiges Vielfaches von 2K vermehrt, 
oder auch vermindert; er ist also eine ‚periodische Function mit reellen 
Perioden; der Umfang einer jeden Periode st = K. 


$. 75 
Entwicklung von Im(K + ui) und Im(K+ iKd), | N 
Nach Formel (11.) des $. 67. ist e K—u)=E-—i(u+ele'u—E'); 
multiplieirt man diese Gleichung mit d(—wi) = —i0du, so erhält man: 
9(K—ui).el(K—ui) = —iE,9u— (uOu-eleu.0u—E'. du) 

und durch Integration entsteht hieraus 
Im(K— u) = const.—iE. u (-—Im‘ (K—u)—E. u) 
oder auch 


E. wi +lme’u-+- Eu, 


wenn wir Imcx für Im(K— u), also auch Ime’z für Im’(K’— u) schrei« 
ben. Setzen wir, um die Constante. zu finden, x = 0, so erHelEEN wir: 
ImXKk = const.4+-Im’K‘, also const. = Im K’—Im’XK 


Da nach $. 73. ist ImK= 5 +log/-, also Im K’—= A Etat, 
so erhalten wir const. = made + log VE ‚und es ist also: 
Ime(w:) = Im(K— ui) 
a ER--EiR , |, sa +imeutE. Mr gr wi. 
Ime(— ur) = Im(K-+u) 
EK—E'K' 


= ar +lmeu+E. u— "+ E.ui. 


Substituirt man ihr dl u Jer Gleichung (9.) des $. 73. gemäls den Werth‘ 
Imc’u = = Hm’ u--log 8: 2)—E' «lt, 
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so erhält man die noch erg Ausdrücke: 
| | RR 
(mek-e) = Z Ha tlg (7) —S—E-ni 


Im (K+ui) = RN ut log )— z +E.u:. 
Setzt man in- den Formeln (dl .) hin u= K', so ar 
Im(KFiK) = SErERE +EK-+log 2 FER'.:, 


oder also 
/ 4 12% 
Im(K—iK) = ar FE Helen — EK'i, 
. ; EK-+ % Bas 


Im(K+iK) = —— + logY 5 +EK“i. 


Die Formeln (2.) lassen sich au also et Setzt man in 


den Formeln (9.) des $. 73. u: für w, wodurch sich du verwandelt i in nt 
so erhalten wir 

Im(K+u) = 2 er Im («:) + log (iz + E.ui-+ log 7-5 
und da nach Bohne (6.) des $. 72. ist a lg (-- .)= Im’ u—, 


s0 erhält man durch die Substitution dieses Werthes augenblicklich die 
Formeln (2.), woraus die Formeln (1.) leicht herzuleiten sind. 


$. 76. 


Zusammenhang ER den beiden Modular- Quadranten X und K’ und den beiden 
elliptischen Quadranten E und E’, - 


Setzt man in der Gleichung (6.) des $. 72. für % an die Stelle 
K'—u, so erbält man: 
ImdR'—un) = Im 
eben so ist 
7 / (Ku)? ad 1 
| Im GK +u) = Im (K'+ u)— BR HR —log nn. 3 
und da en (K’+u)= —en‘(K’— u) ist, so erhält man, wenn die obere 
Gleichung von der unteren subtrahirt wird: 
Im@K’+uw)—Im@K'—u) = 2Eu—2K'u—log N 
da nach Formel (4.) des $. 73. ist Im’ (KL WJ)—Im(K—)=2E'.u. 


Setzt man in dieser Formel — = — ui für vw, und beachtet man, -dals 


1 (tn) 


4 
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log (—1)=ri ist; so erhält man: beige 

Im(u +3 K)—Imt@ K'—u) = SIR Eyu dr, 
oder auch, da Im@K’— u) =Im(u—iK‘) ist, 

1 iK)—1 —iK 

1. m ri) mu ME = (K— -E)u+tr. | 
Setzt man in dieser Formel noch v=-K, so Trändelt sie sich in: 
| Im(K-+iK)—In(K—:iK) _ 

m(K+ 5; m ( iR) = (K K' Bl nr K-+4r; 


aber aus den Gleichungen (3.) des s. 75. erhält man durch die Sub« 
. traction auch Pe a NR s 
T —ım -—1 
ern, vnon = EK, 

und diese beiden verschiedenen Darstellungen derselben Grölse geben also 

die Gleichung: | | 
EK = (R—-E)K-+lr, 
oder auch ı 

2. ER EK—KEK =}, 

wodurch eine Relation unter den vier Quadranten X, K, E, E' ausge- 
‚drückt wird, welche sehr oft zur Anwendung kommt, und zuerst von 
Legendre auf einem ganz anderen Wege gefunden worden ist. Es: lälst 
sich diese Formel auch auf die beiden folgenden Weisen darstellen: 

tr —-1= ggg wi ER= (K-E).K+}n. 

Wenn nur überhaupt bekannt ist, dals das Product E’K von dem Pro« 
ducte (K—E)K‘ nur um eine Constante c verschieden ist, so lälst sich 
diese Constante c leicht finden; denn setzt man 

EK=(K—-E)K-+c, 

und verringert man immer mehr den Modul %, so nähern sich X und E 
der Grenze 17, also K—E der Grenze Null, ferner nähert sich %’ der 
Grenze 1, und da sich .K’ dem Logarithmen von 4 nähert, so nähert sich 
das Product (K— E).K’ dennoch der Grenze Nuli, und es entsteht also 
| wKelde=6 R 
wodurch ‘also die Constante c bestimmt ist. Diese Wackweishet schien 
noch nothwendig, weil wir die Constante }7 in der Gleichung (2,) aus 
der Formel log(—1)=7i hergeleitet haben, da doch überhaupt log(—1) 
— ri+2ami ist, wenn unter m eine beliebige positive oder negative 
ganze Zahl verstanden wird. | 


Bar Yo 
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Zusatz. Ist dee Modul A=AkA=y%, so ist auch P= Z und 
K= KK; daher verwandelt sich nun die allgemeine Formel in ?E.K— R: 
==47 und hieraus folgt 


% 77. 
Eatwicklang von Im (ui). 


Setzt man in der Gleichung (6.) des $. 72. wieder K’+u für u, 
wodurch man (wie im $.76.) erhält 


ImG@R’+u) = m (Kt) EF"—1o ae, 


ee u r [} ‘. 
' und setzt man hierin Z=—u für 4, so erhält man 


. NER N 7 . BR N Cam — ui)? 42 1 
Im(u-FHiK) —= Im (K 4 p) ’ log Rn" 
Da aber nach $. 26 ist ene’ (wi) = 7 encn — ee, so erhält man, da 


logi= 473 ist, zunächst 
N Mi erw 4,5 RRFU)? dnz Ti 
Im(u+iK) = Im’ (K'— u) ne log re. 


Substituirt man hierin für Im’(KX’— vi) den Werth "X + mu +log ar a 


K'—ui » i 
AR den Werth — UıRui+t, E 


erhält man, wenn man die sich aufhebenden Glieder weglälst, 


—.—Eui und für — 


Im(w+iK)= Ar + Imu A A log(k nz) —log Yk+Z 
oder auch An 
Ina) —f (K-2) Hlmu Flop. HLR- De -+in), 


Imta—iK) = — et + Imu-Flog(enu.yk)—i(KX—E)u+tr). 


Wird die untere Gleichung von der oberen subtrahirt, so erhält man wie- 
der die Formel (1.) im $. 76.; woraus wir Legendre’s berihmtes Theo- 


rem bergeleitet haben, 
Es können diese beiden Formein auch auf folgende Art gefunden wer- 


den. Nach $. 67. Formel (15.) ist el(#-+2K‘) —ely -r u +:(K—E). 


Multiplicirt man diese Gleichung mit d%, und integrirt, so findet sich 
 Im(a-+iK') = const. + Imu + logsnu + i X — E)u. 
20 
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Die Constante kann nun nicht dadurch gefunden werden, dafs man u = 0 
setzt, wohl aber, indem man u—=Ä setzt; dadurch erhält man 
const. = Im(K-+iK') — ImKk —i(K'—- EYE. 
Werden hierin die Werthe von Im(K-+ :K’) aus 8.75. und von imÄK 
aus $. 73. substituirt, so erhält man dieselbe Formel, wie oben, 
$s 73 
Entwicklung von Im (+32), Br ve und Im u. 
Nach $. 73. Formel (3.) ist 4.Imz = Im2u— log(1—A? sn'u); fer- 
1— ın2u 2, 1—dIn2u 
R wanz und k sn’u = I also 
(1i— cu 2u) (1—dn2 u ol: ER 2, 2 (en2u+dn2u) 
AFadu)tFinzay, wndfolglich 1-R'en u = (IF en2u) (I+ dn 2u)* 
Hiernach verwandelt sich die Formel in a 
a (I-+-en2u)(14dn2u) ._, 
4.imu = Im2u-+ log I una) oder 
Ä nun (1 cnu)(14-dau) 
307 — im u Be a Der : 
Setzt man in dieser Formel u-+2K’ für vw, so verwandelt sich cn& in 
— idıu —ieonu 


ner ist nach $. 32. sn’u = 


Ksn!u= 


und dnz% in ; also verwandelt sich der Bruch 


ksuu 5187 
Atenu)(l+deu) . (kann — idnu)(en u Fisnu) 
2(dnufenu) P duu-tkenu)snu 


Wird nun auch für Im(u+:XK’) sein Werth aus $. 77. substituirt, so he- 
ben sich die Glieder --logsnz und —logsnx auf und man erhält: 


41m En a En + Imx-+ log N) + log(ksnu —e dau) 
+ log(en® isn Ha (dna+koau) + K’—EN)u-+tr) 
Da aber log(ksnw—:dnu) = iarcsin (dnx) = arg) cos (ksnx) und 
log (cnu + isnx) =iamı% ist, so erhält man: 
4lm len = BR en 2 +lo 2. () — log(duau + cn) Frl 
--i(ir—arc lee a Dee | 
und da 47 — arccos(ksn«) = aresin(ksnu) ist, so redueirt sich I; Aus 
druck auf den einfacheren 


a un =) Im 
1. In (45) Aue 44 DE ee 
Re & sin (ksn 3 ee ut (K'— at *) 


in welchem auch noch am (Ru, ee) für arcsin (ksnw) gesetzt werden kann. 


AImfu-t2niK) = Imu+ 


FR 
he A. 47 | 
# . 

“ 
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Hieraus erhält man noch für v=0 das particuläre. und reelle 


Resultat: ’ 
PER: [2 in At ie 129 Ile ln); 


und für 2= K findet sich ein „uhr ; aber imaginäres Braulsar 


K-iK' ae E) 
Im ( >) = log AN. + log - 


1; fu rg LK —E)E+4m)], 


welches sich noch zusammenziehen läfst Bf 
K-+iK EK-EK'—K'? k „ R A 
3, Im an) = ae ee nd -- lo ale Z)+t% (arcsin(k) +ER), 


; $. 7% 
Entwicklung von Im(u+-2n:XK’) und perfedfscheg Verhalten des Ausdrucke 


EN u? 
mu (12), 

Es ist dem $. 76. oder auch 77, gemäls Im (w--3 KR) = Im (#»—iK’) 
+2i((K’—E)u+ 7). Setzt man in dieser Formel u+:K’ für x, so 
verwandelt sie sich in | 

1. Imwt2:K) = lmurilK—E)(utiK) +47), 
oder auch, wenn man für z? wieder log(—1) an die Stelle setzt, in 
Im + EEK) = UK —EN)(u+ iR’) log(—1)+Im (2) 
Im (u + 45K) = 2 (K—E')(u+3iK)+log(—1)-- Im (u HK) 
Ima +6: K)= 2% K—E)u+5:K)-+log(—1)+Im(v+4:K) 
Imu+2niK) = 2iK-E)luLln- 1):K) +log m DR 9;KN, 
Addirt man diese Gleichungen, deren Anzahl = n ist, so erhält man die 
allgemeinere Formel 
2. Im(»+2niK) = Imut2iK— E)\nu+niK')-+los(—1)"). 
Es läfst sich diese Formel auch also darstellen: 
FE AnuiK' + 4m’) + log 1), 
md da RT (u4+-2niKy— u? ist, so verwandelt sich 
die Formel i in: 
N, /{u-L-9niK)? EN u2 A 
Im (u+2RiKN) — (2) rer me (1) Hg). 
29” 
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Abgesehen von dem Gliede log (--1)) enthält der Ausdruck auf der lin- 
ken Seite eben so das Argument u-+2niK', wie der auf der rechten Seite 
das Argument u; das Glied log((—1)”) fällt aber auch weg, wenn ınan 


In für n setzt; denn dann ist (—1)"—=1 und also log ((—1)”) =log1 = 0. 
Daher haben wir den Lehrsatz: Der Ausdruck Imu— (1 2 S in- 
dert seinen Werth nicht, wenn man das Argument u in ihm beliebig oft 
um 4 K' vermehrt oder auch vermindert; er ist also periodisch; die Pe- 
rioden sind aber imaginär, da der Umfang einer jeden =4iK' ist. 

Zusatz. Für die hyperbolischen ein erhält man 
leicht die Formeln 


na +2nK) = ma +2(RK— EN) nu+n?KN)—log(—1)* und 


N E'\ (u+2nK')? E' 2 ® 
enca pen) (1) EEE mu (2). 2 


welche, wenn 2 eine gerade Zahl ist, nichts Imaginäres enthalten. 


5. 80. 
Entwicklung von Im(u-+2m K-+2niK*) und unzählige daraus abgeleitete periodische 
Ausdrücke, 
Die Entwicklung von Im(a+-2mRK+2niK’) findet sich durch 
die Zusaramensetzung der Formel (2.) im $. 74. und der Formel (2.) im 
$.79.. Um die bei dieser Zusammensetzung möglichen Reductionen besser 
übersehen zu können, eliminiren wir aus der zuletzt genannten Formel 
den elliptischen Quadranten Z. Da a, et Satze im $. 76. ist: 


E 
‚ oder — ae | —xi, 50 verwandelt sich 


E' FR LZR 
Ktrritscr K BER 


jene Formel in 
Im (u+2niK") = Imu +3 (7 — 2) (nut nsK) + log (19), 
oder, der Umformung am Schlusse des $.79. Bea ah 
Im(u-+ 2niK)— 5 (u+2niK)+ IKE wr2niKy 
= Imu u .- ar % ++ log(-1)% 
Setzt man hierin u-+2 vw für u, so entsteht 
Im (u--2mK-- nik) — — a + 77 (u+2mK+MmiK') 
== Im(u+2mR)—E ea re ErE (u+2mK) +log—1)”, 


Se 
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Da aber nach $. 74, Im (u 2m)K— 57 (uL2mRy — Ima — Ey ist, 
so erhält man, wenn man der Kürze wegen für den Augenblick setzt: 


U= =, mug. .W und 


U Im(ut YmK-2nik') — > (u+2m&+2nik), 

durch die se Ari des angegebenen Werthes die Gleichung 
— U+w — (u+2m&K-+2nik'’— 777 (ut2mK)—log((—1)) = 0. 

Durch Entwicklung findet man (u-+2mK +2niK'’ —(u+2mK) 
—= Anik' (u+2mÄ) +4n?K” = AniK (u+?2mKX-- nik) = 
2niK'’(Qu+4mK-+2nik') = AniK'(Qu+2mK-F 2niK')-+-4mniäk'; 
und wird dieser Werth substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
ki in 

U'_U +77 Qu-+2mE +2niK)) -mnri—log (—1" = 0. 
Da nun aber 

(u+2mR +2niK’—W—= (Qu 2m&K-2nik')(2mK--2nik') 

ist, so kann die Gleichung auch also dargestellt werden: 
U—U+; EET. En (a + 2m K+ nik’) + log (19) = 0, 
wenn man zugleich bedenkt, dals mnri= +log(—1)” ist. Setzt man 


noch aulserdem u = —, und für U und U’ die Werthe, so hat man.endlich 
‚(u+2mK-+?2niK')? 
1. Imwt2mX+2niK) + (rar m En 
E nm 
> Enu een 2-3 2 le"). 


Ist nun m eine beliebige ganze Zahl, aber 3 eine gerade Zahl, oder ist 
n eine beliebige ganze Zahl, aber m eine ungerade Zahl, so ist in jedem 
dieser beiden Fälle log((—1)"""?) =log(+1) =0, und; der bewiesenen 


E 2 
Formel gemälßs bleibt also der Ausdruck Imu-+- (a CI erg 2:K77 7) 5 > 
ungeändert, wenn darin u-2mXÄ-+2nik' für u gesetzt wird, oder 
also u um 2mK--2niK' beliebig oft vermehrt oder auch vermindert 
wird, sofern nur das Verhältnils P=— unverändert bleibt. Der Aus- 


druck ist insofern periodisch und der Umfang einer jeden Periode uf 
2:K', da a kr n(2uR-+2:K') ist. 
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LTE N SE.) 


| Setzt man für u den Werth 7 — in der Formel wieder. au die Stelle, 
und schreibt man für ö 


Sun 1. a Ee wieder u H2mK-+2niR) mE ni, 


so raten sich die Formel in 
Im(u + 2m K-+2niK) + nritehmHniE 2m Kai mich mK+nik') 


— Imu—log ((—1)"”2), 
2. Im(u+2mK-+2niK) = 
Inu ERRFHTTEE mE +niKN) + log Ir), 


- Setzt man in dieser rh n—0, so erhält man die Gleichung (2.) des 
$. 74.; setzt man aber m==0, so erhält man die Gleichung (2.) des $. 79. 


oder auch 


s. 81, 


Zurückführung der Modular -Logarithmen mit den Modulu - und — ER eben solche 


k’ 
Functionen mit dem Modnl X. 


Im $ 68. wurde gefunden el (ku, -)= in ae Wirddiese Glei- 


chung mit kdu multiplieirt und so integrirt, dals für uv= 0 beide Seiten 
der Gleichung verschwinden, so erhält man auf der Stelle die einfache 
Gleichung 


? 1 2 u® 
1. Im (ku, ) = Ima — k” 
‚Setzen wir in er Formul A u gleich dem en kKK—iK') 


für den Modul —, so verwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seitein 


Im(K—iKY)—R“, ei 


Substituiren wir hier in Im(K—:K)= ER ERHER +lo vr er EK“i 
(nach $. 75.), und HAZET _ vn Kinn: _ ih® ERW N erhalten 


u 
wir ‚schon nr 


2, Kamm Ki-em | IE Kt _ KR, 


als Ausdruck des Werthes, in welchen ImX PRIIE wenn — statt des 
Moduls k gesetzt wird. er 


”r 


ver 
r 
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Wir leiten. ‚diesen Ausdruck, welchen wir mit K& Bean. N 


auf eine andere Art her, Nach $. 73. Formel (7.) ist ImK= = gr log 1 ; 
und dieser, Ausdruck muls in 8 übergehen, wenn man EAN 

E fü p, FA HEZEID gr % (nach 9.68.) und k(K-iK') für R. 
Wird diese Substitution ausgeführt, so erhält man: 

a ner K) Jos a due ee a KR) 


' — logyi. 
Der ve Theil Zi Ausdrucks, een wir mit A Fa ist 
gie 1 Be. 9e Am EZER) 1 jog er 


Er stimmt schon mit dem a Theile des Ausdrucks (2.) überein, 
Setzen wir ferner 
p=KE-—-EK) md g=K(E-—Xi”R), 


so ist 


K=AH N —Igri= AH). 
Wenn man aber p und g addirt, so erhält man 
p+9=KE—- PKK-+EK—-K’KK = KE-+-KE-— KK =1r 

nach $. 76.; also ist y—g=47—2g; und wird dieser Werth substituirt, 
so erhält man: 

K= 4+7 —-üi-7 odee 8 = A—q5 
und dieser Ausdruck ist mit (2.) einerlei, wenn man nur noch für A und 
q ihre Bedeutungen an die Stelle setzt. 


Um nun auch den Modular-Logarithmen, Im (R' U, 2) mit dem Mo- 


’ 


dul - = auf‘ den Modul % zurückzuführen, haben wir die Gleichung 


ee ' 
ei (#' u, =) = —— nu des $. 68. mit %'u zu multi- 


plieiren, und so zu integriren, dafs das Integral auf beiden Seiten für u = 0 
verschwindet. Dadurch erhalten wir den einfachen Ausdruck 


3. Im (# u, =) = Imu-+logdnw. 
Der Modular -Logarithme des Quadranten für den Modul u. ist also Im K 
+logk oder uch 
2] Ma- EK > 
4, M FT + log y%k “ 
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Zusammenhang unter den elliptischen Functionen der Argumente u, u a mit den 
Modulu % und A des 8.51. 


Es ist nach 8.51. dn’v = > Kine, oder nach $. 52. Eh 
do zu dnctu 


er oder endlich umgekehrt dn 4u = u nt nach $.53. Von 


jeder dieser drei Formeln kann man ausgehen, wenn man die gesuchte 
Relation zwischen den Modular-Integralen der Argumente ® und « (oder _ 
4u) mit den Moduln A und k, welche durch die Gleichungen (1.) und 
(2.). des $. 5l. mit einander verbunden sind, herleiten will. Wir gehen 
von der letzten Formel aus, weil sie am einfachsten zum Ziele führt, und 
beziehen also die Function elv auf den Modul ?, die Function el und 
el(4u) aber auf den Modul %. Durch Quadrirung erhalten wir 
dn?v+-2icnvdav-+-}? cn? v 
u 
oder da Men’v—=dn’v— 1X” ist, die wenig veränderte Formel 

2 dn?v--2Icnv dnyv— A’? 

a 

Da nun aber nach 8.51. v=(1-41).v, also auch 2 ME "= (140.8 — ist, 
go verwandelt sich jene Gleichung, wenn sie hiermit multipliciet and dann 
integrirt wird, sogleich in die folgende: | 
ar) Saas 


dn’4u = 


1 en 
el4« nee 1135 
oder Ä 
a 2.elvot-2ienv —4?r,v 
1 a a ee er ee ee | 
1. 2.elta Ir 


kus dieser Relation leiten wir einen Ausdruck von el“ selbst durch elv 
her. Da nämlich nach $. 69. er 


2.4) = eu id) az, 
elu = BE A 


—euz 
item! 
Functionen des Argumentes v® einzuführen. Es ist aber nach $. 53. 


envdnv 2 (1—}).env dov 
I+ 02V do?v—Aom?v o’ 


‚oder umgekehrt, 


ist, so brauchen wir in den Ausdruck (I— inu)y! nur die ‚Modular- 


cauU = 


. .! € PEN a £ Fi e “2 % 

fr Eu % 2 » 
“ Yen 5 N 
"Tr Ri Buk ABsonntın $. 8% 161 
5 ' 
Es ed lb ai, r » __..2In?v 
Re ferner ist * h dat a Fi ‚also 1—dau = ITaae° und 
+))snv® A—dnu ET. 
# ‚snU = iFis:v’ also nu == FRE) 
i—eonu: I—dau 
Da nun aber dene) Vgn= = (1—enu) und also 


IX: 2, ““ i ir a ; 
= a jr; nv.en u ist, SO erhält man durch die Substitution die= 
ses Werthes:. ' 

| 2.1v—%2.v-+2sav enu 


” 


oder 


u: della = FL 
| 2. By 2isnv nv dnv 
E2 N Ih ER dr 
e —- & 1-4 WETTEN TE TERN RD 


wi ir kehren nun auch noch die Formeln (1.) und 2) um, Der ersten 
gemäls ist: 


A 
ORTE = er. i 
Da aber 1+1=; I Fe Er und „FD, also rm 
En 1—-x „Al—dnz k 1—dıu . 


„; und Asnv — Y 


T- Tre Vi ann Tr Viren 6 80 verwandelt 
sich diese Formel in 
So | ee ana Lex i 
3 el = BF SER ET A 1-+-% " 
Kelren wir auch die erste der Gleichungen (2.) um, so haben wir zunächst 
5 
Arien. ur zero = elv, 
Da aber Asnv Bam a ist, so reducirt sich der Ausdruck auf 
k?snu enu ., Olog (1-F-ina) 
4 kr a elu-+xr’ FIrns das Blur 2 UM I 
i 1. PTR EEE RT 


Die vorstehenden vier Gleichungen drücken nun den Zusammenhang zwi- 
schen den Modular -Integralen el, el(3w@) und elv, woven sich die bei- 


den ersten auf den Modul k beziehen, das letzte aber auf den Modul A 
bezieht, aufs vollständigste aus. 


Argument 42, die Modular - Function dn« aber auf das Argument u selbst 
bezicht, so muls die Formel noch geändert werden. Nach $.32. a. ist 
21 


u“ Da sich in der Formel @) die Function el(4®) auf dag 
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r 


aber, wenn man daselbst 2 au ‚setzt, ; Peer u ie 
verwandelt sich die Formel sogleich in FE ® 1). Er 


% a 2.el(4u) a} Zusnelu 
3 elv N ze ir 


u | ww 
83. h7 Es u. 
Relation zwischen el/’u und el’v, wenn z, v, und die Modulu X und A’ dieselben sind wie 
im $.5l. 2 a 


Die vier Formeln des $. 82. beziehen sich auf einen Zusammen- 
hang zwischen den beiden Moduln X und & und den conjugirten X’ und 
k', welcher durch die vier Gleichungen di. ) des $. 51. ausgedrückt wird. 
Nach $. 54. darf man aber gleichzeitig A’ für %, A für A, k' für X und k 


A 
PEN. _ k?sn?} wen?zu 
ge  edriehl Sc ; daher 


für X’ setzen,,ohne dals jene Gleichungen dadurch geändert würden. Neh- 


14% 
; 2 
—=(1--X)v vor, setzen wir aber gleichzeitig v für, v, damit die Functio- 


nen von © sich demnächst auf den Modul A’ beziehen und bezeichnen 
wir den dadurch geänderten Werth des früheren ® mit x, so verwandelt 


.u oder 


men wir auch dieselbe Veränderung mit der Gleichung v — 


sich die Gleichung v = a in x A und, da (1--\)v En ist, 


4 

so it e=1iu Man darf daher in den vorstehenden vier Gleichungen 
gleichzeitig N’ für %, A für A, %' für X, % für A, v für % und 4% für v 
setzen, wenn dieselben Aenderungen auch gleichzeitig mit allen Formeln 
im $.51., $.52. und $.53. vorgenommen werden, _ Setzt man 2v für , 
so muls man % für v setzen, da das Verhältnils ‚zwischen w und ® con- 
stant ist. Macht man z.B. in der Gleichung (3.) des $.82. die augezeig- 
ien Abänderungen, so verwandelt sie sich sofort in 


dir 


1 — dn’?v 
‘ #1 ee A ur 
Ni er vt23V A 79 # 
. R 3 ee sr a \, 
Re a 1 - dv’ 2v ’ 
oder, weil nach $. 32. a. ee Far 29) u sn "u sneho ist, in > folgende: 
sc | 1 ie _ 2dru 2A — AR so sn’ u sne’v | 

j Eu a du | 

Die Gleichungen ‘des 5 52. verwandeln sich aber Ta. 


& 


nun F ’ en 
F wi 7 : ; } e. 
' Tg =“ - u 
er 8.084. 1683 
ii = d4Nmomi, 00 " 
I  Teask a en ER = | 
iR Kr " RE" er 0 ” 
" ; du’ + dne’v dnc’ y % 
x ER Fra 
IM \ = 17— ame‘ EUR d, 
— dA mv _,  snlam’v., 
® a ur rei cos2 am’ DR" 
| Ehe aber niehk unzweckmälsig sein, wenn wir die Richtigkeit. dieser 
ad 
keichlupen durch die. ausgeführte Rechnung nachweisen. Es ist og dur, Sr u 


9 (#? sn'vene da RE „48 
a RE —= 4 dn’v— en + da” o— dnc”v 
ı2 
„gv du’2v 


(nach $. 62. "Formel 7.). zen wir also die Gleichung (1.), so be- 


r Baur» 0 22 — ur tank) 
nm mengeeir ‚u.dn”u = ie ( Fa 


An u+244 dnc’?v Ov(dn'v vu duc’v)? ü FR 
N ue 1% Lneie) a 3 Setzen wir aber du = 


(di er öv, so verwandelt sich diese Gleichung in der That in dn?z — 


/ due y»\? 
N er oder dnu—="" u “, welche gerade die dritte von den 


Gleichungen (2.)-ist, und woraus die übrigen folgen, 


= — A” sn’vsne’v, las 


Die Gleichungen v = a ku, oder u = " N v, wie auch die Mo- 


dular-Gleichungen = Mer A irn and = eind 
wieder dieselben, wie vorhin, 
a | .. 84 


„ Rinfaches Verfahren der Bereelinnng der elliptischen Quadranten. E nnd E’ aus denselben 
Modular - Zablen, welche zur Berechnung des Quadrauten K dienen. 


Bezeichnen wir den Modular-Quadranten für den verkleinerten Mo- 
dul A<k mit K, und den elliptischen Quadranten für eben diesen Modul 
mit E,, und setzen wir in der Gleichung (2,) des $. 82. das Argument. 
oe—=K&K,,also u=K, so verwandelt sich die Function elu i ia E und elv 
in Z,; daher haben wir die Gleichung 

pL2302 BR, 


17 und noch aufserdem K=(l +A)K;: 


Dividirt man jene Gleichung durch diese, so entsteht 


E, 
zurN = N 


Fe DEN. 21* 


Wird das Verfahren der Verkleinerung des Moduls wiederholt, go werden 


die Größen Z, E,, E,, E, ete. !mmer gröfser und nähern sich der - 


Grenze am Eben so werden die. Größen K, K,, R., K; ete, immer klei- 
ner, und auch sie nähern a ‚der Grenze 47. Setzen wir Kap! I, 


t=1— 7; Weiz: ; beloı b=1 7: et, 


so nähern sich die Gröfsen 'e ii ran &, L; etc., welche durch fortgesetzte _ 


Verkleinerung des Moduls entstehen, sehr rasch der Grenze Null. -Füh- 
ren wir © und , in die obige Gleichung | ein, so wird sie A n 
A+N. (1—t) = 2-4) N | 


oder 


e 
AH? = 2 HAHN? +R®—2, und also EAN] =ıu4+M.. 


Setzen wir nun, wie in $. 59.,5 \= k, und wenden wir überhaupt | 
dieselbe Bezeichnung, wie am Ka Orte an, so tm +12 = 


i Ir — BE u Er und \= ng Fr re folglich ist A, 
um? = 2.46.m} Hm (m—n). SIEH 
Addiren wir aber die Gleichunzgp | m 
mt — 2m:.t+ (m—n)m, " 
2m Aun8. t, + 2 (m, —n,) m, 5 * 
4m2.t = 8m} .t, + 4m —n,) m;, 
8m:.t = 16m}.4 + S(m; —n;) m, 
w 8 Wo 
so entsteht der FREIE 
mt = rm: 6 + mn) m, + 2 (mı —n,) 20, +4 m, — n,)m, 
+8(m;—n,)m; ....+ ?.(m, —).m,4» » 
Nimmt man nun r grols genug, oder eigentlich unendlich grofs, so ist 
ty, = 0, und man erhält, da auch m’=1 ist, die sehr zangh convergi= 
rende Reihe ne 
l. i= ABER BRS Ya. BUN Vase h 
ER | +16 (m, —n,)m;, + etc. m 
Ist nach dieser Formel ? berechnet, so hat man, da Zei-t ist, 


2. E=K- Ki=jz, 


in a Be 


und da nach Legendre’'s Theoreme — =; Su 1 +1-7 Kr ist, so hat man 
auch noch 


43 


». 


»$ 


Achter is $. 85. a 165 
ß w* 3 E'=1y-+K.t, m 


in welcher Formel ‚wieder 7 dieselbe Bedeutung hat, wie im ws 55., der 

Quadrant K’ aber nach der Formel (3.) des $. 57.,zu berechnen ist, 
Anmerkung. Es ist zwar streng ug Z,}, nur dann —=(, 

wenn 7 unendlich ist; aber bei einem vorgeschriebenen Grade der Genauig- 


keit, welchem gemäls der unvermeidliche Fehler, < gg; sein soll, ist schon 

hinlänglich genau =0, zumal da, wie wir "voraussetzen „ der Modul 
B: sindz ist. Sind die beiden Modular - Quadranten K und K’ bereits 
berechnet, so geht die Berechnung von X und BE aus denselben Modular- 


u Zahlen sehr bequem von Statten. 


2 Be en Ri: . | $ 85. { 
nu Kö, E Be sc ” 
Pad ai Segeidine, Beweis der Formel % — -F 07 = IR b 


Setzen ' wir in den Eormeln des $. 83. das Argument v— K‘, also. 
sne’v=0, so wird sn‘ u=0 oder u = :2K', undda u= (1-HN)v ist, so ist 
Ar | 2K' =-I-+N).K,, 
er d sich. die Formel (1.) des $. 83. nun verwandelt in 22'= 
so erhalten. wir also.durch die PROBE 
Zd4N) = u ERW 
Da ferner nach 8. 84. (1 +1)” =2.4-4+?2X ist, so erhalten wir, wenn 


DE+22.R, 
1+4 


. diese Gleichung von der vorigen subtrahirt va 


Me: 4 bean al Een 1). 
‚Setzen wir nun m ANDEReORE 
it = = et >+% 2a und wa Fr Er R, = 4, " 
so ist jen Gleichung: ee 
% a K£i+-N? = 7, u i . 
Setzen wir nun wieder \= &k,, wie im $. 55.5 gg also I-\ = 


m 
„ 50 ist 


i-+k! mtn m ih 
Ss m — 2m: Nr gi 


eben so ER 
28m = 2”m} RE ei A 5% — Ym! «$, N) 23 Rn: m? mi PN U Wo 


Werden diese Gleichungen mit einander multiplicirt, so entsteht 


$. m’ er?” M; Sr 


3a 


h.: 
n oe a 
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' wm ir 


Ist nun aber r grols genug, so ist m, = Fe ferner ist 8,— 2 +2 —1, 


E, N, u 4 1 ee 1 Von . 
und da Ki Im, ferner E= 1, also S, ja wird, so ist 
men am? 1 Zu 40 r Kr r F K- K 
Kr. Fe Da aber auch nach . 57:2 7 ” ® 
! e | 
ist, so erhalten wir durch die Substitution Re Werthes : fi Ar } a ap 


" y Aa T u . * . M 
auch = zypr; Was bewiesen werden sollte, A 


Zehntz zu $.85., zu $ 84. und’ $. 59, Die Grölse %'.m, kann 
leicht unmittelbar durch die auf einander folgenden immer kleiner wer- 
denden Moduln A, Ak, An, k;, k, etc. ausgedrückt werden. Es ist Plenhag 


m. — 71,7), Va oder auch“ ® i 
m m, .m, m_ı i B; | 
Y,m, = Be u Au ‚Petr mich ine © 
7 m, “ ..eoe.T mind ’ 

1. = ARCHE DES PERLE R, Zu 
Ferner ist 9 = I 5 und i+h= :, also T+-% = 7 ‚eben 
so ist 1A = __ ‚ws. w. Daher eshlten wir durch die zu bsciuc 

2 ö , 
dieser Werthe; | wi N 
EN. BAM: ich 
2 «m, zu I, « vr. ER »eooe® Vr oder auch j " Fr 
2. Tune yrklkik.iuk) + - 


Wir benutzen diese eh noch zur Umformung der Formel (1. ) im s84. 
Erheben wir dieselbe zum et so erhalten wir, nach Fortschaflung \ 
des Nenners: 


| ER 9 ih fe 

4m =4#(m—mk) = #(m—n) = #.%m—n,).m4;, 
und also rückwärts: | 
Ä gr Krk, EUR KR er ” 

(M, —R,) m, = 
Wird dieser Werth in der Reihe 1) des $. 84, Yönitzt, so verwandelt 


sie sich in 


ktk, ur IN EEK, Kakskn 
Ey Bnym Bökıkı ı ah LE ni" 158 


3, = (14 Heart a 


1 + etc. oder auch j in 


us dh 


# 


w 


At 


al 


“u 


— He etc.). “ 


> Pr )  / % 
n “mn a 
wo > Br - 
r Archter Abschnitu '$ 86. 167 
Ist der Modul % selbst schon sehr klein, so hat man also näherungsweise 
2 k 
t=$ oder £ I=,+ _——ı; Nm 2 Papier tel, 1+K 
Fa " 1 va y 
= ade ER ih u. W „Werden diese Werthe in dep For» 
2 kz N Be 
mel (1.) Substituirt, so verwandelt sie sich in j 
EN ED. A 7 RW Ina, ae ua) ER < i 
3 & re er 7a N "2 ..o k, iR TV las Er nn rn 
oder da m,.k,—=n, ist, in den Ausdruck 
E f u h k' * PN 


“ei 8... De, RE 


woraus, wenn r unendlich genommen wird, folgt: 


‘ i E T 
ER we N ns TENDRg® 
. Die, Ractoren im Nenner nähern sich sehr sch der Grenze Eins. 
Nach $. 59. ist 6, = I mu, 5 .(1—k;_,).snu, un 
nach Formel (2.) verwandelt sich dieser A in 22 
% Bock Imem 
Fo d. nd ar ' EM k ah .o RR an» 
Da ferner 
R 1—k,_-ı NR . A-kı 1—k,_ı et vk, 


kr-ı Ver Va), 1 1-48, 4 
in, nach $. 51. ist, so ist also a a 
“ ” 6. der Ef, kath Br sn%.. 


- 


86. 


Erste Art der Berechnung von elw und el’w aus am u und am’ in Anwendung derselben 
Modular - Zahlen, welche zur Berechnung von 7 oder X dienen. 


2elo—M?v+2isnv nu en u 


a In: 'der Formel elu= En ist o<[u und auch 
ah . wir diese Gleichung (2.) des $. 82. mit der Gleichung 
Za- +1y%=2. K EM so werden wir diese Gleichung zuvor mit der 


ee; Zain. ultiplieiren müssen, um das Argument A”v zu 
 eliminiren und Pesch den gleichen Nenner 1--X zu erhalten. Es ist 
£, 
j px : ; i r 2 —v—)'?v 
3 a ” " 'E a" i RK, 
Kir ge ET FEMTIR “2 


a ” w” * ‘ 
Par “ ” ® nn PEN 
1 Bu ; i $ ar wer ’ PR N en 
‚168, Achter Abschnitt $.%86 n 


% 


und wird diese Gleichung von der obigen subtrahirt, so erhalten "wie 


= 
ER EN ERR 2(do— Zev) +24 en u 
du- zu = ee; © 


1. eu Eu- an ‘(A1+%) ie; )-+(1— 1) sne ont. " 


oder auch. N 


Setzen wir in dieser Gleichung nun 27 =: — wdi=Ä alo lh= = a : 
I 


„ derner d = u,, und wenden wir äbörhauptälfienelbe Bezeichnung, ' wie im 
955.5 $. 58. und $.84. an, so haben wir die Gleichung 


m (et _ zu) = — 2m, (in zt “) + (m—n) Mn 
K, 
Eben so ist 


E, 
Im, (ei, — Ku) == dm, (ein. r- 2) n- m —n,) N sn Ur > 


am, (ci, — 2 u.) = 8m; (ei, — = 2%) + 4m, —n,) CD U, m # ; 


Us 5 We 
Wenn man diese Gleichungen addirt, so erhält man, da m= 1 ist, 


elu— zu= ey m; (el u— ZU 1,) + (m—n) en u sn u, + 2(mı—n,) con u, ug" 


+4(m,—n;) cn%, 80%; 0... +27 (m,_ı—N,_,) enY,_,sn%,. 
Wird nun r immer mehr vergrölsert, so nähert sich k, der Grenze Null, . 
also. we der Grenze , und also elu,— Eu der Grenze,Null, da 2, = 
K,=14r wird. Daher haben wir die Reihe # 
elu = Zur (m—n)enu sn u, +2{m,—n;) enu, 80%, +4 (m, —n,)on%;: 8n%; 

+8 (m; —n,) cn%, sn, + eto., 

welche sehr rasch convergirt. Ist m, =n;=4 geworden, so ist auch das. 
Glied, in welchem m,—n, als Factor vorkommt, gleich Null, und da wir | 
uns den Modul % als <sin}z vorstellen, so ist in gew öhnlichen Rech» Fe 
nungen schon 2,—n, hinlänglich genau =0. Setzen wir nun, wie im 


$. 58. mie dnu—=, dnz, = er _ ‚so ist sad, = u on » öder “ 


n & 
_aft+r ‚„—dInu _ ı/m+n un le 
auch sn u, = a Tu = yatı vera; ferner, 1 _ en 
Br j 


rdn? u KR Ne | 
Ver) Van; und also" 


m? 


(m—n) nu ont, “rad a’); & d. . 
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da aber auch nach $ 58. "e ZN = nm. MM, , also EN? za 


—.n?) ist, so erhalten wir. 


(m—n)enusnu, = A,. Kamin), 


mm], 


m— N 
Ey 


In ähnlicher Weise können auch die übrigen Glieder dargestellt werden, 


und es ist ar 


elu= ; Zutd.. Verzal 4+2A.. rs Yem—n,) 
Fi ya) a FERIEN va a me) dt, 


Die in dieser Reihe vorkommenden Grölsen A, A, A, 4; ete, sind 
sammt den Modular- Zahlen dieselben, welche dem’$. 58. gemäls auch zur 


Berechnung von % aus am = ® dienen. Das Verbhältnifs z =1—t muls 
nach $. 84. berechnet werden. Durch die in einer geometrischen Pro- 
gression stekenden Coefficienten 1, 2, 4, 8, 16 etc. wird die Conver- 
genz wenig oder gar nicht verringert; sie bewirken höchstens einen 
Fehler in der letzten Decimalziffer des Resultates, welchen man dadurch, 
dals man eine Decimalziffer mehr berechnet, leicht und sicher vermei- 
den kan. 

Zusatz. Setzt man in den vorhin gefundenen Formeln %: für z, 
also auch w,: für %,, @,2 für %, u;2 für w, etc. und setzt man A = 
v(i-+Xtn?u), so verwandelt sic A = y(m’autn’sn’u) mA — 
EN so dafs für «=0 ist A=m ud für v=K, A=,. 
Nun ist A nicht mehr zwischen den Grenzen »% und rn enthalten, sondern 
es ist immer An undalso A—n positiv; aber m —A ist negativ. Die 
vorige Reihe verwandelt sich nun also in 


Eu er Zutd, vezmezm 42a, een) ‚—m,)(A,— lu Tat N BE etc. 


mm; m ı na 
Da aber e’'u= #-tn’udn‘ DS, rt Aupi u— lu ist, so erhalten 
wir nun, wenn am/u =" gesetzt wird, und also A=y(1-+Ktang’), 
für ei’ die folgende Reihe :, 


eu —  (1— Zu + Asinv- A, man 24, a an A) 
| | A, m) A,— 2) (A, —_m,\A,on)__ 
44, Ye m) “r z — 84: aa etc. 


22 
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Die hieria vorkommenden Gröfsen haben dieselben Bedeutungen, wie 
im Zusatze zu $. 58,; die daselbst angegebenen Formeln dienen auch 


zur Berechnung des Argumentes w aus am'@=\%;, und 1-2 ist nur 


noch nach $. 85. zu berechnen, Diese Formel ist anzuwenden, wenn der 
Modul 4 >sint7 ist, weil dann %<(sin47 ist. 


$. 87. 


Erste Art der Berechnung von Imu und Im’u aus amw und am’u 


Nach $. 86. ist 
elu— Zutmd—k) ent sn 2, + 2m, 1— X) enw,sn, + eto, 


1 / 
ee und also das Glied 


mk?suu enu IR —möls(1-Fdnu) 

EHE, (07-555 yore srl Malle 
Werden in gleicher Weise auch die folgenden Glieder umgeformt, so 
erhält man 


Ferner ist nach $.51. sn® = sn, = 


m(1— k').cnusnu, = 


E or o M 
elu = Ur BA: un m ee) 4 etc. 
Da aber, wie im $.57.,, u= = aan, und also auch 
r 2 2 
” du ou du ou 
ou — Be _ DEN. — BE = Ze — = 
neh an ir er etc. ıst, 


so findet man, wenn man jene Gleichung mit diesen multiplicirt und in- 
tegrirt, auf der De 


BR Ir 3ER; Pie 2 
a x 7 -+log er “ ETF dam A a 
+ Blog an + 16log -+ etc., 


wenn die Constante so bestimmt wird, dals das Totegial für u=0 ver. 


schwindet. Wird he. des $.58. eingeführt, so ist 


ai, BE ur 2m = rm 2m; 
Imu = .7 rlog mA ls da a Emer age 


IE re a vr etc. 


Es convergirt diese Reihe sehr Een. en die Rechnung nach ihr ist sehr 
bequem, vorausgesetzt, dals auch das Argument % in ihr aus amz—=® 
nach den Formeln des $. 58. berechnet wird. 

Zusatz. Wir leiten sogleich noch eine Reihe zur Berechnung von 
Im’u her, wenn am’u=y) gegeben ist und die Modular-Zahlen, welche 


Achter Abschnitt 8.88, 171 


zur Berechnung von n oder K dienen, wieder gebraucht werden sollen, 
Setzen wir A=y(1+k’tang’ı) und setzen u3 für %, wodurch die Be= 
deutungen von A, Ai, Ar, As etc, geändert werden, während die Art 
ihrer Berechnung dieselbe bleibt, so erhalten wir sofort 


E u? te rn nn 


Im (wi) =— 510g en — 410g — —.eto, 
und, da Im’u = Im (+5 ich log = 
u? R 2 _ m HA m, +-A, 
Im’ = (1-2) +log glg” 2m me 2m, Are Im; ; 
st+A N 4 A 
810g" 161g" — etc, 


Auch diese Reihe convergirt desto rascher, je gröfser der Modul %‘ ist. 


$. 88. 
Zweite Art der Berechnung von elu und el’u aus amu and am. 
2.dv+2)uv—M?v 
E 
auch in der Gleichung u = (1--\)v für u an dessen Stelle 2%, wie auch 
im $. 59. geschehen ist, so werden diese Gleichungen: 


2 ,e21v —2)'? 2) 
si a MU und 2a = (A-+r)e. 


Setzt man in der Gleichung 2.el4u = und also 


2elu = 


Seat ist 


Ei 
z ar =2.Zn und also 2.2 u= (2. Zen v):(i-+A). 


Wird diese Gleichung von der obigen HEN so föntäteht 
elu 7; ytis 


E 
eh re Er 


Setzen wir nun \=%,, ferner v=u, und wenden überhaupt die Be 


zeichnung des $.59. an, so it \= er und 1-1 = in 


—_, also 
Im | 


2 m—n 


13 2m | 
an (eu— £ 1) == m, (Az u) -- I sn“, oder auch 
E 
m(elu— 1) = m, (el — ) +0. 
Aus dieser einfachen, Gleichung schliefst man auf ähnliche Art, wie im 
Se 86,, dafs. elu— u = = td +6 +0, -F etc., also 


22* 


‚ und folglich 
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ehr Zutritt + HH ee, 
ist, weun die Gröfsen d,, &, 0;, 0, etc. nach den Formeln (3.) des $. 59. 
berechnet werden. Diese Formel ist sehr bequem, wenn man das Argu- 
ment « nach Formel (4.) oder (5.) im $.59. berechnet. 
' Zusatz. Setzt man wi für u, wie im Zusatze zu $. 59., so er- 
hält man die Formel 


el’u = (1-2) u+ Vsind— A u to; 


wenn man den in ihr vorkommenden Gröfsen dieselben Bedeutungen giebt, 
welche sie im Zusatze zu $. 59. haben. Das Argument z wird man aus 
am’w = ') nun ebenfalls nach den Formeln (9.) oder (10.) am angeführ- 
ten Orte berechnen. Die Convergenz dieser Formel für el’ ist desto 
grölser, je grölser der Modul %’ von el’« ist. 


$. 89. 


Zweite Art der Berechnung von Imw und Im’ aus am und am’w, 
Nach 8.88. ist 


el et ans 


Ag, a kheei 


Da aber nach 8.59. sna, = (1 -+-A) snusne% ist, so sn diese Reihe auch 
also‘ ingaeln werden: 


m k?snucnu ec kisau, ‚en; m; k> snu, enuz 
Diaz a 28 Bu Nyr any eg a, dı u, etc, 
Da nun ferner w= Ir ‚U, ao v= 7 u, ist, so ist 
1 

A U HE aaag is URL. High 

m 2m, 4m; 8m; 
und also auch 

my 4m, 8m; 

Wird die vorige Reihe hiermit multiplicirt und dann ner so entsteht 


Im = a 1 dam As RER 2) ©; 
KT an TE, 108 4 


oder auch mit Benutzung der Grölsen V, Vı,y Va, Va a "des $. 59. die 
Reihe 


E m, my m 4 
Imu = =7: > Log — tlog Z- + 31og ven, + etc, 
Zusatz. Setzt man, wie im Zusatze zu $.59., in der vorigen 
Reihe u: für # und benutzt die Formel (6,) des $. 72., so erhält man 
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noch auf der Stelle dig Reihe “R; 
In’u = (1-2).& lg — 


— log — nn _ .etc., 


Ä Hog 2 — Hog Yog “2 


in welcher die Grölsen V, oil V; Se dieselben Bedeutungen haben. wie 
im Zusatze zu $. 59., und in welcher das Argument © aus am’u = 
nach der Formel (9.), oder auch Formel (10.) im angeführten Zusatze, 
zu berechnen ist. Die Convergenz dieser Reihe ist desto a je grö- 
(ser der Modul &’ von Im’ ist. 


Neunter Abschnitt. 


.$. 90. 
Differeuzial- Gleichungen der ersten Ordnung für die Gröfsen argam(p)=u, elu, K und E 
bei einer Aenderung des Moduls k. 

Die Functionen arg am (®) und elu=elam(®) können beide als Funo- 
tionen der Amplitude ®, aber auch beide als Functionen des Moduls % an- 
gesehen werden. Es lassen sich also auch Differenzial- Gleichungen unter 
der Voraussetzung, dals die Amplitude ® unveränderlich, der Modul % hin- 
gegen veränderlich sei, entwickeln. Setzen wir zur Abkürzung A= 
v(1i—Xk’sin’®O) und v=argam(Dd), ferner elu =elam(d)=ov, so ist 


u=/'R- Ana She und ala 


»_/@, oh DB. 30, 


weil ® und k ganz unabhängig von Pe sind. Das Differenzial von 


v(1—A’sin®), unter Voraussetzung der Veränderlichkeit von %, ist 
—koOk.sin?p N 
VA —resing >80 

9A — ksin?p | — k?sin?p Ar—1 


SE  Vllaa)  ayıdır Basta az, folglich 
ER 2 2 (7) Bi a”. 
DE Bo :(A-2); und da OR = ae ist, so ıst 


I 


2@) 


272 bee 
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Werden diese Werthe substituirt, so erhalten wir zunächst 
Su — = »,o0p 41 09 


PER 


® aa 
0 nA 2a 


er _ f fe IoR ana fras, 
Die vier in diesen ee ohne. Integrale verwandeln sich, da 


®= amu und also dP—=dnu.Ou, ‚folglich on ist, sofort in 
Be, u» Qu u Ov 1 u 


—— 


a a ORTES Den Ener en ie 
Wird die Formel (3.) des $. 64. ihr so ist 


‚ Ou __ v—ktmusnou „Ash H en 12 IN _ 
ev 
k.,. =’-U 


Stellt man diese Gleichungen P” folgt dar: 
ade 
| , 
ou 
2 leihen (u+k.5 E)+R: sn 2 snca = elu; 


so dient die erste dazu, um aus einem analytischen Ausdrucke von el 
oder © durch % den analytischen Ausdruck von % =argam(®) herzuleiten, 
Die zweite Gleichung dagegen zeigt, wie aus einem analytischen  Aus- 
drucke von = argam(®) der. analytische Ausdruck. von v= el“ herzu- 
leiten sei. Setzen wir D=4r, ao u=K und v=K, so verwandeln 
‚sich diese Gleichungen in 


Er a v—k.S® = eluv— 


3. K= E—k. A 9 
4... E:= k® (K+k.52), r 
s 91. 


Differenzial- Gleichungen der zweiten Ordnung für die Abhängigkeit der Gröfsen z = argam (g ) 
und elam(g) vom Modul k. 
Der Gleichung (2.) im $. 90. gemäls- ist 
Kr Ou , k?sin@eosp. 
v=k"u + (k—]°) rt Fang 29. eg 
also 


k? 
OV _ ale +a- Ar ein 
u ok 2 
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_ Werden diese beiden Werthe in der Gleichung (1.) des $. 90. substituirt, 
so wird sie 
Zi 
uk” rt a ee 
a Ok Bye "tn 
Transportirt man das Glied k”z, so ist die Gleichung durch % theilbar, 
und also 


u ?% sin 

en er asp. Orr + a) + —x =) 

pa Ok 

Diese Gleichung, welche nur noch die als Function von % angesehene 

Gröfse u enthält, ist. offenbar eine Differenzial- Gleichung der zweiten Ord- 

nung. Differenzürt man wirklich, so ist noch eine namhafte Reduction 

möglich, Da amu = ® als constant angesehen wird, so ist auch sin® er 
constant, aber A veränderlich. Es ist nun aber 


k? Ar—1 k 
2(Z) ri 2.A—K? ( El * 2RA-KAHx 5 (4 4 
Own A® ns A: ze AM): 
5 (@ ng 
also — = Ze ins sd (A +5); ferner ist 
Ok) 9 ge du 
SE — —2ku—k.— = kN. — 2ku und 
ou 
8 (ers). #) 
ok Er 0) 3 0? u 
OR IR). +). TE 
Werden diese Werthe substituirt, so entsteht die Hape: 
ei ou , ksinpcosp a “= 0 3 0?u 
ku er AS ve ern e — k”. „ r2ku (1—3R). Sei (k—K).7: 
es cosp _ksinp cos p 
£N ER N 
Lälst man die sich ae Glieder weg, so ist 
u = SErıE, u IE = 0, 
oder auch Ä | 
9 er ou snuenu _, 
" d—R). = rer 'ök mei dn3u 0. 


Noch leichter findet sich die RO EN der zweiten Ordnung 
für die Gröfse elu, wenn sie als eine Function des Moduls % betrach- 
tet wird. 
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N ist der Werth u=v—k. ve Sr av, 9% 


Ök Ok‘ 0% us York 
—k. 2 Ir in der Gleichung (2.) des $. “ zu cn Dadurch entsteht 
=> (1 en at 
33 5 1—k? öv sin p cos p 
(1—A). En + = OT = 0, oder 


2 a Zar IH 1—k? Fete euren tn, 


Setzen wir in den so eben N Gleichungen u=K, also auch 
el« = E, so verwandeln sie sich n 
nn OK mie ERIEHERN 
3. Ad—R). ou 2. et =0 und 
1x 
4. A—R). zu En 3% +E=0. 


Zusatz. Da der Gleichung a .) gemäls 


BR) TE +A—3R) ku Eee—0 und 


Be) ala). es 
ok = (k— — A). 1%) + Ne um 
ist, so kann die Gleichung (1.) auch also dargestelit Me: 


OR 
8 (RR " 5) BE N u 
Ok $r% du®u 


16 


ER 
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Difterenzial-Gleichungen der ersten und zweiten Ordaung für die Abhängigkeit der Gröfsen 
u argam’(y) nnd elam‘(w) von dem Modul k. 


Setzen wir in der Gleichung (1.) des $. 90. für # an dessen Stelle 
&:, so erhalten wir zunächst 


1. uw Clu—k. aetu 
Da aber Blei lasn! u.dn’u—el’u = utrsinv. A— el’ ist, wenn wir 
A=yl1-+Ktangy) und also CL -EMEU erzani,nsolist” .ı 


a 
+ (2 i Ö ef 
=u+sind.A—el'u—k. -— En ne rs MER. ir, 
und da sind (A— K? Bare un E so redueirt sich die Gleichung. 
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wieder auf 


N eu. Du 422 ee 


dn’ u sin ıy sn’wen’u 


ist, so kann die Gleichung auch 
also dargestellt werden: 
F Ur TR Oel’u sn’u ent u 
Er ko, — k. Ok ao el’ er dirz e 
Setzt man in der Gleichung (2.) des $.90. auch vi für «, so wird sie 
3. lu hr (ut. u) ENE 2.022 also 


ee 


B) RR 
— e’ua+-% + tn’zdn’a = k’u--kk”. Ss it =. 
KrintWe.2 09 60 wenfu . 


Da aber tn’u dn’u — BT Ta ist, so verwandelt sich die Glei=- 


chung in 


0u , K?sn'ucen’u 
(u 
4, d u Bumkk”. ut re 


Substituirt man den Werth %. ai welchen die ie (2) giebt, in 
der Gleichung (4.), so erhält man 
eu = BE 7 Be = “Lkrel’u oder 


Ku Ei e ‚au, ‚oder auch 


5 Yo el’ «u a 5 
Diese Gleichung und die vorige (4.) lassen sich auch kürzer also herlei- 
ten. Vertauscht man in der Gleichung (1.) des $. 90. den Modul % mit 
k‘, so hat man 


N Oel’ U 


u: efu—k'. ET 


Da nun aber #+-A”=1, also kAök'= —kök, und also = r Br 


ist, so erhält man durch die Substitution dieses Werthes unmittelbar 
ul el'u+t. er 
welches die Gleichung (5.) ist. Ganz eben so läfst sich die Gieichung (4.) 
aus der Gleichung (2.) des $. 90. herleiten. Setzen wir in den vorstehen- 
den beiden Gleichungen u=K', also el’ u—= E', so bekommen wir noch 
k'? OE! 


6. K=E+-or und 


23 
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va A nr, woraus leicht folgt 
LOW-E) 4 oo 
Wenn wir in der Gleichung (1.) des $. 91. für u setzen wi, so verwandelt 


sie sich sofort in 
R pi du sn’ cn’u 
| 8. d—R). + kLroR re: dn’® 
und hat nun mit der Gleichung (1.) des $. 91. selbst wieder grofse Aehn- 
lichkeit. Setzen: wir auch in der Gleichung (2.) des $.91. für z an des- 
sen Stelle ©, so verwandelt sie sich in 


2 ‚a Cu ,„ 1—k? a u tn’ __ 


Aus dieser Gleichung lälst sich ch eine RR OR der 
zweiten Ordnung für die Differenz w—el’u herleiten. Da nämlich Clu 
— a— el’a-+tn’udn’w ist, so erhalten wir, wenn wir für den Augen- 
blick w—elu=z und A=y(1-+ktang’)), also am'a = setzen, 


Me Bela “3 oEClu __ Oz , ksinytang? 
Kflu=2z-+snYy.A, also vr en hnen Da ferner 


8, 


k*tang? 

(7) en 2 £N En 1 ö*Elu __ 0°z ,„ sintang? 
a Te A FRE are ran ie 
Werden diese ee substituirt, so entsteht die Gleichung 

IR? k? si k'? u a. Y , k'? sinwtang? y 


4! 
u do’ ua = (0, 


Die vier letzten Glieder der Gleichung haben den Factor tangy = tn’ 
gemeinschaftlich. Lassen wir ihn für den Augenblick weg, so sind dieselben 
k'? sn’? u te el. 18 sn’? u 1 k'? sn’? wen’? u 


du u dn’w mE du du 3 


und wird der Factor tn’« ialfeh Wi, so haben wir die Gleichung 


9, A —_ m). erh 2 REN u. N Lu el’ u. en, 


Man könnte aus dieser Gleichung Idiogr eine Diners kiiehhe von der 
zweiten Ordnung für die Gröfse el’ in ihrer Abhängigkeit von %& her- 
leiten. Wir verfahren aber zu diesem Zwecke anders. Es ist —kök= 
Kök', oder oK=— Ok, also Zelu _ _ #9 
wir noch einmal, so Ehisteht 


k'? ai uen’w 


Eruk a Differenzüiren 
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ein kt: dr eltu del’ « kKOR— KR 
> (den = (+) und also 


oel’u 
el) B 14 o?elu Oeu 1 

RO I EA RR DR N 
Stellt man nun die Gleichung (2.) des $. 91., indem man zugleich die bei- 
den conjugirten Modul mit einander vertauscht, also dar: 

(GE) a 20 u 
€ RR dee uco u 
IE. WB + el’u -=0 


Ok dv’ u 


und substituirt man hierin die ie angegebenen Differenzial- Verhält- 
nisse, so erhält man 


Er e/ u 1 deu del’u sn’ u en! 
KÄTeTO, —k a, trlu— —, >= 9 oder 
0? e// 1--22 del! 
iu. R", on en - SE eu “Tr =0. 


Setzen wir in den Gleichungen er (9.) und(10.) u=K', so haben wir noch 


3: K 1-38 , 9X 1 
11. (1—Ä#’). de 2 “ o IE —K = 0, 
12. dm. ne) de Se an rim n 


02 E 1-LR R, 
13:0. 1 - A 14 SE 4E=0 


Zusatz. Vertauscht man auch in der Gleichung (9.) die beiden 
conjugirten Modul, so entsteht 


3 Olu—el 2) 
ok’ k> ‚© o(uw—elu) k2 end ucnu 
“2 en | 68 — j 
k ea Or ta FERSE elu- rege ==0 


und durch dasselbe Verfahren, EN. die Gleichung (10.) hergeleitet 


wurde, findet man auch 
& 2 u .2 
(naniie en Ar Ale dlu—e a) pp nn rip 
Wird also u= K gesetzt, so Yen wir noch 


a 0?*(K—E IFr° +-%? „O(K—E) a 


$. 93. 
Dritter Beweis der Formel KE--K’E— KK’ = 4n. 


Die Formeln (3.) und (4.) des$. 90. und die Formeln (6.) und (7.) 


des $. 92. können auch also dargestellt werden: 
rn Ha 
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öE 4 | 4 öK Mn, 
. m =; (K-B)}; + = va (E-KK); 
EB 2 ET 1 OH 
2. rk ER, (K’—E); arte (E—-KEK); 


woraus noch folgt 
wre K'--F) ‚ 
er 1 rer 
Diese Formeln müssen immer beim Differenziiren angewandt werden, 
wenn in einer Gleichung Modular-Quadranten oder auch elliptische Qua- 
dranten vorkommen, welche als veränderlich betrachtet werden. In An« 
wendung dieser Formeln läfst sich, was Legendre selbst eingesehen hat, 
das von ihm gefundene merkwürdige Theorem beweisen, wodurch ein 
Zusammenhang unter den vier Quadranten K, K, E und E’ ausge 
drückt wird, 


Es ist der obigen Formel gemäls 


KIOHR > , KK“, ER Eon. EEN kBK? 
RE a PR TR 
KIEL: MER KH EOK Lu EEE KR 

De a en De ORSBNEET. m 


Durch die Addition dieser vier Gleichungen erhält man 
K'OE--EOK'--KOE+EOK _ O(KE+KE) _ Kk'— KB) ER KEN 


ok Ok kkr2 
; K'OK EK' KK' Ko LSFESER E 
Ferner ist — = un; und 37 = + KR— Ds also 
K'OK--KOK' _ O(KK) __ KK —R2) + ER —ER". 
ok ee en Rei... 


folglich ist BRETTEN 0, JAIntegrirt man also, so entsteht 
KE+KE'—- KR = const. 


Die Constante ist = 47, wie am Schlusse des $. 76. gezeigt worden ist. 


$. 94. i 
Differenzial-Gleichung der ersten Orduung für das Verhältnifs = und Ausdruck desselben 
durch eive nach Potenzen von % fortschreitende Reihe, 


K? KE E? 
A 6: KOE—-EOöK (-5 ur % mt =)or 
Es ist 9 )= TE er tl nn (nach 


$. 93.). Dividirt man wirklich jedes Glied des Zählers durch den Nenner X? 
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und setzt, wie im $.84., das Verhältnils a =1-—.1, so erhält man 


ot 1 1—1t done 1— 1 
eg Fr Tr oler 

ot 1 2 Er 1—ı)? 

> here ( zer den er und also 

0 _ (A-—-2d)k , % 

ok rt 5? u 


Stellt man sich die Grölse 7 in eine nach Potenzen von % fortschrei- 
tende Reihe entwickelt vor, so kann man nach der im Zusatze zu $. 85, 
gefundenen Formel schlielsen, dals das Anfangs-Glied jener Reihe ebenfalls 


2 2 
. sein werde. Setzt man daher i=5 .v, so wird das Anfangs- Glied 
einer nach Potenzen von % fortschreitenden Reihe für » die Einheit sein. 
Aus der Gleichung 


k? 12 392 
t= 5.0 folgt aber I = 27 ‚Seirko, RM u also = 
1—2:=1—kv: Shen haben wir die Gleichung 

= —_ d-k’v)k 
"+ Ro PX + oder 
2% Mer „re= a also 
2(k— ra —k)v—4+4Rv)— Av = 0 oder 


RK) HR N—RU = 0. 


Nach dieser I kann v ziemlich bequem in eine nach Potenzen von 
% fortschreitende Reihe entwickelt werden und dann hat man 


E m: Er 

Rn .® la: 
Die Rechnung wird noch etwas einfacher, wenn man eine Größe 2 = 
Ka ae ne. | 0x 2hL 4x, 
\ f A a j ' fe) m ee EN nee; 
Z einführt, Dann ist rückwärts k=2yr, und 0% 72 also IE IR 


folglich ist 
42(1—42). = = "+4 W—1)— 42V: = 0, oder auch 


d—42).22 u "(0 


4 
Zusatz. Setzt man v= 1ta0 tan tar tac- etc. und 
substituirt man diese Reihe in der gefundenen Gleichung, so hat man zur 
Bestimmung der unbekannten Coefficienten die folgenden Formeln: 
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9m, 

35= (d.1 42%, 

ka = (A.2 Data, 

56 = (4.3 +9)a + 2aa, 

6a = (A.4+V)a +2aat a, 

7a = (4.5+9)a+2aa+2aa, 
82 = (4,64 da -+2aat+ 2aat a, 

9a = (4.7 +9)a+2aa+ 2aa-+2aa 


Us Ss We 


I 


und aus ihnen findet sich die Reihe 


41 59 727 1174 498409 _. 
— 144. ++ zz reitet DEL x 
848479 


ie 7330, x° - etc. 
k? Kenn. * j Kr a 
Da nm 2, und != 7 Ist, 50 erhalten wir endlich, wenn wieder 
E=-K-—-K wd Z= gt Kuı 


gesetzt wird (wie im $. 84.), für £ die Reihe 


RR AL ya kt, Mixe | 59R10.797K12 | 1171Ki« 
ru ar' "+5r gıı % 912 T Jı6 ” Fa 


498409 kt! 848479 K1® 
TB en 
welche die Eigenthümlichkeit hat, dals sämmtliche Nenner nur Potenzen 
der Zahl 2 sind. Werden diese Potenzen berechnet, so ist | 
Re | ke, Rt | Mk | 59K10 | 727x12 , 1171rıa , AYS409Kı8 
= trotzt ta + 5530 + Trorz + Groosser 
, 848479 K1® 
Tara T ett. 
Da in wirklichen Anwendungen dieser Reihe A*<{} ist, so sieht man, 
dafs dieselbe immer ziemlich schnell convergirt. 
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$. 95. 
E (DR: >, 
ar wenn a nnd Db ganz 


willkürliche, von k unabhängige Zablen sind, 


Setzen wir der Kürze wegen = «aE+Db(K'-E’) und a=aK-+bK‘, 
so ist nach $. 93. 


Differenzial-Gleichung für das Verbältnilfs v = 


et = — 2 (K-E)—7.E, alo —k.@ = a(K—E)+ DE, 
oder auch =. = 8— ao, und also 
oa _ Wd—a 
2 A 


Ferner ist — a’ = a(K—E)--bE', also = en + (K—E') 


k d@ de k:#3 : & 4 h 3 ’ 
= m: a, oder 7, — IE Tin &, Wird hierzu die vorige Gleichung addirt, 
so entsteht x 

| [77 d—a k 
ie se Zah 


D ber a ENT a! o setzen wir zusammen! 
a nun a Peer Re zen wie zusa } 


da! _ aa —e? 
ed uem 
da — aaa’? k a a? 
4 au 12. Fenmman 
Ali Le Rah Er 
—a: , 2a0’. gi? / 
k h U ck'2 . eye har ® 
und also A —., Dividirt man also jedes Glied des 
[4 
Zäblers durch «’, indem man 9 für — setzt, so entsteht die Gleichung 
dv 1 2v v* 
a 7 


welche also für beliebige Werthe der Gröfsen a und 5 richtig ist, Das 
vollständige Integral dieser Differenzial- Gleichung ist also 


» — “E+b(K'—E) 


ak+bK ° 
$. 96. 
t h 4  ; 
Ausdruck der Abhängigkeit einer Fonetion der Größe v—* Kr som Modul % durch 
a 


eine Differenzial - Gleichung der ersten Orduung. 


Bezeichnen a, d, a‘, 5’ vier ganz willkürliche und also vom Modul 
%k unabhängige Grölsen, und setzen wir jetzt 
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a= .aK-+bK, a =adK-+0VK, 


da y 0 
' k ji [} ® «8 
also v= =. so ist = == Be? 3 « Entwickeln wir vorläufig 


die Differenz 09a’ — a’du, so ist 


0a = aöK+DOK' = (aE—ak®K+bRK'— DEN. und 
du = WÖK+WOR = («E-aK+UER—UE).ZE,. 


Aus diesen Ausdrücken setzen wir zusammen adw— u‘d«u durch die 
Substitution der vorhin angegebenen Werthe; durch eine namhafte, aber 
leichte Reduction, weil sie nur im Weglassen gleicher und entgegengesetz- 
ter Glieder besteht, findet sich 

„da—a'da = (ba' _ 4b) (BR' + E'K— KK‘). 


welcher Ausdruck sich nach $.93. noch reducirt m 


BEN 


w—ada = Ar (ba—ub‘). 
ed — dr eo —adde. 


Da nun aber ev = Si rückwärts & = 


so ist | ; 
2 1 k 
. = 4rlba—ad‘). PET 
Eerner ist nach $.91. (1—A°) 2a + u. = —K= 0 und nach 
$. 92. ist 
OK“ 
312 
Bee: ee 


Wird die erste dieser beiden Gleichungen mit « und die zweite mit 5 mul- 
tiplieirt, so erhält man durch die Addition dieser beiden Gleichungen, da 


a=aK-+0bK, also Se — a. +5.22 e$ ınd 
[de oK A 
(5) e (GE) A er 
BR ee a 


ist, noch die Gleichung 


a MER) En ae Fr ne 
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Wird aus den Gleichungen (1.) und (2.) die Größse & eliminirt, so erhal- 


ten wir eine Differenzial-Gleiehung der dritten Ordnung zum Ausdrucke 
der Abhängigkeit der Grölse v = ne vom Modul %. Diese Diffe- 
renzial- Gleichung, welche bekannt ist, werden wir bald nachher ebenfalls 
herleiten. Es scheint aber zweckmälsig, da eine Function von » gefunden 
werden kann, deren Abhängigkeit vom Modul % schon durch eine sehr ein- 
fache Differenzial- Gleichung der ersten Ordnung ausgedrückt wird, die 
Herleitung dieser Differenzial-Gleichung vorauszuschicken, Setzen wir 
da 0ß 

p= Fr) WERHg 

so haben wir, der Gleichung (2.) gemäß, 
(k—1)y+—3K)ß—ka=0 oder 


3. (k—P). 2 + (—3M). =, 
und es findet diese Gleichung Statt, eg mag ö°k—=0 gesetzt werden oder 
nicht. Aus der Gleichung (1.) folgt 
loga = Hlog(4r(ba’— ab‘) —}log(k— A) —1og Y5?, 
und also durch Differenziiren 
we iu rg Sein ök— Blog V>*. 


@ kk° 
Olog > 
Dividiren wir diese Gleichung durch ö% und setzen —, — = ®, 50 ist 
433 
el a u 


Wird diese Gleichung noch einmal differenzirt, so erhält man zunächst 


WEL — 2 RRs)? 
oder wenn man durch 9% dividirt, 
SR 1 Ir3rt 7 02 
Pa or T2 gay Or" 
Werden diese Werthe von e und 2 in der Gleichung (3.) substituirt, so 
erhält man nach einer leichten Reduction die einfache Differenzial-Gleichung 


0x et Ah 


ok k—k® 
ölog ve ; 
von der ersten Ordnung, deren Integral x= —; — und also eine Function 


von © ist. 
24 
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$. 97. 


Ausdruck des Zusammenhanges unter den beiden Moduln % nnd A, wenn die dazu ‘gehörigen 
Quadranten X und L und die conjogirten Quadranten' X’ und L’ durch eine Gleichung von 
a [K4+0K e«L+-PL' 

GK+K  ab-+PpL 


Ov 
dig Vor 
Ok 


dR, noch Ov als constant an, so findet man durch die Entwicklung die- 
ses Ausdrucks: 


der Form —— 


mit einander verbunden sind, 


Setzt man, wie im $. 96., 2= und sieht man weder 


0?v OR, 
| TREE 
und wenn man quadrirt, | 

ur (im) 828.090 | (dam%, 


EEE Er ern 
Wenn man aber differenziirt, so entsteht 
q gx Aue Br N LORgER ORDER Ock 2 (0? k)? 
"Ok" Qv.dk? Qv2.dk: m. 0 ig 1% Ort * 
Werden diese beiden Ausdrücke in der Gleichung 4. = Ar De 


substituirt und die sich dabei aufhebenden Glieder EN so erhält 
man die Gleichung 


e DO 3 AOROPL EN „0°k RE AH Ea 


"Ov.okt “"Au2.dkt “ 09x kt k—ks 
oder auch 2 ER RL h Rn 
V® Pic k 1%)? k? 

. 2.3. = 3.4 (25) 0%, 


welche sich, wenn man 0% als lie ansieht und also FRm ®k=0 
setzt, zusammenzieht auf 


2, ee Pe Kr EBEy OR: aber auf 


Ov ov? k 
03k (0? r)2 I+xk? 
2.3. + (I) IR = 0, 


wenn man v, obgleich es aus der Gleichung verschwunden ist, als dieje- 

‚ nige Gröfse ansieht, in Beziehung auf welche % differenziirt werden muls, 
Sind A und X’ zwei andere conjugirte Modul, wozu die Quadran- 

ten Z und L' gehören, und setzen wir 

«L+PL L! 

eL+ß.L 

indem wieder a, ß, «, ß’ vier beliebige und vom Modul ? unabhängige 


De 
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Gröfsen sind, so ist, der vorhin gefundenen Gleichung gemäfs, auch 
2y' 2 8 2 2 2 

2,2% 23. = ea techn + (EE) on: 

Setzen wir nun aulserdem 9 —=v/, so giebt es, da» und ©’ Functionen 
von k und X sind, einen eben durch diese Gleichung ® = v’ ausgedrück- 
ten Zusammenhäng zwischen den beiden Moduln & und A, welchem ge- 
mäls man entweder % als eine Function von A, oder umgekehrt X als 
eine Function von k, oder endlich % und X als Functionen einer und der- 
selben dritten veränderlichen Grölse ansehen kann. In jedem dieser drei 


Fälle ist aber auch dv=0v’ und Ov=0?v‘, und folglich 
o®k (0? k)? , (IhR®N® ny2 (822)2 , (ÄHR2\? ., 2 
2 2.3. + GEH). or = 2. 23. + (35). 


Die beiden Modul % und X sind hiernach ke eine Differenzial- Gleichung 
der dritten Ordnung mit einander verbunden, deren vollständiges Integral 
die Gleichung v =v‘ oder auch 

K+bK _ LH 

aK+bK ” «L+PßL 
ist. Schafft man in dieser Gleichung die Nenner fort, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

a.KL+b.KL-+c.KL+dKL=0, 
in welcher a, db, c, d wilraminhe BERN sind. 
Nach $. 54. ist z.B. = =2, 7 oder KL—2KL=O eine Glei- 


chung, welche unter der Form der Gleichung (3.) oder (4.) enthalten ist, 


und die durch die Gleichung Ak = 79 mit einander verbundenen Modul 
werden er u Free Bedingungsgleichung (2.) befriedigen, Die Glei- 
chung k= ne. ist also ein partieuläres Integral der Gleichung (2.), welche, 
wie weiter unten erhellen wird, unzählige particuläre Integrale hat. Setzen 
wir =, so ist nach $. 31.: 


= #-; abo LK-KL+iKLU= 0 


und auch \= = ist ein particuläres Integral der Gleichung (2.), wovon 


man sich durch die wirkliche Substitution auch leicht a posteriori über- 
zeugen kann. 
24” 
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Vollständige Integration dreier Differenzial-Gleichungen der zweiten kanns, 


Er wir, wie im $96., &=aK-+bK', so ist 


d- By +. "00; addirt man hierzu die Gleichung (1.) 


des: $. 91., so erhält man, wenn z—=u--u gesetzt wird, die Gleichung 


0° z —o oz sin@pcos@ a 
TE ANY Bang = % 


welche eine Disease der zweiten Ordnung und deren voll- 
ständiges Integral also s=u-+-«, oder auch 

2 = argam(D)+aK-+DK' ist. 
Wir leiten noch zwei dem vorigen ähnliche Resultate her. Nach $. 91. ist 


lu ,„, 1—k? snucenu 
dr, tr io, 
Setzt man hierin = K, so hat man Te 
am. + ce SEIE= zung, 


und wenn man u=2iK', also a und elvu=2:(K'—E)) setzt, so 
erhält man noch (1—A).—— “ ee nr) +:2E, a Diggelia E'=0, 
welche Gleichung mit der im Ze zu $. 92. gefundenen dieselbe ist. 


Multipliciren wir nun die zweite dieser Gleichungen mit «, die dritte mit 
b, und addiren wir dann die drei Gleichungen, so erhalten wir 


s LK 004 sou enu 
3. (d—RM). + Fa a he u 0, 


und das vollständige Integral dieser Gleichung ist also 
4. z=eluLaE+L(K—E) 
Nach dem Zusatze zu $. 92. ist 
ö?(u—elu) Piz ae k?sn®> wen 
(1—R?). TEN +u—elu+ — — =0, 


dadu 


Aufserdem ist noch (1—7P°). Rn _ a en —  — +-K—E=0 und 
et 1+k? OK j 
U ER ER ge er 


Aus diesen drei On setzen wir die Gleichung 
k’su’ucnu __ 0 


2z nn 
 A—R). ren +34 dusu = 


zusammen und ihr vollständiges Ma ist dann 


a hr «E + b(K—E). 
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 rree 
Ausdruck: von ‚« und ‚el ‚durch am «in; Reihe; welche nach: Potenzen des Moduls % 
fortschreiten. 
| Bei diesen und den folgenden Entwicklungen der Functionen in Rei- 
hen ist der Gebrauch der numerischen Facultäten haufig; wir werden sie, 
so wie die sogenannten Pernutationszahlen, auf-dieselhe Art auch hier be- 
zeichnen, wie es im ‚ersten ‚Eheile Bun ist, Dieser Bezeichnung ge- 


mäfs er wir | 
fa] = aa 1) (a9) .......(a—n+!) und“ 
Io, dj = aa Laya 2a)... (ann 


ei ar er 1 a N 
An u an 


und 


ru TRFÄCHITDEH IT. Le -(@ 


ae 


und 


e= 112.3 et A ni Er ge 


Diesem gemäfs erhalten wir 
vr sin®p) Se Dr - Sy. Br sing und 
ya (iR? sin, = —_ SCHYD ı. R° sine y, 


wenn der dem allgemeinen, Gliede York eeairdh und sich, ‚auf, ‚die ‚veränder- 
liche positive ganze Zahl « beziehende Buchstab Ss die ‚Forderung aus- 
drückt, dafs aus dem allgemeinen Gliede die besonderen dadurch hergeleitet 
werden sollen, dafs | ‚man- = 0,11,)%5 r 4 etc.‘ setzt; um demnächst diese 
Glieder zu einer Reihe in der angegebenen Folge zusammenzusetzen. Da 
nun aber, wenn am = p gesetzt wird, 
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0 . 
Er ee 2 


ist, so erhalten wir zunächst | 
= S-1Y[—4].R® fdgy.sin“y ‚und 
a? on | 
elu = S(—1)° [31.2 /dg.sing. 
a? EN O 
Das Integral, ‘welches in beiden allgemeinen Gliedern vorkonmt, setzen wir 
Si ögy.sin"g = a el auch. 
| Jag.sin”y — 
} & Ju] .4. 6. Sale) © ä 
TEE Jög:snng. 


Machen wir von dieser Bezeichnung Gebrauch, so ‚naberp ‚wir die Reihen 


a HER | rad Maar 
DB ae 12), und also umgekehrt 
2 


= gi 


u—= SI— = I- 4] .4°(g). = und 


du = ST4].[I]-Alg.%“ 


welche nach Potenzen des Moduls k oder %° fortschreiten und in welchen 
y=amu ist. Die ersten Glieder dieser Reihen sind 


1. w=amu+ 55 2" (amu). + 13 (am). a E 2 » (am). %° 
2 
rear ,*(amu).k’-+eter und 
1 ur 1? [) 
2. elu = amu— „.4!(amu). KR — a 2 12 (ama). K— 53 Bar Br in. ‚k' 


12,3% 52 <a 


u ern Ve 1° etc. 


Subirahiren wir "die zweite Reihe von der ersten, so ‚erhalten wir Bon 
eine dritte ‚bemerkenswerthe ‚Belle, nämlich | z 


BT Miänsühern 34m). Re aaa am) En ” 5 Can). Rs ' # 


KRIMI MIUNBENN. 9 "gr; g%, al & 
u 93,48,6:.8* 2 (ann). Br eic, 


islon roh 


» 
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$. 100. 
Erster Ausdruck und Eigenschaften der Hülfs-Funetion %” (p), mit Bezugnahme auf die 
vorigen Reihen. 


Setzen wir im $. 29. des ersten Theiles*) ®2 für %, so erhalten wir 
die Formel 


(2.sin @)” = Brit 2. SC-1[2r]. c0s(2a,®) für >0, 
Troy 


r+a@ r—a@ 
welche wir noch ein wenig umformen, Es ist zunächst [2r ] = [?r ] 
(ta) er 


au ar bie wo age Sy 
Tue. mi ;s ferner ist (?r) = 2.4.6... (2) (1.3. 52 1)) 


SR 2 1,2] = (—1).Y?.r.[—4]; und wird dieser Werth substituirt, 
so erhält man 
[ri = (MI. = (1Y[-4]1.”.r] er] 
(r+e)? z r GENE ; +e) a)’ n Bay; { ? 
und [2 r)= (—1) a ””, Werden diese Werthe substituirt, so er- 


80 erhält man den Ausdruck 

sin”® = (1). I (1+28(—1)° [r] [r]-eos(2a0)) für a>0. 
Multiplicirt man Wnselhen mit OD und integrirt auf beiden Seiten, indem 
man auf der linken Seite für ri oO sin”® den Werth (—1).. [4]. 1(0) 


dem $. 99. gemäls an die Stelle setzt, so erhält man die Formel 


NO = P+ SD]. 2ER für > 
re 
welche, wenn man die Bezeichnung der Facultäten Site also ‚aussieht: 


: a riet). Ay ., rote sin6p 
. xmM=P 294 Hr DIET 
eg A r—2)(r—3) \ sin8p 
FH FILE HI HN 4 
und jedesmal von selbst abbricht, da nach der Voraussetzung r eine po- 


sitive ganze Zahl ist. 
Setzt man für r nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3 etc., so er- 


hält man ı folgende iR Formeln: 


— etc., 


*) Dieses frühere Werk des Verfassers, "Theorie der Potenzial - oder eyklisch - hyperbo- 
lischen Functionen, wird später oft mit den Zeichen G. T. d. P. F. angeführt werden, 
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V)=9, 
(pP) = P—%5in?P, 
2 21 sio4 
N) = P— 38529434. > 
. 3.2 sind 3.2.1 sin6 
N) = 9—1sin2o 475.9 a0 3 > 
> 4.3 sin4p 432 sin6p , 4.3.2.1 sin8p 
4 — zus — [al —_——ı 
NOTE TEE are 
u. 5 W. 
Es hält auch nicht schwer, die Grenze anzugeben, welcher sich diese Aus- 
drücke bei dem Wachsen der Zeigezahl r ohne Ende nähern, Stellen wir 


den Ausdruck für A’(®) also dar: 


x Be Lu URN > r ‚sin&g 
ET Te 


r 


und setzen auf der rechten Seite —=0, so erhalten wir für ein un- 


endlich grolses r den Ausdruck 
XP) = 9—sin??+1sn49 —1sin6P--1sin89 —Lsin 109 + — etc., 
welchen wir schlechtweg mit A(®) bezeichnen. Es ist also 
AP) = 9 — (sin?®—1sindP® +4sin6P® — 485in8Q ....). 
Die Summ e der hier von ® zu subtrahirenden Reihe läfst sich nach G. 
T..d. P.E. $ 52, leicht finden. Setzt man in der ersten Reihe daselbst 
k=29:, so erhält man sogleich, wenn nur ® zwischen den Grenzen 
—;7 und +17 enthalten ist, 
ln @ = sin?9 — 1sin4P +4sin6P —45sinSP.. 
und also A(P9)= @— 9 oder A(P) = 0, für jeden zwischen EM Grenzen 
— 417 und --}7 enthaltenen Werth. 

Die in $. 99. entwickelten Reihen (1.), (2.), (3.) convergiren also 
immer, wenn ® <47 ist, indem sich die Grölsen A'(ama), A’(amz), 
A’(amu) etc. der Grenze X\(ama)=0 nähern, wenn amu <47 ist. Da 
nun auch die übrigen Factoren der Glieder in jenen Reihen für sich con- 
vergirende Reihen bilden, so haben wir einen hohen Grad der Conver- 
genz, wenn zumal der Modul A nicht > y+ iste 
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$. 101. 
Anderer Ausdrack der Hülfs-Function A’(p) und Folgerungen daraus. 


Differenzürt man das Product sin’*!® cos®, so erhält man 
@r+1)sin”®.20 — (2r +2)sin”t?®.90; daher ist rückwärts 
Ya 9 ri A ° 274-2 — I, « LER Y ee r A 
(25 +2./,°9 sin”t?® ( r +1). / sin D.2Pp — sin”t!D cos® 
= 4.6. 6...2n) 
13:3... Orb) 
delt sie sich in 


2.8.6.8....(2r)(2r +2) Bun, 
17373273 un2trtD fig, Fu 
2.4.62... (2) i 2.4.6.. ; 
Te RE An. DT. er sin”"®cosP, 


oder in die einfachere Gleichung 
4 ri r 7 4. 6. 8....(2r) ° 271 
. A (D) =\ (d) — En ae . Q@r—j@r +1) sın D.cosd. 


Dieser Formel gemäls haben wir also die folgenden eleganten Ausdrücke: 
Nvo=d, 
XD) =d—sindDcosd, 
N M)=P9—sin®cos® —%sin’®cos®, 


2 \1O)=P—sin®cosd—} TED 
N D=P—sind®cos®— sin’ cos P—; sin °Dcos P— 2 sin’® cos® 


us W., , 


Multiplieirt man diese Gleichung mit ; SO verwan« 


welchen gemäls die auf einander folgenden Hülfs- Functionen A°(®), A!(®), 
(DO), (OD) ete. auf die bequemste Weise recurrirend berechnet werden 
können. Nehmen wir die Zeigezahl r in X(D) unendlich, so haben wir, 
daN(® nun=A(O)=0 wird, wenn ®<47 ist, die Gleichung oder 
unendliche Reihe 


6. P=sinPeos® +3sin’Pcosd + in’® c0sP+ 575 Pe Ssin’® 00sP+ etc., 
welche dieselbe ist wie die am Ka. des $. 102 in G. T. d. P. F, auf 
andere Art gefundene Reihe. Sie gilt also, dem vorigen Beweise gemäls, 
so lange ® zwischen den Grenzen —47 und +1 enthalten ist, nicht 
aber in diesen Grenzfällen selbst. Es hat also diese Reihe, wie auch die 
im $.100 gefundene Reihe (2.), eine ausgedehntere Anwendbarkeit als die 
bekanute Reihe 
® = tansd —1tang’® +} Kane’ 4 BE”, + ett,, 
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welche nur dann anwendbar ist, wenn ® nicht >47 ist. Die Reihe (6.) 
convergirt unter den erwähnten drei Reihen am raschesten, und die Aus- 
drücke (5.) oder eigentlich D—N (0), D—N(O), D—N(D), D—N(D) etc. 
sind gerade die auf einander folgenden Summen der ersten Glieder der 
Reihe (6.). Setzt man 47—D für ®, so erhält man 


N”Ar—O) = 17 —D—cosP sind — 3 cos’ sind — 2" cos’®sin® und 


Alr-+D = 174094 c0sPsin® 43 cos’® sind +3": cos’® sind, 
woraus durch Addition X(47—P) +-1’(47+P)=r folgt. Ganz eben so 
zeigt man, dals überhaupt 
7. NAr—-MHNG7+DQ)=m 

und wenn man ” unendlich grols nimmt, auch 
. X4r7—O) + 147 +D) =7r is; und da AA4r—P) = 0, 
so ist auch A47+0)=7, wenn ® positiv und zwischen den Gren- 
zen O und 47 enthalten ist. Aulfserdem ist noch A(z7)=7. Setzt man 
in der Gleichung (7.) 47—D für ®, so erhält man 

Na—PD) HN) =r, also 

X(#+0P) = 7-+NX(D), folglich überhaupt 

8. Naz+M)=na= N), 

wo n eine ganze Zahl ‚bezeichnet. Nimmt man r unendlich, so hat man 


9, Anz -+-D) = nm. 


Zusatz. Da ox’(®) Ze in” 9.2p ist, so erhält 


man, wenn man 47—D für ® setzt, 


? 1:85. rl ü 
OD.cos? ® = N (A47r—D) 


Integrirt man also, so entsteht 


se 1.3.5. ....(2r—1) 
| S. D.co”® = eek 6B) ) (const.— A dr —D)). 


Da der Ausdruck auf der rechten Seite für O=0 verschwinden soll, so 
erhält man const.=N’(47)=47 und also 


; 1.3.8 (rd i 
S,29. cos ® = rn 47—D)). 
Anmerkung. Wegen der zahlreichen Anwendungen, welche von 
den Functionen A'(®), A’(®), AD), A*(P) u. 5. w. gemacht, und we- 


gen der Leichtigkeit, mit welcher ihre Werthe nach den Formeln (5.) 
berechnet werden können, wäre es sehr zweckmälsig, wenn Tabellen da- 
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von verfertigt würden, zumal da diese eine leichte Interpolation gestat- 
ten werden, und es nicht nöthig sein wird, die Zunahmen der Amplitude ® 
sehr klein anzunehmen, Weiter unten werden die erwälinten Functionen 
in noch wichtigeren Beziehungen zur Anwendung kommen; wodurch das 
Bedürfnis solcher Tafeln noch fühlbarer werden wird. 
$. 102, 
Ausdrücke der Quadranten X und E durch den Modul & und die Größse O = arcsin(k). 

Setzen wir in den Formeln (1.), (2.) und (3.) des $. 99. jetzt 
ama=}7, so verwandelt sich # in K, elu in E; ferner ist A! (am) 
—=N(amu)=N Er u) etc. =47. Hiernach haben wir also die Reihen: 


12.3? 17.92.03 12,32:53,7° 
1. Kaya. (4 SH + nn B’+ete.), 
N 12.3 ara Mn 7 
2 E 47. (1 — el em aygagz RR — ne etc.) 
12:55 12.92.5247 


ICH a Rt eg + ete.). 


Setzt man in diesen Formeln - S statt des Moduls %, so verwandelt sich, 


nach dem Zusatze 2, zu $. 31,, der Quadrant X in AK und nach $. 68, 
daher erhalten wir noch 


3, K-E=h(lR4 


verwandelt sich E£ in 3 


“u ka , 12.32 ke 12.32.52 Ko _ 12,32.,52,72 %8 
4. kK= 37 (1— atmen ge SE ee.) 
E r k 3 412,3U.%%4 12.32.5 x 12.32.52.7 8 
>. Fa #145. KT 92,42 ga 1 9242,62 nette). 


0} . ® . [) k . 
Diese Reihen convergiren nicht so rasch als die vorigen, da , >X ist. 


Zusatz. Setzt man k=sind, also k—=.c0s9; ferner ! +9=4r, 
k—ik’ _o6h; 


also k= cos6’ und A’ =sinf’: so ist ee . Setzt man aber 

= statt des Moduls k, so verwandelt sich nach $. 50. der Qua- 
—iK' K—iK s ., . 

drant X in 4 ee. Zn e Macht man diese Substitution in der 


Gleichung (1.), so erhält man 
ey, “i 1? 50; 12,32 we & 12,32. 5? a 73 
K—ıK = #(e 3% +57 .e 34 tr qı € a Ha 0"? 130 u. ete.). 
Da nun überhaupt e&”°’ = cos (nd) —i sin(nd‘) ist, so erhält man zwei 
Reihen; die eine reelle ist = K, die andere, mit # multiplieirte, ist = —iK': 
daher ist u 


2 
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; 
K= # (cost' rs — "00850 + 7 00894 2.00 c0os139’ + ete.) und 
K= #(sind‘ +12 sin 50 + 27 na > ee sin 138° + etc.): 

et r 22 92,4% 92,42,6? “ur 


Vertauscht man also #° mit 9, so verwandelt sich die eine Reihe in die 
andere; wie es auch sein muls. a man nun wieder $ ein, so erhält man 


Br : # (sind +55 sin504+ 55 2 - sin 99 a = = sin 138 + eto.), 


worin 9 = arcsin(k) ist. Es versagt diese Reihe indessen, wenn man d=0 
setzt; denn für 9=0 (also auch k=0) mülste K= 17 werden, und die 
Reihe giebt K=0. Ueberhaupt wird man wegen der langsamen Conver- 
genz dieser nur zwischen den Grenzen 9=0 und d=17 gültigen Reihe 
keinen Gebrauch von ihr machen können. 

Aus diesem Grunde übergehen wir auch die Herleitung einer ähn» 
lichen Reihe für den Quadranten E. 

Anmerkung. Auch die Convergenz der Reihen (1.) und (2.) 
wird schwach, wenn sich der Modul % der Grenze Eins nähert. Setzen 
wir wirklich k=1, so ist nach G. T. d. P. F. $. 62, 2 die Grenze, 
welcher sich die numerischen Coefficienten in der Reihe (1.) ohne Ende 
nähern. Einen höhern Grad der Kleinheit erreichen sie also nicht, und nur 
so ist es auch erklärlich, dafs die Summe jener Reihe, oder X selbst, un- 
endlich wird, wenn man k=1 setzt. Die Convergenz der Reihe (2.) ist 
etwas rascher, wenn k==1 gesetzt wird. 


$. 103. 
Reihe für den Quadranten X’, welche desto rascher convergirt, je gröfser der Modul &’ 
dieses Quadranten ist. 


Da nach $. 56., wenn der Modul %’ wenig von Eins verschieden 
ist, der Quadrant K’ durch die Formel 


K'=logS + }logyi—R) 


ausgedrückt wird, so kann man schliefsen, dafs der allgemeine Ausdruck 
von K‘ durch % die folgende Form Habeı werde: 


K=P. log + +0, 
wenn man sich nemlich unter P und Q Functionen von k in der Gestalt ums 


endlicher Reihen vorstellt, welche so beschaffen sind, dafs P=1 und O=0 
wird, wenn man Ä=0 setzt, Sehen wir K’ als eine Function des Mo- 


Zehnter Absohniin 10. 197 


duls % an, so haben wir die Differenzial- Gleichung ai im 8.92,’ 


U-M. ty R= 


anzuwenden und darin den fingirten ER von K’ zu substituiren. 
Durch Differenziüren finden wir 


are ar, 
Ok 7 ok rau —— und 


\ 23 Key RB BIRSENT. D6; 
| Din Are +5 — eırTte 


Durch Substitution erhalten wir also die Gleichung 
2 1—3xr?2 OP 4 
la-9.2 m : Dean 
a ER BALD SPN (E32) 5, & 
are men 5 9 ra een 0 = 


Setzen wir den REN von log für sich = 0, so entstehen die 
beiden Gleichungen 


pP 1-32 OP 
l. (d-R). + — .;—P=0, 


e Ul— x? 
ER en or OL aRee 0; 
welche aber auch zur eine von P und Q hinreichen. 

Da der ersten Gleichung gemäfs P als Function von % eben so 
von diesem Modul abhängt, wie der Gleichung (3.) im $. 91. gemäls K 
von demselben Modul, so schliefst man, dafs P=.a.K sein werde, 
wenn durch a eine Constante vorgestellt wird. Da aber für k=0 


P=1 werden soll, und der Quadraut X =}7 wird, so ist 


i 
1=«d.47 oder = --, 
TE 


und also i 
rn 
ZT N 
ner wir die Reihe (1.) im $. 102., so erhalten wir 
12,3? 12.32.52? 13,32, 52,72 
-— P=14,k4n elle re 42, liege: 42, 62, gt etc, 
und dieselbe Reihe kann auch leicht mittelst der Gleichung (1.) hergelei- 
tet werden. Setzen wir der Kürze wegen 
1? 2 12.3? s 1?.32.5? 


a= 


ı 
0— 229 1 = 93,42 9 22,42,63 etc., 


so dals 
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at, Pla=3.a, d=d.a, S.a=r.a, 10.0—%.a ete. 
ist, so ist N \ 5 ‚ 
P=1-+akl?+al+ak al’ +eto. 
Wären die drei ersten Glieder der Gleichung (2.) für sich = 0, so könnte 
man schliefsen, dafs @ nur um einen constanten Factor von P verschieden 
sei. Da übrigens O für k—=0 selbst =0 werden soll, und wie man 
leicht übersieht, nach Potenzen von A” ebenfalls fortschreitet, so setzen wir 
0= avk 2. ayk + av? ie ayls -L ayk" + etc. 

Substituiren wir diese Reihe und ihre Differenziale in den drei ersten 


Gliedern der Gleichung (2.), so erhalten wir, ar einer leichten Reduction, 


a 


—y En Paw—y)k u. au y)k 4- ef -- Paw—y)K + etc. 
Ferner erhalten wir durch die Substitution der Reihe P den Ausdruck 


2(1—r?) OP Bd Aa in 4 9 re 
2P — any m =1+zak +z4.% tzaK+za.k + etc. 
und K Gleichung Gr gemäls ist 
2 ) 3 2 9 & 3 9 
v = —1; ı = v3; Werd RN an etc.; 

woraus folgt: 
1 
yv— —1, 
2 2 
‚=—(It37) 
8 2 2 
Ale — (1 +34+35.0): 
7 2 2 2 
Y--ltaatsatr) 
etc. 


Werden diese, nach einem einfachen Gesetze fortschreitenden Ausdrücke 
gubstituirt, so erhalten wir die folgende Reihe: 


WER 123189 12/38 ). a 12.32.5° ( PR ENT.E 
K= 10 (7 )= ah gg leer u E 4° tat). 
13.32,52.7° | 
7 22,42.62.82° (1 da 4 6.67 . K 
12.32,52.72.92 2 2 P 
er PEN NGER NN 
Kaparı? etc., 
welche aber, wenn der Modul % nicht sehr klein ist, nur langsam con- 
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vergirt. In dieser Gestalt, oder doch in nur wenig anderer, hat Legendre 
die Reihe aufgestellt. Man kann aber dieselbe durch Umordnung ihrer Glie« 
der leicht so gestalten, dals sie für jeden Modul %, welcher <1 ist, rasch, 
und zwar schneller noch als die Reihe (1.) im $. 102. selbst, convergirt. 
Lösen wir nemlich die Klammern in den auf das Anfangsglied folgenden 


Gliedern auf, so erhalten wir 
2K 4 17, 3% 12.32.52 1?2.32,52,73% 
K= — log ()— ee A 42 Mc a en ET. ar er 42.62, ge tre etc.) 


2 12,32,52 12,32,52,7 
ER ler a Bar tage, Srgal’ + etc.) 


2 .3?%, 52 12, 2 2 2 
2 a —— k’ Bent rk’ + etc.) 


—75.6\22, 42.62 22.42.62.8? 

2 12, 32. 5°. 7? 15 12. 32, 52, pr 92 » ) 

er: = 42,6?, Wr 1 33.43,62,. 83,107 102 k -+-etc. 
— etc. 


und die hier eingeklammerten unendlichen Reihen lassen sich summiren, 
oder doch auf eine einzige zurückbringen. Diese Reihe ist die oben für P 


ae Wir setzen 
12,3? ee 123. 32.52.7? 
au +aR+s er 


12.32, 32. 7?.9? 
er TREETH ig mN teta; 
ferner setzen wir die Summen der ersten Glieder dieser Reihe 


12 
1? 12.3? 
8, = ER 42 k*, 


12.3? 12.32.52 
8; 2 14 c + da er r 22.6: 8 
12.3? ER 1932202378 
— 2 4 
= Ban ne Sr ne a SE LEE 42,6 eo: 42, 6°. ER 
Us Se We. 


ann nähern sich die Größen $,, 82, 8;, 8, etc. der Grenze 8, und es ist 


— ei, oder umgekehrt 
5 
A — >.K und 
4 
K'- a ee 5 RR) RR) 
2 
— 73 K)— 9.10 en (RK ae 
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Aus den successiven Summen der ersten Glieder der Reihe & also 
lassen sich biernach beide Quadranten K und K’ mit ungefähr gleichem 
Grade der Gonvergenz der Reihen berechnen. Die Gonvergenz der Reihe 

2 2 2 

3,4° 5,6? 78 etc, 
ihrer Glieder. Alle Modular- Quadranten lassen sich also hiernach be- 
rechnen, indem man % als zwischen den Grenzen O0 und Y4 enthal- 
ten ansieht. Ist der Quadrant K nach der Formel X = 47.8 berech- 
net worden, so ist die Berechnung des Quadranten K’ nach der vor- 
stehenden Formel sehr bequem und einfach, da man, indem man die 
Glieder der Reihe X berechnet, zugleich die Werthe von 8, 8, 8; 
K, etc. erhält, 


für K’ ist noch etwas grölser wegen der Coefficienten 


8.104. 


Reihe für den Quadranten E’, welche desto rascher convergirt, je gröfser sein Modul %’ ist. 


Es kann die- gesuchte Reihe für den Quadranten EZ’ augenblicklich 
aus der für den Quadranten K’ gefundenen Reihe 


u En) Es) Alt s) 
— + $,) — eto, 
hergeleitet werden. Da nemlich nach $. 93, 


oK' oK E—k'!:K 
v2. 72 7 2 3 Sn 
E'=KFK—(k k). Zr und ET Ua as 


4 


ist, so erhalten wir 
ya OK LEER 2KK? 
(k mi ). 76 log s( )— 


TE 


— 2(E—k"K) 
TE 

N 

— (C(E-KR)— k—B) I) — etc, 


— 


und da 
Er = ER (ER) ACER en) 
2 (@ — K 8.) — etc, 


ist, so findet sich, wenn von dieser Reihe die yorige subtrahirt wird, 
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RE 2Kr’a 2(K—E A 
E' = EZ jog (+ Zus ’—r) 
2(K—E 
LE 19.28 28) 
2(K— 
Em mie) 
73T +95 —ES) 


! EN eic. 


Der Ausdruck gestattet noch manche Reductionen. Es ist zunächst, wie 
in $.103., 


1 r 
$,=1+al+ ak + al... ak”, 
also 


‘ 1 2 3 2 
>, = 2ak +4ak’+6al’....+2r.al”!, 
also | 
. 3 OK . 2 ? E: 5 6 R 2 
k— KR). = 2ak’+4ak? + 6al....+2r.ak” 
1 r- r 
—2 ak’—4ak ....—(2r—2) a. Irak 
zug 1 2 | r—1 r 
— 127.8. = —kK— akt— ual...— 0." — ak"; 
folglich ist 
nn e) Fe a FE TR DT ALH ER ec N 76 
RR), ER = —A—2a)R—Ba—4a)®"— Sa—6a)k... 
" re le ie ee 
(2r —1)2 1 


Da aber ern (27). en = (Ir —1). 2 und also 2; r.0 = ——.4 ist, 
r N 
so ıst (?r—1) mega 2 und also 


ET TER 


12.32. 57 12.32.52... 2r—S)’ (2r—1) 2, 
— (48 DE 42, 6* dor wear 42.6°....(2r—2)2.77 W ) 


= 1?.32.5?, an (Ar), Ar +1) Krt2, 
22. 42,6°.85%.... BP ge 

2(K—E) 
7 


Setzen wir nun zur Abkürzung = t, so ist rückwärts 


E = RK—4r.t, 
und nach $. 102, ist 
12.3 12. 3°.5 12.32,.92.7 
Fate tagt res 
26 
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Diesen Werth als;bekannt vorausgesetzt, haben wir 


E = eg (2) +2 ner. ulize Zei) 


22,4 
- - Mr = ht at Er : 7°) — etc. 
a a DE a FF a 
Substituirt man nun auch noch für 4 ii die Reihe 
ee uns mn ee 


so erhalten wir den mehr reducirten Ausdruck 


et. 10 (+ Hi; A Lei Taten) 


2 a u. 4°. 
— 7, —ıR? % Be >) — etc. 
PER®E TIER P 4 .3? 13,3275° 
pe 92 +5: #& Sure 42,62 + gr 4:.62.8= + ete., 


welcher leicht auch also dargestellt werden kann: 


E'=t.\g(2) +1—d-}. use ;R— 4.5 R) 


2 1°,:3°,5 
PERBR es" |, Je FF; 
5 „et 4 — —% 32005 42.6 %°) 
2 k_ıRr 12.32.5 12.32,52,7 
5 ik — .22,4°,6 er ra) 
— etc, 


Setzen wir also noch 


un 
4-47 


IE 
| 1?.3°.5 
&; E47 Kt: 92.42, 6 I, 


SPESEN Il, ae A 32,52,7 
= Rh 52gk tom er z 


13.3 1335 42,329 12.83.52.73,9 
io |] ? 4 kt Ale Erw er: R+1 
£, 4k 22,4 22,42,6 22, 92.42.62,8 62.8 2092 42.62.82. 0 


\ 


U 8 Wo 


so nähern sich auch diese Ausdrücke ohne Ende ehe Werthe 2, und 
wir haben i 


> 
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| aNt;n ig 2 
BE = 2.10, (2) +1) 37-1) lt) u) 


em 


2 . 
zn 5) —eto.,; so wie 
E = K— Iir.t $ 
Berechnet man nach dieser Formel den Quadranten Z, so ist die Be- 
rechnung des Quadranten #‘ nach der vorigen Formel sehr einfach. 


$. 105. 


Andere Reihen für w und elx, welche nach Potenzen von % und Aa fortschreiten, 


Die im $. 99. entwickelten Reihen können auch also dargestellt 
werden: 


42 
1 a amu + 5; (amuU— sn“ cn u) A? 


12.3 
+ 5: 2; (ama — nz cnu — 3 sn’u onu) k* 
ER 24 
Tag TE gr me u! 3 pe dr: 5 y 6 
+ 32 43.0: (amd — sn“ cnu— 3 sn’ cn“ 3, 50’ na) ik 
an 3 ; a 5 
32.42,63,8: amUu —snZcnd — 3 5n’u cn“ FiaB sn’% cn% 


2.4.6 
PB sn’ u on) A 
—- efc,, 
gu 
2. elu = amu (ama— snu enu) k° 
tag 13.3 ala 4 R 
— 5: 5; (amd —snv cenu— 3 5n°’u nu) k 
i 12,3°\5 | 2.4 
32.92.65: \am® — sn % cn% som ucnu— 7, 50 u nu) 
— etc., und 
3. u—elu = 4(amu— snucenu)k’ | 
R | | 
+5 (amu — sn cn v— 3sn’u onu) k* 
il. | SHE IR DR, | 
Maezare am % — sn 4 on — 3 50°% cnuU — 7,80 uonn) A 
"tete Ä 


Man wird diese Reihen zur Berechnung von % und ela dann anwenden, 
wenn die Amplitude ® dieselbe bleiben, der Modul % aber sich ändern soll, 
weil dann ‘auch alle Coefficienten der Potenzen von % in diesen Reihen 
dieselben bleiben, und also bei jeder neuen Berechnung immer wieder 


26° 
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gebraucht werden können. Die Convergenz dieser Reiben vermindert 
sich aber, wenn das Argument % grölser und grölser genommen wird. 
Wird u>}K, so wird man sofort K— u für u setzen; dadurch verwan- 
delt sich amz in amceu= +7 —-arctang(k’tnw), und es ist nun also ame 
beträchtlich geringer; elw verwandelt sich nun in 
" eleu= E—elu-+ k’snusnet. 
Setzen wir also ameu—= % undamu = ®, so haben wir tang p.tang® =, 
und 
u= KV ENDE SEN EEN (PR — ete. 
ar je 52, Ay 6% 
elu = EX sin®snv — YHzN). A? + ee N(d).A® 
* HEN. Een 
u—elu= K—E—Rsindsind — IN! (L)R? De Sralyykt 
m: L : N(y)k° + etc. 
Diese Reihen convergiren um desto rascher , je grölser w wird. Denn je 
größser D = am % genommen wird, desto kleiner wird W, und desto rascher 
nähern sich also die Grölsen A'(Y), NM), Mb), Mb) etc. der Grenze 
Null. Diese Formeln verfehlen nur dann ihren Zweck, wenn der Modul 


® . - = x such: E) 
%k wenig von Eins verschieden ist, weil, der Formel tangy = Küngg 5% 
je} 


mäls, dann % dennoch eine beträchtliche Grölse haben kann.. 
Setzen wir in den Formeln (1.), (2.), 8.) k'u für u und E statt k, 


k' 
Be elew, 


= ; daher er- 


so verwandelt sich am in 47 —amcu; ferner el“ in 
halten wir sofort noch 


K.u= jr —ameu— N (dr —amon). a Een 


Kia Fr 
{ BE N (ir —amcu). 2 meta 
re jr—ameu+ N: (jr —amen). a 33, u ee). a 
aRnG ir — amcu). er - etc. 


Setzen wir in der Formel (1.) vi für % und %' für k, so erhalten wir, 
da am (ui) =: Am'umifamu ist, sogleich 
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tn t 3 
6. SEIEN: = (Lama — en r : (kam —! +3. ep 
12.3?.52 Inu tn? u RT 4 1n3 KEN 6 
tr329 (Lamu — a tk oe cu 3.5 nu k' 
rs Inu In ® 1 2.4 tn5u 2. = 6 in’u\ „eg 
TaR0g Yam mu— ,Tt3- cu 35 cu 7357 i nz 


-- etc. 


Dieser Formel bedient man sich mit Vortheil, wenn der Modul % 
der gegebenen Amplitude amz wenig von Eins verschieden und das Ar» 
gument u<{1K ist. Die eingeklammerten Coefficienten nähern sich, wenn 
amu<-}7 ist, ebenfalls der Grenze Null, was fast auf dieselbe Art be= 
wiesen werden kann, wie die Formel A(P)=0 im $. 100. bewiesen wor« 
den ist. Jene Coefficienten sind übrigens abwechselnd negativ und positiv. 
Da u— El’u= elu—tnudn% nach $. 70. ist, so verwandelt sich die 
Formel (3.) in 


tou z .3 to u t09 u 
Ben } 1 „12 18 
7. elu=tnwdnu +4 (tamu — %) % 37 (fama— +3. —)R 


ecnUu 


12.32.5 tn u tn3 u 2, todu 
tal tan 3) rei 


cn u cn Lu en u 


und auch diese Formel ist zweckmälsig, wenn % grols und das Argument 


u<ıK& ist. 
Ist das Argument u>1Kk, ao K—u<}K, so bedient man sich 


am. besten der Formel 
1? =) RL 12.3 ( tneu tnc? —) 4 
03 en, Mai a 
8 u=Kk—tTameu—;; (8 ame% k"— 5, \tameu St zu; k 


cncu 
12.32.5 tncw tned n 2.4, me’ u\: ze 
7 22,42,6 s (Famou— .K8 encu  3.5° 2) 
12.32,52,72 (2 Fund tncn |, teiu 2.4 tucdu , 2.4.6 en) 16 
52.22.02,8:\* 4  eneu " ®°" meu 3.5" encu ' 3.8.7° encu/ " 


— 010.5 
wenn der Modul k wenig von Eins verschieden ist. 


Setzen wir auch in der Formel (7.) K—u für u, so erhalten wir, 


Pr dns 
da elu=E—elcu-+-A’snusncou, und tncu ducu — K’snu snou = -—,, 
72 » \ 
et ist, die Reihe 
‚dncu 
dn x neu) 7a__ er tueu tnc? Y gi 
9 Au=E— 7-3 (a Ben .k en ae amoul- — t8 en 
12.32.5 inew tne®u: 2.4 tm 2 
ETUI BEN N BAR ERTEN — ——, k man‘ etc. 
rl Pe 3 


206 Zehnter Abschnitt 810. 


welche dann zur Berechnung von el“ dient, wenn der Modul k wenig 
von Eins verschieden und das Argument w>}4X ist, die Reihe (7.) also 
nicht mehr rasch genug convergirt. 

Wie die Quadranten K und E unter diesen Umständen zu berech- 
nen sind, ist in $. 103. — $. 105. umständlich gezeigt worden, 


12 
Zusatz. Es ist dedu=dnu.ön— init, Setzt man nun dD= 


47 —amcu, so ist OP =du.dnew, also euch folglich ist d elu = 


u u: dacı 
Mi eh rgs = an Da nun 
(A4—R0080)°? = 143% cd + = *co®’d + dr T cos°® +... 
ist, so erhält man, wenn man diese Reihe mit k”.2® multiplieirt und 
integrirt: 


3,20 32.5 
elu=M’ + zRGr—N Artnr —NAr—O) 
32.52,7 32.52.72. 
tank QGr—-NGr—PQ)+ rn RGr—N 470) Ten 


Für v= K hat man noch die Reihe 


; JRR ROHR IR 32,52,7 32.52,72.9 
E= Ir.k“ (1 Tark A a Hp te) 


daher kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 
Se ’ 3 32.55, 32.53.74. 
1. du=EM HR DSDS REN) 
32,52.73,9 
4 3m.) eh 9 
wenn man wieder ) =amc« setzt. Es kann diese Reihe als eine Um- 
formung der Reihe lv=E+%sind® siny—ı HR’ N Ch) + .... ange 
sehen werden. Wird wieder P=4r—amcu gesetzt, so folgt aus elu 
-; fi ll noch die Reihe 
. y(i -- ja Sin? g) 


Ehen 3 RR 32.5 kt 32.52.7 2° 
ie Wert Hat aaO eh) 
32.52,72,9 Ks 


+ apa a d)— +...) 
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m 
” s. 106. 
Reihen zur Berechnung von u und el aus amw, welche zum Theil nach Potenzen von sn 
- fortschreiten, . 
Wenn man in der Reihe (1.) des $. 105. die Klammern auflöset, 


so erhält man 


ERS Gh 12,3%, 9%, 12.32.53. 7% | 
u mutter re rete) 


12,5 12.39, 0 1. 
— nun Rt + etc.) 


1%3? 17.3992 
— 3 sn’u cnu en kit sang R+ ete.) 


U. S We 


Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie in $. 103., so erhalten 
wir die Formel 


1. vu = 8.am® — (8—1) snucn® — 3(8— 8,) sn’a cn% 


246 RK) sn’u cn“ 


Eye ! 
Rs (R—8;) sn usnu — 35.7 


— u (R— 8) sn’ cn® — etc. 
Diese Reihe hat immer. einen hohen Grad der Convergenz und ist vor- 
züglich dann anzuwenden, wenn der Modul %k constant, hingegen am% 
veränderlieh ist. Wird amw > amceuv, so wird man K— u für u setzen. 
Dieselben Zahlen 8, , 8, 8;, 8, etc. also, welche zur Berechnung von 
K und K‘ dienen, dienen bier auch zur Berechnung von % aus am. 


Setzen wir ferner 


N =1-5%, 
n=1- RE, 
nie ir ein 
etc., und | 
None ee an 


so ds E=17.N ist, so finden wir auf ähnliche Art wie vorhin: 
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2: 4 Bl Ei An ji A—NR) muonu HEN’ Chu 


EN N) sn’ on +57 NN) ont nu 
+25 (T—N) sn’uvcnu + etc. 
Auch für w—elw läfst.sich eine ähnliche Reihe herleiten. Dadurch, dafs 
man die Sätze des $. 31. anwendet, und ferner, indem man u: für u 
setzt, lassen sich aus diesen Reihen leicht noch andere herleiten; wemit 
wir uns hier aber nicht aufhalten. 


» % 107. 
Reihen für w und elu, welche nach dem Sinus der vervielfachten Amplitude g = amu 
fortschreiten, 


Wenn man in der Reihe 
— o+ ln BR + no. + EEE ROH ei 
= SE i 533: N + -+ etc. 


für AO), N (©), MD) die in $. 100. gefundenen Werthe substituirt, so 
erhält man eine Reihe von der Form 
3 


1 2 i 4 
1. argam(P) = a.9— 7 5in2P +75 sind® — — siu6P + z sin$® 


5 


— z 5in109 + — etc. 


und die darin vorkommenden Coefficienten sind selbst ausgedrückt durch 
die Reihen 


$ 12.32 12.32, 5° 7. 12,32,52,72 

hg ee 22, nenn 42.6? rw 42,62. 5; k’+ ete. 

a 17,325, 12,32,5? 5 12.32/52,72 

Air 5: 22 5 +35 =; 22; 22,4% k +3 Ar 2%, 92,42,6? 62 P+- 6° 22, 92,42,6 62, 82 -— KR etc. 
2: 1°.5° 7 3.2 12.32.5? 4.3 12.32.52,72 

Ze 3. 4° 22,42 4." a 4.5 "Q2, 4:, ER 5% 6° Q%, 22,42,6: 62,82 82 KR etc. 


° 3.2.1 12.32.52 „, , 43.2 12.32.52.72 , 
ge 2.5.6° 22,42, TR T367 22, 92,42,6? 62, g; k -- etc. 
Us Ss We 

Diese Reihen schreiten nach einem einfachen Gesetze fort; a erste Reihe 
ist oflenbar 

h4 2K 

ad = 

IE 

Differenzürt man die Reihe (1.), so erhält man, wenn Y(1—A#’ sin’d) = A 
gesetzt wird, die Gleichung 
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1) 1 2 $ & 
= ı4— 2a 00520 + 2a c0s4D — 2a 056 + 2a 00880 
— 24008100 + — etc. 
Multiplicirt man diese Reihe mit e0s?®, so erhält man 
"== ig ‚0020 — alt c0os4D) = «(005204 cos6®) 


_ a(00s4® +c0s80) + — et. 
Hieraus folgt 


SE = = sin29=a (sinO+° Er LENZ 
a AR eto. 


Setzt man nun ® =17, so wird sin?2d = sind = 6Dete. —=O 
und es bleibt also nur noch die einfache Gleichung 


a 2 60s2p.Ip 
Üs Ir ei e 
a ale y8 g 
Es ist ni Kine =1—2 sin sin’d = 1> 541-2) = 


i— +22 en „ also 


ddr = Ada: 2.39.4, 


oder auch 
a4 = (;—1)K-S3E = &(K-E)—K, 
folglich 
4. a= ei (K—E) — = 3 


2 3 
In ähnlicher Weise können auch die folgenden Coefücienten «a, «, 

& 
a etc. in geschlossenen Ausdrücken angegeben werden, Indessen können 


0 ı 
diese Coefficienten auch recurrirend aus den beiden vorigen « und « be- 
rechnet werden; die allgemeine Recursions- Formel leiten wir also her, 


Differenzürt man die vorhin angegebene Reihe für En noch einmal, so er- 
hält man 


KR Ar eosp __ = 4asin2d— 8asinP+ ee no 
1204 sn10D— + etc, 


2 y 
Es ist aber =1—Ksin’d® = 1— (1003209) = 1- +700s2® 
sin? @ 


und sind cos = ‚„ also ist auch 


27 
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ke du 2 MP 0 402 DS aid -L ato 
A(2—k?+-Kk? 0329) A(Z—14029) 
oder Ä Ir h er 
1 2 8 
| Anasin?®—8na sin4Dd + 12na sin6d —16n«sin8P + etc. 
su2p __ 


R + 2asind— Hasin6®-+ 6a sin8®— ete. 
Ir 4asin2d-L EPRERTT Ji 8asin6d + 10 asin8d-+ etc. 
wenn der Kürze wegen n= - —1 gesetzt wird. Einen ähnlichen Aus» 
druck für ET erhalten wir, wenn wir die anfängliche Reihe für x noch 
mit sin?® Fe Ede ‚ nämlich n 

ne — asin2® _ asin4® 2. asin6® m + — eto. 


— asin?2® + asin4® — asin6® + asin8® — + eto., 
und da diese beiden Entwicklungen identisch sein müssen, so ist 


sa (7 1).0—i.m, 


5a= 8(3—1)..— 3.4, 
s. da = 25 —1).0— 5.4, 
94 = 16 (5 —1).a—7.u, 
1a = %0 (= —1).a—9.a 
Us Se Ws 


Nach diesen einfachen Formeln geht die Berechnung von a, a, 4, a eto, 


sehr bequem von Statten. Ueberhaupt ist 
r+1 r A v1 
Qr+n).a = 4r(Z—1).a—(2r—1)a. 
Die Reihen (2.) zeigen, was aus diesen ‚Recursions - Formeln nicht sogleich 


ersichtlich ist: dafs die Coefücienten a, a, a, 2 eio. emd FRRRCH convergi- 
rende Reihe bilden. 

Substituiren wir auch in der Reihe (2.) des $. 99. die Ausdrücke 
des $. 100., so erhalten wir für elw eine Reihe von der Form 


6.  elw ie + esin 2 — 5sin4®+ zsin6P — zZsin8® 
+5 sin 109 — + eto, 
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Für die hierin vorkommenden Coefficienten selbst haben wir die Reihen 
1?.3 12.349,28 12.32.5°.7 

zE 1 R— "32,22 Ki nr an 42.62.82 

1?.32.5 1?2.32.52.7 

un 4.543. 22, 22, WI TUd 2. 92, 92.42.06: 62. gr + eto, 

a1 12.3 LEERE 1?.3%.5 7, 4.3 1?.3?.5?.7 

ERS TIR 4.5 22.42.62 SrwW ech, 

3.21 1?.3°,5 7, 4.322 12. 3°.52,7 
= nermelttzırmrigh trete 
wu 5 We 


Die erste Reihe kam schon oft vor. Es ist 


o 
8 each 


I3 —— etc. 


so 


Sm 
| 


7. 7? + eto, 


ı 


So 


gT 
o:'1 2:6 - 
Die Coeffhicienten c, c, c, c etc. hangen auf eine ziemlich einfache Weise 
N WER EN: 7 
zusammen mit den Tree a, a, a, a etc. Multiplieirt man die an- 


fängliche Reihe für 7 mit A= (G —1-+ c082P) ‚ so erhält: man 
Emft)dordannpAriemsprientd Hinten 


+5; ee Se Be 
— (cos 40 + 0058P) + etc.)) 


aaRE 12\,® i p} 8 4 
A — (1—5)(a— 2400520 +2400849— 2400869 -+2a0088P—+-ete.) 


= at 400520 — acos4® -j- ac0s6P — cos SO +—etc,) 
2 > (+ a c20 — ac0s4® 4- 00860 4005804 —. etc.) 
Differenzürt man aber die Gleichung (6.), so erhält man auch fe 


Ar + 2.000829 — 2c 00s4P + 2c 00560 _ 20.0088 + — eto,, 
und da diese Reihe mit der, vorigen identisch sein muls, so -finden sich 
die Gleichungen 


el) Eu, 2-5 Eurgofıc E)i 
9. = Far ya (7) , 2c — 2 ara) 2 az)a a, 
= ar )—2(i- Na, hau, sooo 


97% 
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Noch etwas einfacher sind die Ausdrücke, welche man wie folgt erhält. Diffe- 


renzürt man die vorige Reihe für A, so erhält man 0A = —ZE22,89, 


also 
— = UT = — 40sin2+ 8esin4P —12C sind -+— etc, 
oder 
= = (&o sin2Dd — 8C sing® + 126 sin 6P—16C sin8® r— jet} 
Wird diese Te mit der vorigen für mh, verglichen, so hat man 
1= 5 (a—1), 11 = 3 (a—a), 
10. = au (“—a), 16 = . (a— a) 
ws W 
$. 108. 


Entwicklung der Hülfs-Funetion A”(@) in eine nach Potenzen von fortschreitende Reihe, 
Für die folgenden Betrachtungen ist die Kenntnils der höheren 
Differenzial - Verbältnisse einer unbestimmten Potenz von sin®, deren Ex- 
ponent übrigens eine positive ganze Zahl sein soll, nöthig. Erforderliche 
Ausdrücke dieser Art finden sich bereits in @.T. d. P. F, $.112,, nämlich 


27 In? 2ß & 
nd = S(—1)[n]. C.sin””® und 
Y (8) 
Ort! siorp 


2p+1 © t : 
! gar =S S(— 1)° [r ] ‘ [X sin" ,cos®, 
worin «--ß =r die gemeinschaftliche Bedingungs- Gleichung der beiden 
veränderlieben positiven ganzen Zahlen % und ß ist. Unter Ö wird eine 
aus den Elementen der Scale 
(2) = In, n—D, (n— NH, +... (a—2P)], 

welche ß +1 Elemente befafst, bei unbedingter Wiederholbarkeit gebil- 
dete Combinations-Classe des «ten Grades verstanden. 

Setzen wir in der ersten Formel 2» für 2» und dann noch 2-+r 


für r, so verwandelt sie sich ir 
Oent2r sin?” RT, 
Tage = ($(—1)° [22]. C. sin 6) cond. (.+ß=n+r). 
Setzen wir in diesem Ausdrucke o=o, so ist sin"?O—O für P <a, 
aber =1 für ß=n, oder «=r; dalter ist nun 
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f?r, sin?” ! 2“ 
er = (1. (2n).C. 
Die in diesem Ausdrucke geforderte Scale ist 
(n) = [?2n)’, An—D, .... (2a —2n)] 
und ihr letztes Element also =0. Alle Elemente dieser Scale haben den 
gemeinschaftlichen Factor 2?”= 4; daher kann man diesen Factor abson- 
dern, und die einfachere Scale 
r (n) = [1}, %, 8% 2... m] 
nehmen, welche die Quadrate der n ersten Zahlen der natürlichen Zah- 


lenreihe begreift, wenn man nur 2%e für das vorige C setzt und die 
n (n) 


Combinations-Classe nun auf diese neue Scale bezieht. Setzen wir 


sind = Dr — A," +4, 4.004 4.0 + een, 
so ist nach Maclaurin’s Satze ’ 
orrr sin?” 


1.4, = On Ka Dr Dr (für = Hi und also 

ste Men r €c r 

d, Tre (2n-+2r)’ ar 2 = [2m]. u 

Die Substitution dieses Werthes giebt die ineidfhd: Reihe 

sind = SI) [an ].ae.l.gere 
Die Reihen für sin’”® und sin’”t!® lassen ehe leicht umkehren, wodurch 
man Reihen für die Potenzen von ® erhält, welche nach Potenzen von 
sin® fortschreiten. Nicht auf diesem Wege sind jene Reihen hergeleitet 
worden vom Hrn, Prof. Scherk in Örelle’s Journal der Mathematik Band XI, 
Seite 101. 


Multiplieirt man die vorhin gefundene Reihe mit 29, und integrirt, 
so entsteht 


Ji"9.20 = SCAy Tan Ta. d. gun, 
6) 
Da aber nach $, 99. 


3 
N) = — tier „sutQ. od 
1r.[ 
*) Für die ieeie Potenz des Sinus erbält man mit Bezugnahme auf die Scale 
(r) = [1?, 3°, 52, 72, .... (2n4-1)?] die Reihe 


surrg = S(—1) [In +1 ii €. gpint2chs, 


und zwar auf ähnliche Weise. ° 
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Em, (!n 


ist, so erhalten wir, wenn wir beachten dals [?n ] mie: u Ip u und 
(2n)’ = (—1)".n’.?*. 1 ist, endlich die Formel 
(O) = S(-1en. nt, l u 


m @n+2e-+1)’* 
Zusatz. Für die Combinationsklasse C lälst sich nach G. T. d.P. FE. 
Nile | (Rn) 
6.113 — 115. auch leicht ein analytischer Ausdruck herleiten. Setzt man 


daselbst nur m -+n für m; ferner a=0, a 17, a=%, a=3, Ri 
ad}, na an, so ist 
Y = (0) (12) -P)... (a (a1) (a4) +). 
(a —n?) oder 
L, =(-1.(@ (1) a —2)...1) (la +1)... 2 a—1))(1.23....(n—a)) 
| x (Ra +1)2a + %....(n+ 0)) oder 


Pe le eianl Pr gm arm+?n 
V=(—1) und also C=2S( 1) Sem a0 


Multiplieirt man ER Gleichung noch u (2n)’, um die Brüche unter 
gleiche ERSTEN zu bringen, so Staa man 


= Gnr Sy —— (SA). Bnl. at) cond.(a«+ß=n) 
(n} 


zum gesuchten analytischen Auldrachb des Werthes von €. Alle beson- 


(r) 


deren Werthe von C, für welche m-+n nicht >10 ist, enthält eine in 
(n) 


G. T. d. P. FE. $. 71. befindliche Tabelle, woraus ihre Werthe also ent- 
nommen werden können. Daselbst ist auch das Rechnungs-Verfahren an- 
gegeben, wodurch jene Tabelle leicht beliebig erweitert werden kann, 
Zu derselben Formel kann man auch auf folgende Art gelangen: 
Substituirt man in dem Ausdrucke X”) =9+S(—1)° [n] [n]. am 
(2 ay2P+l £ pP+l 
VE 


(für &>0) statt sin (2a) die bekannte Reihe S(—1)? 
erhält man 
Oo) = 9+2.SC-1t.mfln]. 2a. ER. 
21) 
Die Potenzen von ©, welche niedriger im Grade sind, als D’t!, haben in 


diesem Ausdrucke jede einen Coefficienten, welcher =0 ist; daher darf 
“ 
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man sogleich n+-ß für ß setzen, wodurch man erhält: 
n bes __1\rtFa+Pß al 2n+28 „2n+28 BRUEEN 9 
(0) = 2.8(—1)#,. [n] [n].2 .Q ap" 
Wird diese Reihe für A”(®) mit der früheren identificirt, so erhält man 
denselben Ausdruck für C „ wie vorher. 
n) 


$. 109. 


Reihen für argam(p) und argam(Lr— og), welche nach Potenzen von @ fortschreiten. 


Aus der im $. 108, für X”(D) a kin Reihe folgt sogleich noch 
Dear! 


4. 4. 2"(®) nor S(—1)°([1, 2). 2=.C. To En* 


Wird Hin Beihe mit A” multiplieirt, und dann an als allgemeines 
Glied einer neuen Reihe, nämlich der für argam(®) dem $. 99. gemäls 
angesehen, und zu diesem ig ß für n gesetzt, so erhält man 


argam(®) = [s-17 (1, —2] 7. 4°, C. 1a on] cond. (u+-Pß=Y). 
Man kann diese Reihe einfacher En ilin unter 

argam(®) = o+a.% +a. 2, +a.£ Las z + eto,, 
und hat dann zur independenten Bestimmung der Coefficienten in dieser 
Reihe en allgemeine Formel 


Da (S—1)[1, 9 l1, oe ER Ö) cond. 
oder auch, in nen Darstellung: 
=, —2p.Rr—[, —2]%4. £. Pr [1,— 2.2. €. Kran 
a ATi, Ö. kr. 
Diese ine Formel giebt die folgende deren Ausdrücke: 
= R, 
a= RIR—N), 
3, Ja= R(225K—180R° + 16), 
a —= RR (11025%°— 12600 A-3042 —64), 


a — 12 (893025 %— 1323000%°-H 529200 A*— 48960 %? -+ 256) 
Us Se Ws 
welche zwar im Fortgange immer mehr zusammengesetzt werden, aber 


we 
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wegen der Abwechselung der Vorzeichen dennoch nicht sehr grofse 
Werthe haben. 
ı 2% :) & 
Für k=0 ist a=a=a=amete —=0; 
für k=y% ist a}, a=}, = 5% = — 995 ci; 
fir k=1 it 01, 0=5, a=6l, 0a—=1385 eto, 


In dem letzten Falle für % = 1 erhält man also dieselben Coefficien- 
ten, welche inG. T.d.P. FE. S Wi berechnet wurden; wie auch sein muls, 


08 n 
da nun arg am(®) -/ ve von Per AT reg 8O wird. 


8 
Für die recurrirende Berechnung der Coefficienten a, a, a, a ' eie, 
findet man leicht die Formel 


r.a= BR. [2&r-1)[27].a- (27-2) [27]. 2.04 Orr]. ra r2r2], 
2 [y (3a 


deren Herleitung wir übergehen, weil sie selbst nicht sehr bequem ist. 
Setzen wir in der gefundenen Reihe A(K— u) für argam(®) und 

4 statt des Moduls &, so verwandelt sich ® in 47 —amu. Setzen wir 

nun 77—amua=ß, so ist am =47—P,. Verwandeln wir ferner 


r 


a in A.» so erhalten wir 
ı 8 = £ 
kK(K—argam(17—D)) = Der N I er r— etc. oder 
2 »J ? 
a s a 5 a ? 
, nd tee) te 
Ä } 
— 2.(2) + eo.) 


und für die in dieser Reihe vorkommenden Coefäcienten haben wir die 
Ausdrücke 

= I, 

a= KR (IR +4K9), 
a a=R (225 h+180R°R° + 166°), 


a— RR? (11025%° 41260 Ak? 4 3024 K" 64.50), 


a= 1° (893025 1°--1323000 AP 44529200 AA} 48960 R’k°-256 0). 


U 5: Wo 


Es 
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Diese Reihe convergirt indessen nur dann ziemlich schnell, wenn der Mo- 
dul % sehr gering und n ein ächter Bruch ist, 


$. 110, 


Reihen für elu, welche nach Potenzen von p und 377 — fortschreiteu, wenn 9 amu 
gesetzt wird. | 


Gehen wir nun: von der Formel elu = S[1 1 I— I]. N" (D).R’*° 
des $. 99. aus, so finden wir, ee so wie En die Reihe $ 
1. eu = P—a.2 be. G—a,? ar "+0. — + ote,, 


und die in ihr ER sind ausgedrückt durch die 
Formel 


2, u= (S(—1PT—1, uf, _ı. 2 C.1%®) cond.(a-+ß =r), 
woraus man die folgenden besonderen Audio erhält; 
ei =.k, 
a=R(-3R+4, 
s, Ja= RaSR—60R-}16), 
a = %(—1575%° +3520%— 1008?’ +64), 


5 


a = k’ (99225.%° — 189000%°+- 105840 A’— 16320? 4256) 
Us Ss Wa 


> 


Auch diese Ausdrücke werden im ia sehr zusammengesetzt; aber 
ihre Werthe sind für denselben Modul % immer beträchtlich kleiner, als 
die Werthe der ähnlichen Ausdrücke (3.) im $.109. Für k=0 ist jeder 
rn und für u—1 ist jeder =1. So ist z, B. 


a— 99225 —1890004105840—16320 256 = 205321— 20539 = +1; 
dieser Umstand erklärt sich daraus, dals für k=1, 


du = [OO vn nnd EILFEREN rc m 


Für k=y1 erbält man 
r 1 2 d s —ii « 1945 a * 10221 
0-75; A= zZ) az TA Tam = Us 8s W 
Die in der Reihe (1.) vorkommenden Permutations- Zahlen geben ihr einen 
hohen Grad der Convergenz, zumal wenn ®<1 ist: . 
28 
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Setzen wir nun #(K— u) für u und &* für k, so verwandelt sich 


E—edu 


elu in —, 


und D=amz in 3 wenn O410=14r 
’ | 


h 
gesetzt wird. Aendern wir gleichzeitig a in m so erhalten wir 
die Reihe 


z N N DEE 
oder auch ? 
2 8 
wi 1 AR SE [> u LEN EN) 
4. eu= ER [+ 5.2) 


ee“ (+ li + et. |, 


und die in dieser Reihe. vorkommenden Ooefficienten sind nun ausgedrückt 
durch die Formeln 


a= ki, 
a—= (3 AK”), 
5, Ja=k (45h +60RR?--16K®), 


4 


a=k’(1575 15 4.3520%:k” 4 1008R° k"164%%), 


5 


a — k (99225 K® + 189000 4° %” 4105840 A? k“* + 16320 %° K 4256 %°°) 
Us Ss We 
Die Reihe (4.) convergirt nur dann, wenn k<y}4 und 7 1 ist, ziem- 
lich rasch. 
g 111. 
Reihe für u, welche völlig nach, Potenzen von snu fortschreitet, 


i > ’ A (eh; 
Setzen wir sn« =T, soist du= ViI-PVazem‘ 
1 


vi=®) == (1—1°)73 = S(—1)° 48° und 


Da nun aber 


1 ß 
van = SV R rl 
ist, so hat das Product beider Reihen die Form 


Y Rn i 


2 3 
" a 2 at“ 
SE ze = 144.742  Alanipssahr Bi 
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. und man findet 
= (-1.F,r’ (SI[-}] Br {1% cond. (&-+-ßB=r). 


Da aber Il = (Dell, 2] u ui ee ir ie 
PER? Pa 


erhalten wir er einfacheren Ausdruck 


1. a = (S 11, —2] [1, —2].1%) cond. (a +ß=r). 


Wird nun die Reihe für vum) VmvIES noch mit © multiplicirt 
und dann integrirt, so erhält man 
a@ 1 2 ie 
= arg an (t) = St > it5 . SZ Hz 45 to 6‘ u ne etc,, 
und die in dieser Reihe vorkommenden ni Coefhicienten sind 

1+-R, 

= 3+27%+3%, 

= 15+9R +9 +15%, 

= 105+604° + 54k'+60%°+ 105%), 

945 +525%°+450%°--450%° fir 525 A? 4945 k\ 


u. 85 Ww 
Die Reihe (2.) convergirt immer; wird aber Z oder snw > snew, so wird 


man K—u für u und also rer) für Z setzen. 


Sa So Sp Su 
\ 


2 


| Anmerkun % Man findet leicht, dafs für =1 ER... (Ir) ist; 
daher ist immer 3.5 Er: 1, wenn k<{1 ist; woraus erhellet, dafs die Reihe 


immer Kae ' 
g. 112. 
Andere Darstellung und Berechnung der Coefhicienten in der nach Potenzen von snu 
fortschreitenden Reihe für u. 
AA: ak 

Da vaza) IE) = (1I-14+-RA)PA-RT) ist, so finden wir 
leicht eine Formel für die recurrirende Berechnung der Coefhcienteu in 
der Reihe des $. 111., indem wir nur die in G. T. d. P. F. $. 105. ent- 


wickelte Recursions-Formel auf die Entwicklung der Potenz des vorste- 
a 38% 
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0 1 
henden Trinoms anwenden. Wir haben nur «=1, ‘“ = —(1-+2), 


rl 
r-? 


Porta 53 RT t 
Fay> A Inn. ER a zu setzen. 
Führen ‚wir aber diese Substitutionen in der Formel 

Tr. sAE(n—r +) A+Ln— Tr FYBALGn—r+3)aA gi etc, 
aus, so erhalten wir die einfache Formel 

4. a = Qr—-1) 1-7). “26-17. me %, 


in deren Anyrendung die successiven Coefficienten 4, a, 4, a etc, auch sehr 
bequem recurrirend berechnet werden können. 

Die Entwicklung kann noch auf eine andere Art gemacht werden, 
wodurch man noch einfachere Ausdrücke für die Coefficienten erhält. Da 
dA—-M)A— RP) =1—(+Ä)U” RG ist, so- können wir dieses Tri- 
nom einstweilen als ein Binom ansehen, und = 1—pi”? „setzen, Dann ist 
p=1+Kk—Kt. Danun (1—p 2 = S(—1) [—4 Ip U’ ist, so hat 


2 BR NL; “ r—1 
o=h, =t’, A=,_, A= 


man in dieser Hens Ken für p den Werth zu snbititiieen. Es ist aber 
= 7 I] JA+RyT.KP E* und also 


yon” = (S(-1yI—4] tel A +2°) RP. 1%) cond. (a+ß=Y). 
Wird dieses Product mit dem vorigen RL ,„ so ist 


= ($(—1)H 1-4 el ‚|A+%),12P)  cond. GHR= =r) 


Dieser Ausdruck gestattet dd eine Reduction. Da nämlich a] = —=0 ist für 
RB> % so kann sogleich (@-+-P) . a gesetzt werden, wodurch man erhält: 


= (8-1) on zu Tarp] (1479.12) _ cond. (a-+2ß=r). 


Setzt man nun = ae 


a wi BPilan)sh; (BEDARF ist + el= — rn und da [— 17% 
5% T = (—1) fi, ist, so ist 

2? 
a = YrK (s (—1)? Il, — ap (22)") cond. („-+2ß=r), oder 


= (ak. (S-1P 1, —27. an |.) 
28.P° 


{ | 
‚„ so ist rückwärts 1-R? = 2vk und 
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Setzt man nun noch «= (? ‚de c, so erhalten wir 


Pet 
arg sn(l) = Ss“. k® or aeg, 
oder auch 
5 ı KK 23 ck? t> ck? Che 1? 


organ) = +0:7-5+785 Fi93°7 as 12.345 7 et, 
und zur ee der my in ee Reihe dient nun die Formel 
6. 0= (S-1R.11,—2]. Dur v*) cond. (u-+2P=r). 
ap 28, 
Diese Formel hat nicht so viele einzelne Glieder, als die Formel (1.) für a 
in $. 11l. Man findet danach die folgenden Ausdrücke: 


1 

-=s 

% 

ee = 3v”—1, 

c= 150 —9r, 

T. 4 3 

ce = 105% — 90v’+ 9, 
ee 950 — 1050-4235 v, 

c—= 1035014750 + 47350 — 225 

U. 8 Wo 


Setzt man oe in der De kornicl (4) 1+K=2ovk, so 
wird sie zone a REN a ie I. z Setzt man ferner 


auch hierin En (2k) .C, par = QK% ei und Fa = (267 2, so verwan- 
delt sie sich in die ne 
r uc- Qr—1).v. Tr 1. 
Zusatz. Differenziirt man den Ausdruck (—1)—= S(—1)? el aa 
nach einander r mal, so erhält man 


(v2 —1)r — S(—1) Pr—2p][rjee. 
BP 


Ov r 
Da aber Rr—2B= und @r—2B) =[1, —2].2.—B); 
ferner (r— PB)’ [r]=r’ ist, nr ist 
ef PR r’ IP N 
Rr—2Pl.r = 1, Big Fey: ge 97. dabır 
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und also a 
ee I = (S-1PL1, os ter. e)  cond. («+2ß =n), 
28.8 / 
oder i 
r SE r (v? —1)r 
1 Te 
ke: inch. ig 
Da v=——— ist, so wird v nicht geändert, wenn man den 


Modul % mit = vertauscht. Setzt man k = tang(!7—4v), also A'—= 


h 1 
tang(}7 +} v), so ist vo, und also vo_>1. Setzt man v= 37, 


also k=0, soist v=1}; und setztman v—=0, also k=1, so ist v—=1; 
daher nimmt v» beim Wachsen des Moduls beständig ab, von } an bis aufl. 


8.118, 


Reihe für Snu, welche nach Potenzen von w fortschreitet. 


Aus den Reihen vz, welche nach Potenzen von ?=sn% fortschrei- 
ten, schliefst man, dals umgekehrt die Reike für snz die folgende Form 
haben werde: 

ne =u+bW®+cwW+d.u- ete., 
und in Anwendung des Reversions-Problems könnte man auch die Üoef- 
fieienten in dieser Reihe aus den Coefficienten der Reihe im $. 111. oder 
$. 112. herleiten. Es läfst sich indessen ein ziemlich bequemes recurriren« 
des Verfahren ermitteln, wodurch man die erste und dritte Potenz der 
Reihe für snw zugleich erhält. Nach $. 62, ist | 

a —= — (1+7°)snu + 2%’, sn’w. 
Diese- Gleichung wird am einfachsten, wenn man z = uy(?k) und 


\ x x a De 
aa 9 e — 2 EEE nn nu 
z=y(2k).suu setzt. Nun ist du= ven und & SU 77 ‚ also 


ET = 52 22 zu 
0x° (2A) A1-+7). vont?% Tarp»? 
folglich 


z3 f 
ET +75 
1-+xk? 


wenn man wieder 2 ee setzt. Wenn man in der obigen Reihe 


ebenfalls Far für u setzt, dank mit Y(2%) multiplieirt, und z für 
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v(2k).snu setzt, so wird das Anfangsglied der Reihe für z gerade = x, 


so dafs wir setzen können: 


zer —i. „t435 ——l. „ta. gr a. trete, und 


1 25 2 27 Eu) % „it 5 „ı8 


= 2°’—.c. 3 +c. ar ler c. gr 6.75 t+— eto. 
Werden diese Reihen i in der vorigen Differenzial- Gleichung substituirt, so 
findet man für ihre Coefhicienten die einfache Relation 
r+i r-1 r 
1 a=r(r+l).c+v.a. 
Em r 
Sind nun in der Reihe für z bereits die Coefficienten a, a, .... a berech- 
1 aba ; hi x i 
net, so lälst sich in der Reihe für 2° der Coefficient c berechnen. Hieraus 
ri 
findet sich, der Formel (1.) gemäls, der nächste Coefficient a, und es lälst 
sich also die Rechnung immer weiter fortsetzen. Dem Polynomial- Theo- 
reme Era findet man Rn 
2 


12—r Rn 


.[2r+1]- Ulm 


E 


Durch die combinirte Anwendung der Formeln (1.) und (2.) erhält man 
die gesuchten Üoefficienten, oder die Reihe 
et at u 2,4 vE+33V 013 47 
FR sapsu = uU— [Den a (2). u NIE; Dane (2A). u 
-L vHbır +10 + {5 @ R)t.u 
er v> 48289 v (2 Ku he etc. 
Zusatz. Hebt man aus dieser Reihe die Glieder 


2vk).u3 2vk)2,u5 c)3. 17 N ee 
en Ra “ AA URN > 5 u —_ +. — etc, hervor, so bilden sie für sich 


eine Reihe, welche summirt werden kann. Multiplicirt man dieselbe näm- 
lichmit Y1+-A)=y(?2vk), so ist das Product gerade = sin (uf (1+-A)) 
sin (wVL-+R*)) 


BERN k?) Werden die übrigen Glieder hinzu- 


und also jene Reihe = 


gefügt, so ist 


sin(uY (I+%?)) i = ‘ 
snu = ya I ne PR! —-(2k). uw 
Rn a ht 189 4189 69 a ne +20 (2K). ut -— etc, 


und diese Reibe MERERR noch rascher als die vorige. 
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$. 114. 


teiben für enu, daz und amu, welche nach Potenzen des Argumentes # forischreiten, 


Aus der Reihe für snz $. 113. schliefst man, dals die Reihe für 
en“ die folgende Form haben werde; 


1 u? 2 .® Ss 1° 4 48 
cuu = 1-4. 5 4. 4. r45— Tele 
Da hs. 62. ZU — —_onu + 2% (on —cn’a) ist, so neh 
anun nach $. 62. — = -2K(en® —cn’z) ist, so nehmen 


wir noch eine Reihe von der Form 
s 1 u? 2 .„® 8 46 4 u® 
num Irre greater etc. 
Substituiren wir die beiden Reihen in der angegebenen Differenzial- Giei- 
ehung, so erhalten wir die einfache Relation 
r+1 r x r 

a = a-t2K(c—a) 
Aufserdem erhält man nach dem Polynomial-Theoreme die Gleichung 

(r 4—r 2 ir-l 8—r 4 2r-2 19 —r 6 3 r-3 ir 

e=—..[?r]a c+ Be [?r]a c +. Pr]a Coo,o 3.0 

=” ” 6 

Die Reehnung nach diesen beiden Formeln ist ziemlich bequem, und man 


findet | 
1 a u eat PP BEE Sa ie wi EA 


2» REN \ 6’ 
a [4] 
My. nel KL 464% a 


„143688 k® 4 30768k + 15803 k® + 256 73 ut 
| er Ve an N 
„y. 1-433212124-870630%+4-1538560R°4259928R2 41024410 
re -i- etc. x - 
Nach $. 30. erhält man hieraus sogleich für die Differente noch die Reihe 
a a rar RR) Pr ee 


IE 4’ 
2 (7-6 4 2 
„#66 4408% he +64) 3 


__ R? (k® 43688 #0 + 30768 #* 4-15808%?4-256) u 
j® (k10 133912 k°-4-8706407?-+1538560r+-42593282°-41024) u. 4 


—_—__eee.=.=.=.;.e.e——_——— 


— etc. 
Wird diese Reihe noch mit du multiplieirt und integrirt, so erhält man sofort 


or; 
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za 4 K2 (Kt AIR? 
3, am = u — N Ho (+9 er de EN 


1% Be + 912%? +64), 
A nn 
er %2(k® 43688 6° + 2 kt 4 15808 x? -- 256) 49 


gu Blitz k?(kt ech 33212R°-- a 241538560 k*+259328%?-1024) 
13’ 


u’ 


N nn etc, 


| Zusatz 1. Die Reihe für cnw kann offenbar auch also darge- 
stellt werden: 


! 2 2 16 2 2 iM 1) 
8 nu cosu+ in u et . ne ae TEFRE 


3688 3688 k? -+ 30768 k+ 4-15508K® B08%® + 2568 


10° „u 
A 33212 %2 4870640 %4 ja k° + 259328 7 41024710 wi 
— + etc, 
41%? 16 kt 


Hebt man aber die Glieder 1— gr Le Mh pU— —rW....=r hervor, so ist 


2? Kk2 u? 24 Kt ut 28 %6 u® 


(x—1).4RR += 1 + oe ka: + —ete.= eos(?ku), also 
(—1). AR — — (1— Cos (2 ku))= ns, sin’ (ku), folglich 1—x = = ; 
oder z=1— a nl . Es ist demnach auch 


in? - 1 +4 1 a 
5. RR Fra Pan ua. i-hA08R? ee +2 
11.3688 k? 430768 kt “ 15808%° u 


el Yannosnn 1. me augen RETE TE VE NERET BET AA Tran Te Too Do on IT ETRTETTE 


1433212724 870640244 159856010 42509281 
3: STE j2° Sn 


— + etc, 


Aehnliche Ausdrücke erhält man nach s 30. leicht Kick; für dont, und 
wenn man sie mit dw multiplieirt und integriert, so erhält man 


6. ame re En. a E08 Sr +6) Aa 
K2.(3688%% -4-30768 «+ -415808%?4- 256) u 
Me 4.08 — etc, i 


11° 
| 29 
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NN E2.. Ra (k+ 4447?) 
ER 9) esker f=, 7 
7. amu= (1 )u+ mi sn (Iu) + ehem 7 u 


2. l% -t C 2 
4 ai un 


„4 #2 (k10433212%°4 870640404 %°+1538560 k24+259328%?) 


ER 
— -- etc. 
Diese Reihe hat unfehlbar einen höheren Grad der Convergenz, als die 


vorige, 


Zusatz 2. Setzt man in der Formel (3.) ku für v und a für %, 


so erhält man 


also ist 
8. ame 4r—k (u+ u Bo ee ae ri, j 
ED zB SE pe) 


Aus den Formeln (6.) und (7.) können ähnliche Ausdrücke für amcz her- 
geleitet werden, welche noch rascher convergiren. 

Ueberhaupt lälst sich die Anzahl solcher nach Potenzen von u fort- 
schreitender Reihen leicht noch ansehnlich vermehren, 


$. 115. 


Die sieben. ersten Glieder der Reihen für els und Imz, welche nach Potenzen von u - 
 Tortschreiten. 


Multiplicirt man die Reihe (3.) des $. 113. mit. sich selbst, 80 CI» 
1+%2 
2k 
Mala) ur! RN 25 %3 (4u3 4270) w 
87. Kuss 

re k4 (16 VS), 211,75 (1310547 05-475902°-410659,) BR 

+ AR | TIEFE FORTE 

+ el etc. ’ R 
Wird diese Reibe mit %? multiplieirt und dann von Eins subtrahirt, so 


a RETRO 
ertstiinsk 


hält man, wenn wieder = ist, 


2° . 
BD’uU = N, ei 
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RR 28 13 YıRra(8 9) 98 %5 4 v3 
d’u—=1—KuW+ ——u u Pe u” nu a8 
29 #0 (16 v3 486 v2-+ 189) na ER BLe 7596 02416659 0) 
ie. De Sa 
Multiplieirt man also mit du und inteprirt, so erhält man 


we 2uKtıv 2: kt(Sv? +9 ı 2°%° (40° 4-27 
Re u au — 1 SA ie +9) ET Reh ( 5 em L22D), u: 
2° 2° (1692-4860? 4189) au rum 20131 3° 47500920080, 
ma de 13’ 
— + etc, 


Wird diese Reihe aufs Neue mit 0% multiplicirt, und dann integrirt, so 
erhält man endlich 


5 ?,u% 4x3, ER A g02 9 23 K5 (403 
Im = + er Sail ( 5 -- + Sad 
rn ks.(16 v*+486v?r189) ur QEUET, TEL LENN z 
12’ ee 
— -- etc, 
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Von den Modular -Integralen der zweiten Art. 


Die Modular-Integrale der zweiten Art sind solche Integrale, deren 
Werthe im Aligemeinen durch Modularlogarithmen und durch Modular» 
Integrale der ersten Art ausgedrückt werden. Es ist nach $. 65. 


el(a+u) + el(e—u) 
p) 


Sa k? snacnadna sn? u 
. TEN, 1—k?sn?asn?u ° 
Wird diese Gleichung mit 2% multiplieirt und so integrirt, dafs das In- 
tegral für u =0 verschwindet, so erhält man 

In (@+ u) — Im(a— u) EN AT k? sna cna daa sn2udu 

e ee i—ke, sn? a su“ u . 
und es ist also rückwärts: 
1. [= sna en a dna su?u Ou RN a In(a-+) “2 In (a —u) 
; 


1—k?: sn?®usn?a 


Schon im $. 39. kam vor, dals 
k? snacna en?u _ . k?snauna k? snaenadna En 
dna(l—k? sn?asn?u) . dua 1— k? sn? a su? u 


ist. Multiplieirt man diese Gleichung mit du und’ integrirt, so entsteht 
29* 
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® o N) 
die Gleichung 


k?2snasseaen’udn 


k? snacnadnasn?uöu, 


— ’ sna snc@.u — ; 


o IR? sn2a sn? u o „1—k? su?aso:u 
und wird bierin für das auf der rechten Seite befindliche Integral sein 
Wertb, der Gleichung (1.) gemäls, substituirt, so erhält man die Gleichung 


k? sna snca w?udu \ VIRRBENRFBH NER 
0 1—k? sn? a sn? u FR sna snoa—ela)u + TU I ’ 


welche aber noch eine kleine Reduction gestattet. Da nämlich A’snasne «-el«a 
=ele«u—E ist, so erhalten wir 


= —u(E—elca) + ee = CErk HR 


2. k? suasnca. en®u.du 
d "IR? su?a nu 


tna dna dn? u k=:sna madıasn?u. 
1— k? sn? a sn?uw 1 k? sn?asu?u 


wir, wenn diese Gleichung mit d% multiplicirt und integrirt wird, 


tna dna dn?u du ee a Naar k? snacna dna sn?u du 
51— k? sn?a su?u Haar — A krsntası:u ° 
und es ist also 
3, le du a da? u. Ou ER (Ina dna— ela).w-+ er, 


o 1— k” sn? asn®u 


Da ferner tn«a dn«a — ist, so erhalten 


Da tnadna— ela=El’a—a ist, so kann dieser Ausdruck noch für den 
Coeffieienten von % in der vorigen Gleichung substituirt werden. 

Sehen wir von den constanten Factoren in den drei obigen Inte» 
gralen ab, so sind dieselben 


sn’u.0du en?u.0u dn? u. EN ba 
_—— „ _ _ es nnd o Rare 


1— k? sn? a sn? u? 1— k? sn? a sn?u k? sn? a su2u? 


und nach den drei‘ verschiedenen Modnlar- Eahliehkn! welche in den 


Zählern vorkommen, nennen wir das in der Gleichung (1.) vorkommende 
Integral das Sinus-Integral, das in der Gleichung (2.) vorkommende In- 
tegral das Cosinus-Integral und das in der Gleichung (3.) vorkommende 
endlich das Differente- Integral. Die veränderliche Grölse % nennen wir 
das Argument des Integrals und die Constante a den Parameler. Jedes 
der drei Integrale hängt also von drei Gröfsen ab: von dem Argumente u, 
von dem Parameter « und von .dem Modul k. Wir wenden die folgende 
Bezeichnung an | . 3 

a See, va (Heer 
ta dan.du?u.du 


2m a I Bere 


Be.) 
au 
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und ändern diese Bezeichnung ab in ©’(u, a), C’(u,a), D’(w,a), wenn 
der Modul % mit %k‘ vertauscht wird. Hiernach haben wir also die drei 
Kundamental-Formeln 


S(wa) = wu.ela 
BE deman ur 


Zu In(a-+-u) — le) ’ 
3 TR ne. 


r (ua) = ultnadna — el A) Inte) intenn) oder. auch 


D(u, a) a ul‘ TR may Im (a-+ ee, 
. Die vorstehenden drei Integrale hängen di eine einfache Weise von ein- 


ander ab, Es ist zunächst 
©(u,a)+C(wa) = Ä’snasnca.u und 


S(u a) +D(wa) = tnadaa.u= ——-% 
dnea k' eneca 
u — a = —,W 
D 4) Cu, a) tinca “ en a ? 
2 d » d " 
da ind dn [1 ie snasıcd = #, Ba eh oe, ER, = ag IB ist, 
dna tnca@ en a@ 


NER ia a et, 


Eintheilung der Modular-Integrale der zweiten Art in vier Classen, 


Die. Modular -Integrale der zweiten Art haben einige Aehnlichkeit 
mit den im Zusatze zu $. 61. aufgeführten achtzehn Integralen; die zu 
integrirenden, mit u multiplicirten Functionen des $. 61. enthalten im Zäh- 
ler entweder nur eine Modular-Function des Argumentes %, oder zwei 
verschiedene Modular -Functionen des veränderlichen Argumentes u; wo- 
gegen in den Zählern der Integrale &(u,a), C(u,a) und D(w, a) hinter 
dem Integrations - Zeichen das Quadrat einer Modular - Function des Ar-« 
gumentes u vorkommt. 

Diese Aehnlichkeit läfst sich noch weiter verfolgen. Die Aus- 
drücke der Werthe der Modular - Integrale enthalten jeder den halben Un« 
terschied der Modular-Logarithmen der Argumente «+4 und @—u, und 
so wie die Werthe der im $.61. aufgeführten achtzehn Integrale sich theils 
als. hyperbolische, theils als cyklische Arcus darstellen lassen, 'so lälst 


sich auch die ‚Differenz N ra die ei Bang „bald als ein hy perbolischer, 
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bald als ein eyklischer Arcus ausdrücken. Setzt man überhaupt Inz = 
log(Ox), so istauch Im(a+w)=logP(a«+%) und Im(a—v) =logP (a—u), 
also | 
ln (a Tee — Im(a—u) iin 'p(a--u) 
log men pla—u)" 


Sind nun « und u BR beide reeil, oder beide imaginär, so lälst sich 


der Bruch Evang in beiden Fällen unter die Form a bringen, worin 


P und 0 reell ist, und es ist also die Differenz 
@ — | — 
Im(@-+ u) : m(a— u) .. log = = — Arc Tang 2) 


ein hyperbolischer Arcus, welcher u m als ein Aggregat mehrerer 
hyperbolischen Arcus dargestellt werden kann. 


Wenn aber eines der beiden Argumente @ und u reell, das andere 


Im(a+-u) . Im{a— u) RR 


darstellen, in welcher wieder P 


hingegen imaginär ist, so läfst sich die Differenz 
P+Oi 
P-0i 
und O reell sind und es ist also nun 
In(a-- x) — Im(e—u) ar 4 108 P+DOi 
2i i P—Oi 
ein cyklischer Arcus, welcher auch wohl als ein Aggregat mehrerer ey- 
klischen Arcus dargestellt werden kann. 

Man kann daher die Modular-Integrale der zweiten Art eintheilen 
in solche, welche von Ayperbolischer Natur sind und in solche, welche 
von cyklischer Natur sind, oder besser sogleich in vier Classen von Inte- 
gralen, wovon zwei zur ersten und zwei zur zweiten Gattung gehören. 

Die drei Integrale © (w,«a), C(u,a), D(w,a) machen, wenn # und 
u reell sind, eine Ulasse von Integralen mit hyperbolischer Natur aus; 
setzt man aber «2 für 4, so wird jedes der drei Integrale imaginär; es 
enthält dann den Factor 2; lälst man diesen Factor weg, so sind die In- 
tegrale reell und von cyklischer Natur; wir bezeichnen sie aus diesem 
Grunde mit Su, a), O(uwa), D(u,a). 

Setzen wir in den vorigen sechs Integralen wi für © und führen 
sogleich ‚reelle cyklische Modular-Functionen des Argumentes u ein, s0 
erhalten sie. den Modul &. Um dieses zu vermeiden, vertauschen wir 
in den sechs vorigen Integralen zuerst die beiden conjugirten Modul, ehe 
wir wi für ? setzen. Dadurch erhalten die Sinus - Integrale den Factor —, 


beiden Fällen in der Form log Y 


== arctang [3 
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die Cosinus- und Differente-Integrale aber den Factor ö, und nach Weg- 
lassung dieser Faetoren verwandeln sich die drei Integrale ©’ (wu, a), &’(w, «) 
und D’(w,«) in drei andere von cyklischer Natur, welche wir durch 
'S(u,a), ‘C(wa) und ‘D(u,«) bezeichnen. Die drei Integrale S’(w,«), 
C' (u, a) und D’(u, a) aber verwandeln sich nun in drei Integrale von hy- 
perbolischer Natur, welche wir durch ‘S(w,a), ‘C(u,«a) und ‘D(w, a) be 
Hiernach haben wir also im Ganzen zwölf Modular -Integrale 


zeichnen, 

der zweiten Art, und hiervon rechnen wir 
Zur ersten Olasse: S(wa, Uwe), D(wa); 
Zur zweiten Classe: S(wa), C(wa), D(wa); 
Zur dritten Classe: 'S(uwa), 'Cwa, ‘D(u,a); 
Zur vierten Classe: 'S(u,a), 'C(u, a), 'D(u, a). 


Bald nachher werden wir einen hinreichenden Grund für diese besondere 
Anordnung der Reihefolge der vier Classen angeben. 

Die folgenden einfachen Gleichungen drücken in imaginärer Form 
den gegenseitigen Zusammenhang unter den zwölf Integralen aufs. voll- 
ständigste aus: 

l. S(uwa)=ı8S(ua), Cwa)=illuad), Disya)=iD(uu), 
2. Sway=iıo(uu), Cwa)=illwa, Diua)y=id(u,u), 
I. Ei, )=-1'S(wa), Clusa)=i'Ü(wa), D(ui,a)=i'D(u,a), 
4. S(usd)—=-i&(u,a), 'Ü (u,a)=il (u,a), Du, iD (ua), 
I. S(w)=-1S(wa), C (u, )=i'C (wa), D’wi,a)=i'D(u,a), 
6. E(usd)=-iS (ua), "U lus,a)=iC (u, a), 'D’(us,a)=i.D(u,a), 
7. 'S (u, a)=i'S (u,a), Cu, a)=i'l(ua), Diua)=i 'D(u, 0); 
8 6 Wa)—i Su, a), Klwa)=iC(u,a), - Duway)=tiD(u,a), 
und aus ihnen erhält man noch durch Zusammensetzung die folgenden 
Formeln: 


9. S(lun,a)='S(u,a);. 
10. 'S’(uws,a)= S (ua), 
11. S’ (u,a)='S(u,a), 


12. S(uzai)= S(wa), (usa) = 


Ü (us, a)—=-'C(u,a) ,D'usa)=-'"D(wu), 


CU (u,a)=-Ü (ua), 'D' (ui,ai)=- D(u,a), 


Klusa)=-C(u,a), D (ui,a)—-'D(u,a), 
=  (u,.a),, DD (usza)= - Du), 


in welchen sich das an Hab Buchstaben ©, 6, D auf der Bechlah Seite 
befindliche Comma auf eine Vertauschung des Moduls % mit bezieht, 
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hingegen das: Conima zur Linken auf die Unterscheidung: der ersten Glasse 
von der dritten, oder- auch. der ‘zweiten Classe von der vierten, 
ie . x 
$. 118. 


Yurla ehe: Formeln für die RR der ersten Classe. 


Setzt man in den Ausdrücken für ©(u, a), Cu, a), D (u, a) im 
$. 116. jetzt ai für «a und läfst man den davon herrührenden Factor 
auf beiden Seiten weg, so erhält man für die Modular - Integrale der er« 
sten Classe (zweiter Art) zunächst die folgenden Ausdrücke: 


Wal k? Sna Ina Dnasn?u.0u 
Se 6 14%? Snasn?w.  ? 
_k? Sna Cna. en? u. u.du 
I. N o Dna(1-+ K? Snza sn: sn? u)? 3 
D(u,a) RR Ina Dna. do? u. du 


o I+k? Sh?a su? u ’ 


welche sich, wenn man cyklische Functionen statt der hyperbolischen ein- 
führt, ın 


k? tu’a dufa.sn?u.0u dne’ a sn’u.0u 
ea (IK? tn? asn?u). o tuc’asuc?a 14%? in‘”a sn? y 
k? tn a.cn?u.du ' 
2, Cud)= pt 
2 ( 2 ) du a(it-K? in? tn‘? a sn? sn? u) 9 
in’a dvasdn2u.0u 
D u.a ware on 
ku.) o 14%? tw‘?a sn?u 
verwandeln. Die Werthe dieser Integrale werden durch die Formeln: 


4 0) Ä er &a REN (u Rs N 

Im ed mluei),. 
2i 

u (ea =, ‚ge: m un. usa 


95 Cua) = dito Nigel a)-+ 
+ f D(u,a) 


FIR TE 
ausgedrückt und die darin: vorkommende ‘Differenz mit ai -.) 
ist zwar reell, läfst sich aber im Allgemeinen nicht anders in einer reel- 


len Form darstellen, als durch Entwicklung i in unendliche Reihen. 


ho Setzt man den Pa: ‚ameter a=K, so hat man, da 
Inn ai RTL iR) _ — (K'— 


Era IR Du+ 4a ist, 3 die. folgenden particulären. 


“ 
nn ho a 


yz ’z * ? . 
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Bestimmungen: ih FIRE 
4. SuK)=3, Cu, K)= =.30; DuK') 4m. 
Setzt ‘man aber das Argument z= K, so erhält man, da 
Im (K-F-ai) — iIm(K—ai) 
2i 
S(K,a) = K.Cla—E.a = (K—E)a-+(tn‘ a.dn‘ a—el’a). X, 
5. $C(Ka) = K(E'—ella— (K—E)a, 
D(R,a) = K,el’a— (K—E) a. 


Den Zusammenhang. unter den Integralen der ersten Classe drücken end- 
lich die drei Formeln aus: 


= E.a ist, die Bestimmungen 


ah k? tn’a iR doe’ a kenda 
Ss (u, a)+ Cu, a, = N a N oa ' ° 
/ 
6. S(wa)+D(ua) =tn/’adn'a.u= er u, 


D(ua)— C (u, a) = (k? sn’ @ sne’ a). u. 


$. 119. 
 Fundamental-Formeln für die Integrale der dritten Classe. 
Vertauscht man in den Formeln des $. 116. den Modul % mit X’, 
und setzt u: für v, so erhält man, den Formeln (3.) des $. 117. gemüls> 


k'2 su’ acn’a do’a tn? 
SS (u, a) a ANGE R ER u. ER 
n " 1+K2 sn’? atu? u 


k'2 sı’a suca.du 

! 

Ct A) ee 
Du, )=/ tu’ a du’ a dn?u.du 


o en? ul -p k'? an” a ta? u 


und da cn 2u(i-+ RR sn“a tn?’u) = 1—dn?” o.sn’u ist, ‚so lassen sich jene 
Integrale auch also darstellen: 


& 


%’2 sn°a cut adnta en? 
Sau) = end, 


1 — do’? a.su? u 


ner, N) 4 A 
EN nt a 


07. do‘?a sau: 


Da) ST tn’ a do’a.dn? ee 


TEE An malen? a.sn?.u 


Für die‘ W anti dieser drei Integrale erhält man die Bormiklat 
30 
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— Im’ (a— ui)‘ 


2. ! Cu) = —u(E'—eleia) +7 Er A 
'D(u.a) = u(tn‘a ad’ a ea ee Te) ee EB 


Setzt man den Parameter «= K', so hat man, da 
Marne = E'.u ist, die particulären Formeln 
u. BEI, CR S 0,7 De, BR) LT. 
Nimmt man aber das Argument v=K, so erhält man, da 
n’(a-H-iÄK Im’(a—iK “ H 
Ir (e HN nee Bi = (K—E)a-+-47 ist, 
'S(Ka) = (K—E)a—K.el’a-+!r, 
4 <'CK,a= (K—E)a— KE—elea) +47, 
DK,a = (K—E).a+ K(tn/adn’a — el’a) + 4r. 
Der Zusammenhang unter den Integralen der dritten Classe wird ausge- 
drückt durch die allgemeinen Formeln: 
'C(u, a) —'S(u, a) = k sn’asnc’a.u, 


/ 
> 'D(u, a) — (u, a) = tn’adn’a.u = Erz U, 
La) — zuh dnc’a k enc’a 
D(ua)—'C(u,a) = ah = re 


$. 120. 
Die eiufachsten reellen Relationen unter den Integralen der ersten und dritten Classe. 


k’2 (sn'? a + en’? a sn? «) 


Man findet leicht 1— dn”« sn? K- = nr 
Daher ist 
(dia en?u.du ee tnc’ a n?u.0u 
N — .— > — - 
S(K— u, = tn’ su? u duca  "1-4+-Kk2tae/?asntu ? 
in tn’? a 
oder 
8'°S(K—u, a) = —o0UwK — a); 
und also 


'S(K—u,a) +lw,K '_a) = const. 
Die Constante findet man, indem man entweder u=0, oder u=K setzt. 


Daher ist 
# Vi srble K:-4, = "SCK, e — . C(K, K'—.a) _und 


'SwE'—a) +CK-u,u) = 8(R, Ka) = CK,a); 


- 


x 
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-denn man braucht in der vorigen Gleichung nur K —x für u und K’—a 
für a zu seten. Ferner findet-man,. da 


J2 2 ? 2 ® 
1—do”’aem’(K—W)= nn E (1-+-A’tnc”asn’w) ist, 


'C(K—u, a) u dn?a.du 


1%? ine’? a su* u 


k'2 en 


oder 
OK u, @) == —0D(u, K'—.a); 
daher haben wir | 
„ jOKR—ud)+Dw Ra) = CK,a) = DK, Ka) und 
 1C@K'-a)+D(K—u,a) = 'C(K,K—a) = D(K,a). 


Ferner findet man 


0 DE- ee a een z BR da 
9 (u K'-.a) FT — k er 
ist, so haben wir « | 
: 0° S(u, K—a) —0'’D(K— u.a) = Ley a ‚ also ist 
S(u, K-a)— ‘DK-ua) = —__—-—'D(R, a). 


Setzt man in dieser a ıy K— u für u, und K—.a für a, so hat 
man auch e 
S(K- U, 0) —‘'D (u, K'— a) = ee 
Setzt man hierin «= 0, so hat man noch 
9. Ska) = —— — D(K,K—a) 


sn’a suc’a 
Wird von dieser Gleichung die vorige subtrahirt, so erhält man 


0... DvK-)—-S(K—ua) = -—"— —S(Ka). 


su’ a snc’ @ 


ir ‘D (K, K'__ a). 


$. 121. 
Fuudamental-Formeln für die Modular - Integrale der zweiten und vierten Classe. 
Die Fundamental- Formeln für die Modular-Integrale der zweiten 
Classe kamen schon gröfstentheils im $. 116. vor und es bieibt fast nur 
übrig, einige particulären Bestimmungen aus ihnen herzuleiten. Setzt 


— Iim(XK— x) 
man den Parameter = K und erinnert sich, dafs a Ser a een 


—=E «u ist, so erhält man ’ 
Gr Su, K)=0, €&a,K)=0, DuK)=}- 
30 * 
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Setzt man aber das Argument «=K, so erhält man 
S(K,e) = K.ela—E.a, 
2 C(KR,a) = E.a— K(E— elca), 
D(R,a) = K(tnadna—ela)+KE.a. 
Zu diesen Formeln fügen wir noch eine allgemeine hinzu. Vertauscht man 
in den Formeln, wodurch die Werthe der Integrale ausgedrückt werden, 
das Argument « mit dem Parameter, so verwandelt sich die Gleichung 
Im(a--u) en a in 
S(au) = a.elu a, 
indem Im (a— u) = Im(u— a) ist. Durch die Subtraction erhält man also 
3. Ska, W)— ©Slua) = a.elu— u.ela._ | 
Achnliche Formeln lassen sich auch leicht für das Cosinus- und Differente- 
Integral, und überhaupt für die Integrale der drei übrigen Classen herleiten. 
Die Integrale der vierten Classe werden ausgedrückt durch die 


Formeln 
r kr ina ” do a sn?u.Ou dnea 'sn?u.du 
'S(u, @) = Kr 0 =). 2 2.9 
2a sn =) 0 inc @ ' snc G—su° u 
en 
sur 


K'2 ui ou Es dnca ou 
4. (wa) ee sn? a "mem 
du a ) pt 


2a 0 snc? @ 


| tnad du? 
"Su, a) a: aa dna.du?u, Bee 


sn? u 


© (ua) = u.ela— 


su? a 
welche man erhält, wenn man in den Formeln (1.) des $. 119. a: für a 
setzt und den Factor 2 auf beiden Seiten wegläfst. 
Setzt man in den Formeln (2.) des $. 119. ebenfalls «i für 0, und 
beachtet, dafs überhaupt Im’) = —!ın‘x ist, so erhält man _ 
Su) = —u tar tat, 


5. ‘E (u, a) m ua—E+ ele a) zn kean. oe Em’(a+u) Wende), 
"Du,a) = —u(a—eda) + lcH (at) Emile), 


Der gemeinschaftliche Nenner oder Divisor in den Ausdrücken (4.) 
wird schon = 0, wenn snea=snw, also a+u=K wird; und weil dann 
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die Beschleunigung des Wachsens der drei Integrale unendlich grofs wird, 
so werden die drei Integrale ‘S(u, a), ‘C(w,«) und ‘D(w, a) früher un- 
endlich, ehe‘« oder « die Grölse von K erreicht: dann nämlich schon, 
wenn u = K—.a wird. 

Setzt man in den Formeln (6) des $. 118. noch 2 für u, indem 
man zugleich die beiden conjugirten Modul % und A’ mit einander ver- 
tauseht, so werden sie | 


nd dne 
'g (u a) —'S(ua) = a u, 
sn @ 
6. Ze) (w, a) —/S (u, a) m ie U, 


\D(wa)—'S (ua) = K’snasnca.u. 
Setzt man in den Formeln (4.) K—« für a, so lassen sie sich also dar- 


stellen: 
d 2 
'S(u, K—a) _ [va sn?u. ou j 


o..tna "sn? a — sn?u 


q, 75 (u, K—a) 2 sna ena dna. ou 


2 u 
0 "sn?a— sn 


; d 2 
''9(u,K- a) =/ su asnca.dn®?u. au 


sn? er — su®u 


9 
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Kennzeichen bei Bestimmung der Classe, zu welcher ein Modular-Integral der zweiten Art 
gehört, 

Ein Modular-Integral hat immer eine von den vier Formen: 
Asn?u.du A e?u.du A dn?u.du Aou _ 
4-+nsu2u ? 1+n su2u ? i+nsuu? A--nsu?u ? 

unter A und n constante Coeffhicienten vorstellt. Die Olasse, zu welcher 
ein solches Integral gehört, mufs lediglich nach dem Nenner 1+r sn’w, 
oder nach dem Coefficienten n bestimmt werden. Sieht man auf die ver- 
schiedenen Werthe von 2 in den zwölf Fr a der zweiten Art, so 
überzeugt man sich, dals die Zahl n 
entweder zwischen den Grenzen 4 und O0 aklulkn und also positiv ist, 
oder zwischen den Grenzen O0 und —Ä’, also negativ, 
oder zwischen den Grenzen — A?” und —1, also negativ, 
‚oder zwischen den Grenzen —1 und —}, also negativ. ist, 
wenn man die Zahl n allmälig abnehmen lälst. Diese vier verschiedenen 
Werthe von % beziehen sich der Reihe nach gerade auf die vier Classen 


wenn man 
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der Medular-Integrale der zweiten Art, in der Anordnung, in welcher die- 
selben in $. 117. aufgeführt worden sind. Zu den Integralen 

der ersten Classe rechnen wir. S(w,a), C(w, a) und D(u, a), welche 
von cyklischer Art sind, weil in ihnen 2 —= X ©n’a —= A? tn”a, 
und also zwischen den RER 4 und O enthalten ist. 

Zu der zweiten Classe rechnen wir S(wa), C(u,a) und D(u,a), 
welche von Ayperbolischer Art sind, weil in ihnen n = — k?’sn?a 
und also zwischen den Grenzen 0 und —Ä? enthalten ist. 

Zu der dritten Classe rechnen wir /S(w, a), ‘C(w, a) und ‘D(u, a), 
welche von cyklischer Art sind, weil in ihnen 2 = —dn’’a 
und also zwischen den Grenzen —%k” und —1 enthalten ist. 

Zu der vierten Classe endlich rechnen wir die Integrale 'S(w, a), 


'S(wa) und 'D(w,a), welche von Ayperbolischer Art sind, 

—1 Alaz, 2 2 

en —= —(1-+-k”tn?a) und also 
zwischen den Grenzen —1 und —}, enthalten ist. 

Hieraus ersieht man also, dafs die in $. 117. angegebene Reihefolge der 

Classen der Modular-Integrale der zweiten Art keine willkürliche ist. 


weil inihnen 2 = — Dina = 


$. 123. 
Die Modular - Integrale Br ersten und zweiten Classe mit dem Modul] = nn auf 


solche Integrale mit dem Modul X, 


Re N k? snacnadıa sn?u.d 
Setzen wir in dem Modular-Integrale = A f ey Aa 


der zweiten Classe ka für a, ku für u und -— — {statt des Moduls %, also auch 
k.cu für u, so verwandelt sich nach $.30. der Se Z snacnadna sn’u.du 
in z ksna.dna.cna.K’sn’u.köu= k’snacnadn a.on?u. du, und da der 
Nenner 1—%’ sn’asn’u ebenfalls ungeändert bleibt, so ist 

. © (ku, ka, = —= (ua). 


k? e a 
Wenn mau in den Formeln C(u, a) =/ 4 _k’ snacnaen!u.Öu d 


na(1 —k? sn* a sn? 1) 
ina dna. du? u.du 
D(ua) = | NT Peg Ten dieselben Abänderungen macht, so ver- 


oe .r k? sn en © 2 [} L ®. 1 k d d 

wandelt sich der Zähler ——— Kt 1 ae I EEE u = 
daa kr ena 

tna dn a du’u.du und der Zähler tna daa. dn’u.2u in %sua snea.cn’u. du; 


Kan x in, . 
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daher erhält man | 
Bar =E (x u, ka, = = D(u,a), 
3: D (R u, ka, e) = ((ua) 


Setzt man in den vorstehenden Gleichungen noch a: für @ und wendet 
die Formeln (1.) des $. 117. an, so verwandeln sie sich sofort in 


4. S (ku, ka, En = $(u,a), 
5. O(kuka,—) = D(u,a), 
6. D(ku,ka,-—) lu, 


Zusatz. Die vorigen Formeln können auch wie folgt bewiesen 
werden. Da nach $. 81. 


im (ku + Ra, = = 


Im (ku — ka, )= Im % — A) — w .(U—4)° ist, so ist auch 


1 | a) 
Im (wu uf 4) a (R Ann, xr/ _m (u-F a) — In (u— a) 
re ee Ve Te 


“F 


07 


ER kr d U. 


| i 1 ea — Ka b j 
Ferner ist el (ra, — == ———; also verwandelt sich # ..ela in 


u.ela—x%k”.au und folglich Kuala u een wieder in 


u.ela — nn an ei ‚d.h. es verwandelt sich © (w, a) wieder in 


©(u,a), wenn ka für a, ku für u und - statt des Moduls % gesetzt wird. 


$. 124, 
Die Modular-Iniegrale der ersten und zweiten Classe, mit dem Modul Sn zurück geführs auf 


solche Integrale mit dem Modul R. 
Setzen wir in dem nr ©(w,a) an die Stelle von a, A(X— u), 


und 4a für a, wie auch - a statt des Meduls %, so verwandelt sich 


Su, a) in S(k(X—u), k'a,“#). Dabei verwandelt sich au i in — Ka 


und überhaupt der Zähler %’ sn@ cna dna sn’u.du in 
x k? sn? a snca en? u. du 


k 1 2 Par { 
717 „CnC4.su0d. .cn’u.kou= —nr, ; 
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Der Nenner 1—A’sn’asn’u verwandelt sich in 2 


dn?a-+-k? sn? an? u 1 — k? sn?a sn?u 
nl IH ne 
dn? a dn?a 


14 17 .one?a.on’w — 

folglich ist Sn 
g S(R(K—w), ka, 7) = const. + &(u,a). 

Setzt man, um die Gonstante zu bestimmen, u—= X, so erhält man 

const. = — CK, a), und also 
a = ik: NCRS 
1. E|ma@—u,ra 2] = Chad) -+Cu,o), 

in welcher Formel nun auch noch für E(X, a) der in $. 121. hergeleitete 
Werth substituirt werden kann. Eben so findet man umgekehrt 


2. Elvira] = 8%) + SW). 


k‘ 
Der Zähler tina.dna.dn’u.Ou von D(u,a) verwandelt sich in 


1 Mau — na dna.du?u.du 
I! Al 
l tina. m. (—k u) it na en 
H o., ». 1—k? so? a sn? 
und da sich der Nenner 1—A’ sn’«asn’u in —— verwandelt, so 


erhalten wir 
3. or, “a ] = 8%d)— Ou,a), 
indem für w=K der Ausdruck verschwinden soll. 
Setzen wir in den entwickelten drei Formeln a: für «a, so ver«- 
wandeln sie sich in 


4. Se X-o,Ka | = 00) + Ca), 
Fu 9 [x (K—u), ka, =] = —S(X,a) 2 S(u, 0). 
6. Div z-u,ra,#]= Di, —Dw,a). 


Die Formeln (1.), (2.), (3.) bieten den bemerkenswerthen Umstand 
dar, dafs sie noch auf eine zweite und einfachere Weise dargestellt wer- 
den können. Setzt man in der Formel (l.) X—« für v, so erhält man 


; k k? sna snca enc?u.0u 

fe) ( ’q,: 7) 1 am ee Er any: 
Slku, ka, D OL (K- u, a) al Dj re 

2 k’2 sn? wu 2, 
und da ondu= — ..  , mu a ist, so erhält man zunächst 
k k2 K'2 sna snca sn? u.0u 
6 (wu, wu) = Eee mateen 
S(kkuka- I du? u—k? sn?aon?u ° 


Da aber 
dn’# — Ren’acn’u =1— KR sn’a—R en?a sn’ u—= dn’all— Kanda sn?) 
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ist, so redueirt sich die Formel auf 
ik k? snca enea dnca sn? n.d 
© (Ku, ka, 5) == =f u 


1— x? suo?asn?u  ? 
oder 


1. Slku,ka) =-&u&—oa). 
Eben so findet man | 
8, C (wu, Ka, =) = —((wK—a) 


und 
kN dnca ou 
PR ( 'u a u = o . 0 Tr 
D\hku, ka, k' tnca 1—k? sncta sn?u 
doca 1? enca encadura sn?u.d 
zum — ‚gut a ehe 3 
ine @ 1— k? suc? asu? u 
oder 


D(# u,ka, \ ER u +©( Ka); 


tıc a 


und da SwKä-a = tinca GL K—.a) ist, so erhält ma@ 
D (K u, ka, = — D(u, K-—a). 

Vergleicht man diese Resultate mit den früheren, so erhält man die Re 

lationen 


) en 
spa sıca 


KK—ua)+&w,X—a) = (Ka), 
10. S(k—uw)+Lw&K—a) = 6(K, nr 
D(K— ua) — Du K—a) = DR, )— 


Ma saca ’ 


woraus, wenn u=Ä gesetzt wird, folgt: 
S(K, K—e) = C(A,a), 
11. )JS(K, K—a) = &(K,a), 
K 
Die Formeln (10.) können nun auch also Aarzäslhile werden: 
SCK—ua+&SwK—a = ©(K,K—a), 
Sa—ua) + Cm En) SCRK-a), 
D(K—u,0) —D(u K—ı) = LER Och, K—a), 
| und wird hierin K—u für u, ferner A—a für a gesetzt, so entsteht, 
CwR-)+SK-u)= &(K,a), 
SwÄ—a+L(i—u aq= .% a), 
Du K-a)— D(Ä— ua) = — D(R,a) 
€ 31 


"80a sıca 
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Diese Formeln stimmen wieder mit den Formeln (10.) überein. Für 
die Integrale der vierten Classe erbält man leicht die Formeln 

Ss Cole Pas ‘© (% B— + sn a sıca 


S(K—u,a, = 'D(u, K—a)-- oonst., 
D(K—ua = 'C(u, K—a)-+- const. 


—- const., 
12. 


$. 125. 


Ka | & 
Die Modular - Integrale der zweiten und dritten -Classe mit den Modalun = und i 


’ 
zurückgeführt auf Integrale mit dem Modul X. 


Es ist nach 9.123. S(w,e)= &S (kui, ha, 4). Daaber & (wi, «) 
—=—1i.'S(ua) und aus demselben Grunde auch 
. 1 . ik 
© (Rus, k'a, =) == 8 (R" U, k' a, =) 
ist, so erhalten wir die Gleichung 
1. 'S(ku,Ka) = 'S(u a). 
"Ganz eben so erhält man noch die Gleichungen 
; PTR 
2 (ru, k'a, =) == 'Dfu,a), 
/ al 
3 'D (% u, k'a, =) —= 'C(u,a). 


Setzt man in den drei vorigen Gleichungen «ai für a, und beachtet die 
Formeln (7.) des $. 117., so erhält man noch 


4. Sl(kuka*) = 'S(u,a), 
ik ir 

5. Ce lau) = Cm), 

D(Ru, Eat) = Dil, 0). 


Setzt man in den Gleichungen (1.), (2.), (3.) des $. 124, jetzt K— ui 
für z, so verwandeln sie sich zunächst in 


© (Ri, k'a, =) = — Cl(Kd)+E SL 

€ (kai, ka, *#) = —S(K, a) +S(K-ui,a), 

D(ruska#)= DIK)—-DK-wd) 
Beachtet man nun, dale —i(u-+iK) = K-—ui ist, und vertauscht den 
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Modul % mit dem conjugirten %', also auch K mit X’, so giebt ie An- 
wendung der Formeln’ (3.) des $. 117. auf der Steile 


'S(ku,ka, 2) = 'Ou+iK,a)— © (Ka), 
1 . , 
‚C(ku, ka, =) = 'S(uw+tiK,)+1.©K, a), 
'D (Ru, ka, = = 'D(u+iK',a)—2.D/(K', a), 
und diese Formeln können auch also Ina werden: 
2 'S(ku, ka, En = U(u+iK),a) — 'UiüK',a), 
3 Clkuka—) = 'S(a-+iK, .. GKY a), 
9. Dikuka, N = DutiK,)—'DÜR, a). 
Setzt man in den vorstehenden Formeln noch a: für a, so werden sie 


10. '© (ku, ka, e K(w-HiK,a) —'LüK, 4), 


11. 'C(kuka,-t) = 'SuriK, 9) 'SiK,a), 


12. D (Ru ka 1) = 'Dw öl, )--/DGK, a) 
Wendet man die Lehrsätze des $. 30. auf die Formeln (4.) des 
$. 121. au, so erhält man .die folgenden Formeln; 


13, (ku, ka, = = — Su K—ua), 
14.8 (ku, ka, EN == Du, K—u——, 


su a SU @ 
15. Dub) = - Cu Ka) 
Vertauscht man ia den Formeln (7— 9.) des $.124, k mit A‘, so 
hat man 


© (ku, ka, #) Zw 0% (ku, ka, F) AR K'—a) und 
D(ku, ka, en Do (u, K-_a), 


und setzt man hierin wi für w, so verwandeln sie sich sofort in 
16. ‘Ss (ku, ka, >) = St, K—.a), 


17. Chiu ka). = Ol, Ka), 
18. D(ku,ka,t) eK). 


sn’ a suca 
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Zusatz. Auf ähnliche Art erhält man aus den Formeln (13— 15.) 
noch | 


9. S(ku,ra) = —'S(u Ka), 
2. Clvukaz)= DuK-o)— 
21: D(r u, k'a, =) = 'UuwK—a). 


und vergleicht man diese Resultate mit den in $. 124. gefundenen, so hat 
man noch 


snasicga 2 


| CwK—-a-+-D(K—ua = D(K,a), 
22, SwK—a+CU(K—-ua= ve a), 
Du, K—d)—S(R-ua = 


und also dieselben Formeln, wie im $. 120. 


— S(K, a) 


gn’a 2 


$. 126. 
Die auf das Argument K—u bezogenen Integrale aller vier Classen zurückgeführt auf 
Integrale des Argumentes u. 


Es ist nach $. 73. Im(a + K— u) = Be EN = 
I +im(@—a)+1log(“- “TE —E(u—a), und eben so ist Im(a+u—K) 


= Im(K—(a+W)= + Imwta) + log (FF) Eat a). Wird 
also die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, so erhält man 

Ina(@a +K —u)—Im(a--u—K)__ sy a—a) 
ER AR, "Si zer; Ver (u+ 
Setzt man aber in der Formel &(w, a) = w.el«a — Mur mer» für 
u an die Stelle X—u, so. erhält man 


S(K—ua) = (K—w)elu ne erbEmH mine u—R), 


Im (ut a) — Im{u— a) 
ab a ee 


; daher ist 


S(K—ua) = (K—Wela+ nl au meer log ee 


: uufe 3% 
also 
SK—-u,)+&(, 0) = R.da—B.a—1og] era) 
Da ferner 
| in(w—a) 


2 
ATEGTEE Pie = Arc Tang (R’ sna snodsnu ‚sne@) 


s 2) 2 
ah 4 2 Arc a te: =) - 74 Arc 2 Zang ( 2) | 
N h 4% . ' an A‘ i U 
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ist, nach $. 37., so kann der eine oder auch der andere Werth noch in 
ler vorigen Formel substituirt werden. 


Da ©S(R,a)=K.ela—E.a ist, so kann die vorige Formel ein- 
facher also dargestellt werden: 


© (K—u, a) 4-© (2%, ed) = S (B a) — log vr ER 


ri 
Da zu 
k(uva)= X Te 2% 
&(K—-u0) = Ksmamea.(K—u)—-S(K— u, N und 
(Ka) .ö snasnca. K—©(K, a) 
ist, so ist 


Ca, a) +C(K—u, a) wa ara — SR SW MW) +©(K,a), 
folglich ” 


2 ER ma) + & h = CK 4 log ya) md 


3. D(K— a) + Du) = OK) + loyine. 


Setzt man in den vorstehenden da Formeln ai für a, und läft den Fac- 
tor 2 auf haidep: Seiten. weg, so erhält man noch | 
4... S(K-u)+- SW) —= S(K,a)—d, 
5. OK u) +luw)=CKd)+B, 
6... DK-uvQ)+Dwa=D(Ko)-+-O, 
wenn der Kürze wegen gesetzt wird 


® = are fang en: w 7 Sm snc u) = 4 arc tang Wu u) — tarc fang weis *) ; 
Nach $. hr ist ke | Fri 
“ Im’(a— w-HiK) 
Zus En ‚+ Im‘ (a— wi) +- log (sn’(a— wi).y k' +? en KR Hr 37) 
und 
Im‘(a+ w—iK) 
— ER K? 


Er Hm (had Hop’ at) VR)— (RE) (au) +17) 


woraus folgt 
AICEERL NEE. In (at wir) 


N R- — 


ital an be logyare—ud) a ei +1. 
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Da nun aber Au: SR MR 
/ litt (En 
ds er =— u. wat ‚Im Inland inte “Dina 
Sk, I Al antrg ae er) Im’ a 

ist, so erhält man durch die Addition dieser beiden Meiohnngen 
S(K—u,)+'S(u,a)=—K.el'a+ (K—B)a +4 log a 
“oder 
7. "SKK —u, Se Ben = Sc, d 


wenn man setzt: 


v= ar ine Fe 7 + SnU sea) börn 
u snQu k ene?u 
ia bi arc hol er 2.) ja } aro tang e( 2. -)- 


Da 'C(u, a), = '8(u,a) +k'” sn’asne’a.u ist, so leitet man hieraus 
(CK—u,0) + Cu, CK, 0) = 'S(K—u, 0) 4'8(u, 0) —'SCK, a) 
her und es ist also 
8. 'UK—u, a) I oW, = CR, a) — -%, wie auch 
9. ’DiK—u a) +'D(u, a) —= DKJ—ZyY,’ 
wönn in diesen beiden Formeln «L denselben‘ Werth hat‘, welchen 'es'in 
der Gleichung (7.) haft. Setzt man in ‚diesen Fermeln a: für a, so er- 
hält man noch. 


SS) '6(B,a) Flop yet 


a“ in (a—u)’ 
E(K—1,a) + 'E (ua) = "ER, a) log] tr, 
DiR—ua) + Dwa) = (DR) + lo yretn, 


in welchen Formeln aber ’S(K, a), ’C(K,a) und ’D(K, a) vr sind, 


Der‘'imaginäre Theil  dieser-Ausdrücke ist -T- = log 
stituirt man aber die Werthe | 


'S(K,ı) = (K— B)a—R.Cta-F log 1 
/E(K,a) = ee, - 
= K(E—elca) — —E. a+log- 
'D(K,a) = (R— + 
idea EB. arlg-, 


— 1; 'sub- 
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so erhält. man die Formeln 


+10, 17S(K- 0450 = (K-M)a—K. Eat log ehe). 


tn (u— a)? 

11. (EiK—u, a) + 'E (a) = K(E—elea) — E.a + log Ve, 
12. D@— u, + Duo) X. da — B.a t log re, 
welche gleichwohl reell sind, wenn nur >a und @-+a<cä ist. 


912% 


Die auf das Argument w-+ i K’ bezogenen Modular - Integrale der zweiten Art, 
Vertauscht man in der Formel 


"S(K—u, a) Bi S(wa) = '&(K,a) + log y: ae) 


tn (@a— u) 
die beiden conjugirten Modul und setzt ferner ai für @ und wö für U, so 
verwandelt sie sich zunächst in 


SE -ui, a) +'S ia) = ER Hose), 


‚sn (a — 
Da aber —i(u+iK')= K’— ui, also "© (K'— ui, ai) rn a) 
und 'S’ (wi, ai) = ©(u, a) ist, so erhält man 
sn(@-tu) 


S(utik,d) = Su, a) — log y® gan, —.'8° (K',a) oder 
1. SkHiK, = Stu,a)—loeyr CE n Pr © (3K,a) 


su (a — 


Eben so findet man noch die beiden Formeln 


2. Kur ik = CD Hr logfe che ) HOGK, Fu 


sn(a— 
3. D(u-tiR,o) = Du) + ARE +DEK, 0). 


Durch dasselbe Vocfafirk ‚ ohne aber zugleich ai für a zu setzen, er- 
hält man a 
or. e, 1 tn’(a+tui) yet 


in’ (a— ui) 


und diese Gleichung läfst sich ‚also‘ ei: 
4. S(u-Hik', — S(u, a) + arc tang en 
Ganz ebenso erhält man noch. 


 Curik, a), =  C.(u,.a), — arc tang s( 


. % me) + S(iK‘, d). 


sn’a snea’d 
{n tnu c Ka) 
Ira suc’a’dou let, (@ N, 6 


6. "Diu-tik,, a) = D(u, a)—arc tan (tm m) LDux, u). 


su’a suc’a dnu 


>48) 4 Eilfbend stumm ee». 


Setzt man in den Formeln (1.), (2.), (3.) des 8.126. a3 für Ga, 


du(u—a).. sne (ua) a). 
a und den 


Formeln (11.) des $. 117. Eu erhallen wie nun 


us für & und’k‘ für Ak, so verwandelt sich 


7... 1S(u+iK,a) = "Su — lo A En L'S(iK'a), 
8... E(u+iK,a) = 'C (ua) — log a + 'S(GK5,a), 
9. Diw-tiK,a = 'D(ua)— log y ern + 'D(iK‘,a). 
RR an 
Io Van) = Anni (Oper) 
also 


log yt art MAN Arc San Ne ) 


sne (ut a) ena enu 
ist, so ist auch 
sne(u— ai) 


1 RER K' eneu 
‚Ziog vet nl rt tang (= ene’acn’a ) . 


eu 


Setzt man. also in den vorigen Gleichungen ai für a, so erhält man die 
folgenden: | 


10. 8 (u--iK', a) ='$(u,a) —aretang (X enc’acn’a er) +'S(CK'),a), 
11. 'Clu-+3K',a) = 'C(u, ad) — arc tang br ene’acn’a— +’CGi Ka), 


12. 'D(u+iK/,a) ='D(u,a) — arc tang(- enc’acn’a ar) H’DUüK', a). 


Für das Cosinus- und Differente- Integral erhält man nun die Ausdrücke 
2007 \ A. + U DEF A.u+ U. 
FI 1288 


Die auf den Parameter K—a bezogenen Integrale der zweiten Classe, u ei auf 
andere mit dem Parameter a. 

Nach $. 121. it © (wa) = © (a,u) Hu.ela— a.elw und also auch 

Su K—4) = S(K—a,u) $u.elca — (Ka). elw. _ „erden ige bei- 
den Gleichungen addirt, so erhält man 

Sau) +©@, K—a) = ©(au) + S(K-=au) +u(ela+elea)—K. elx. 

Da'nun nach $..126. ©(a,%) SI(K—au) = S(Kw)—log' = (ae) 

dn(a— . “4 +) 


"do(a 2) 


k! cos ae! 


CUSE& 


—K.elu—- Eu log) 


) ist, so-entsteht 
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Slwa) +5(u X— A u(ela-+elca) — los Ye en — Ex 


Da ferner nach $. 66. elatelca — = E+k’snasnca ist, so reducirt sich 
die Formel noch auf | 


| S(u,a) + Su, era, 


— (A? sna snca)..u — log A ‚ oder 


SCwd)+SowX—a) 
1. == (k’snasnca) .u — Nrc Tang (k’ snasnca sn“ sncu), 
S(wa) + © (u K-—a) 


k2.sn2d Be) ” re 
en Shei$ 19 
any, u — 4 Arc Tang +49 Arc zung 2. 


Da © (w, a) +6 (u,a) = (k’snasnca).u und auch S(w X— ao) + (u, K-a) 
— (k’ sna snca).u ist, so erhält man durch Addition 
ww) +, Ka) +&Slud) +FS(w K—a) = 2(k’sna snca) x, 
und wird hiervon die Gleichung (1.) subtrahirt, so entsteht 
2. a, KX—ua+Clu, ie (A ng RR ch log nn 
Nach $. 116. ist 
Da) + DO, K—a)+&S(lwa)-+ Su, = == (tnadna-+tnca dnc«)x, 
also D>(w K—ıa) + Dlu, a) 
= (tnadna + tnca dncea— Ä’snasne«)u + log Ve, 

und diese Gleichung reducirt sich auf 

4 DEAN) D = sna suca suca a Van # 


Stellen wir die i in diesen drei Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 


| A.n?u.0u 4I'.sn?u.0u 
IC a = 0 1i—n.sn? u und ew X-0)= den, sn2u ? 
B. am?u.du "B'.o?u.d% 
g (%, a) =/ i—n.su2y und c (wX—a = 2 en u’ 
i E5 C.dn?u.du Si Ne dat u. OU 
Du, 4) Br R I—n.so?u und D (2, X—.a) Tal si 1— n.sau ? 


1— sn? a 


® N, 222 63:43 ET I 
ist, dem $. 116. gemäls, n = k*sn’a und n’= k’sne’a = Ä”. et 
also 


TR 
j k n 


4. "= der (domina) k* 


Ferner ist A= A’snaenadna und A’= kKsnca ones dace = 


23 1 Hua dbrruhe Le BON TIFEHIEN. k'? (i—n)(1—r‘) Ei 
k RN da also FREE sn? a)? ll ne n)® an; den) ;, oder auch 


32 


2350  Eifter Abseohnüte: 12 
7 “ A Ri, ; 5 t 
.. 7 = = Yuan); "A=yak- Min). 
Ferner it B= Asnasnea und B’—=Kk’snasnca, also 


i—n 


Endlich ist C = tnadna und C’= tuca daca = ns) oder auch 


tina dua 
1. ©0=4,: E-J3= Yen). 
"8.1129, 


Die anf den Parameter K’— a bezogenen Integrale der ersten Classe zurückgeführt auf 
andere mit dem Parameter a. 


Im (u+ ai) —lmf — lnH{u — ei 
a 


S(uK—a)= u. Eu (Ka) EHI Met, go erhält 


man eine Relation zwischen den Integralen S(u, a) und S(wu, K'’— a) 
Schon in $. 140. kam die Formel 


Addirt man die Gleichungen S (u, «)= u.ECla 


Im (u—ai-tiK') — Im(u+ai—iK') In{a+ ei) —In(u—ei) 
ER NT ae 
Ei AR 7 1. 1,,.V® (u—ai) 
377" K—-E)uti@r lo yr 


vor: also ist 


S(u, EB a) + S(u, a) 
me u(Cla+&i(K'—a)) ir (K-E)u_ Ir = log y® (u. ei), Iin- 


sn(ut ai)” 
Da nach $. 67. el(a—iK) = el(ai) + nn —i(K—E') 
oder > — El (K—a)= Ela— u (Re ze, also Ela --El(K’—a) 


„+ K’— E' ist, so reducirt sich die vorige eg auf 


wi er 
SwK—a)+8(ua = 
oder auch auf 
1. SwK—a +80 = 
Da nach $. 118, | 
S(u, a) + 8(ıK’—a) + Ca) + O(u, K 0) = Et + * 


do’a tn’a 


An 
— ir tare tang (sn’@ snc’ ar). 


inu 
mare fang | -——— )o 


sn’ a suc’a dnu 


u 
sn’a sne’ a 


Ah 
sa a sıc a 


ist,'so erhält man, wenn hiervon die vorige Gleichung subtrahirt wird, 


rd. ee ige + aretang (a2), 


su’ a Ssne’ sn’a suc’a duu 
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und diese Gleichung zieht sich zusammen auf 
2. C(wK—0o)+ Co) = — (k" sn‘asne’a)u-} are tang ( 
in ıs 
C(u, K'— a)+D(u,a) = arctang („_—) n 
Da D(u,a)+D(wK'-a) = Ca) 4+Ca, ; —a)-+2(k"sn’asnc'a). u 


tn ) 
sn’asne’a duu 


oder 


ist, so erhält man 
in u ) 
sn’a suc’a duu 


3. DuK—a)+D(ua) = (k"sn’asnc’a) u -+-aretang (: 
D(u,K'— a)+C(u,a) = arc tang (near: 
RER 3 Pr 8 \sn’a suc’adnu) ” 
Stellen wir die in diesen Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 


oder 


f A. s0?u.0u 
o I+n'su:u ? 


A.sntu.Odu ER S(u, a er 


- (ua) = o.l-n sn? 1 
B.cen?u.du B'. n?u.0u 
und CK’ —.a) mh 1-prtsutu ? 
o en Su” u \ 


C.dn?u,du 


Eu) = o I+nsutu 
1+n'sn2u ? 


C. dn? u.0 
Du,a) = YA a nd. Du, Ka) =. 


so ist, dem $. 118. gemäß, n = AK tne”a und »’ — k’tne”a; also ist 


nn'—=k*tn”atnc”a, oder auch 
A — 


k? inc! a duc’a cn’ a.dofa ’ 
= und da 


2 |  k:tnfadı'a 4 
Ferner. it A= — nn, — und A ne 
k?sn/alna . >. ı 2 n? n? n 
= ——— st tt — = ka’ = —— en 
A irn Ist, 80 1 u k PB ar - oder 
4! A \ 
Fe tn irn) 


k?,in’a . kt. inc’ a du’a . F 
und B’= ea in jüt,.B0 ist 
n(k®-In) Sn {tr 


B.D’=kE=nn md BSH nn 


6. 

» ERROR / RR 3 

Da endlich C=1n/a dn’a, also. tz IE let. 30 let u, 
ad-En)a I+n 


nn 


©,C—=1 und e=-/TE I An! 


T. 


34° 
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S '% 130 
Die auf den wu K’—.a bezogenen Integrale der dritten ana zurückgeführt auf 
solche Integrale mit dem Parameter a. 


dn’(a— inu\ . | 
Da - log ee = = arc fang (A? sn‘ asne’d. ei ist, 80 verwan- 


dn u 
deln sich die Formeln (I.), (2.), @&.) des $. 128., wenn man darin die 
beiden eonjugirten Modul mit einander vertauscht und wi für « setzt, in 


1... Su, X'—a) + 'S(u, a) 

= —(k” sn’asnc’a)w + arc tang (r° sn’ a snc an )» 
2. Cu K'—a) +'C(u,a) 

= (kr sn’ ad snc a) u + arc tang (A” sn’asnc’a. 2), 
ER "Du, K'—a) +'D(u, a) 


u 
N ee (x” sn’ a suc'a. 


tnu 
dnu/” 
Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale also dar: 
A.su?u.0u A'.sutu.0u 
S(u, a) = 1—n.su?u a S(u, K ’ 0) ol =nısutu? 
B'.Ou 
o i1—n'.sn?u 


‘Du, a) ne dn?u.O0u | "Deu, K'—a) -/ dn?.du 


i—n.su®u mer, sn2u ? 


UCu)= Ba Ah Tu, Ka) = 


FIR —n, sur u 


$) 


so ist'nach $. 119. die Zahl n.— dn”a und n’=dnc”a= 
A, 3. Nun ui 


: also ist 


1.2 
dn’? a 
Ferner ist 


kKrrlisıtacnta ' 
A= k"sn’uon’a dn’d und 4' = k” sno’a onc’a dnc’a= ee 


EPG 
also ist 
d' I? an' „a n’ 
A dn‘* Na Ei 3 
oder ae u 
5. re en = Y(l—-n)i—n’)). 


Es it B=%k"” sn’a snce’a und B’=%k* sn’asnc’a, also ist 
TA Eee a VarmlaE 2 ! 


Da C=tn’adn’a, also eo ist, so ist | 
1. 00=1 wi (air. 
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- Die anf den Parameter K—a bezogenen Integrale der vierten Classe zurückgeführt auf 


. andere mit dem Parameter a. 


— 
— 


1 M sn (u— ai) Kı i sn (u-F-ai) ti 
Da Ka re Viren = (eV -%) 


1 (ügyeeted 1 ME u; syn ist, so können die 


4 su (u ai) sn (ai—u) 
Gleichungen (1.), (2.), (3.) des $. 129. auch also dargestellt werden: 
h 1 1 sn (ait-u) 
S (u, K'— a) +8 (u, a) aa ae an = Io = ker m ; 


f 1 su(aiu 
C(a, Bee) a) - Ö(u, a) em (%' sn’a snc a) «U— 7 log V: e m $) 
DwK&—a)+D(wa) = (k”sn’asnea).u— zlog ati de En. 
Vertauscht man hierin den Modul X mit'%’ und setzt %i für x, so erhält man 
1. Slis K—.u) +S(ua = ” sna ezichrlog en, 
in(a-+.u) 


2. Ca K—a)+'Eua) = — (R snasnca).u + logV nn» 


in(@-+u) 


3, Dun K—-a)+Duwd)= (R sna8nCa). u-logyoctn, 


Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale wie folgt vor; 


5 A.sn?u.öu 5 K JE sn?u. „du 
(2, a) /, i—nsnu und (%, a) 1—n’ su2u ? 
R \ B.ödu B'. ou _ 
eß. RNE NR: 4 Sun, 
&lu,u) = a mon und ’C(wX—a) =/ 15 nen gem 


2 {4 2 
D(u,a) = ERS, ae 'D(uw XK—a) =/, en ir, 


o i—n neu. 1 


Br 1 RER 1 __ dnc?a __ 1-—k? sne?a : 
iüngr, 7 soe?a und 2 = Bra en ur 
REN met 
4. "= - 5 
und hieraus folgt 
(n—1)(n—1) = k”, 
Ferner ist | 
__. k?tnadua __k'”snadna _ enca dıca 1 ı . & 3\., 
A= a en A) (1) gr ) y 
elso ist 
A= Yaa-Ya—R) = (a—Dyam), 
oder 
A 


A ‘ 
. Swuce =yYy (nn )s 


ni 
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Da B=- teen, ist, so ist i 


iuca n 


B= m yy& und B=w-nE 


oder Pi | " 


BB = ee m 
Ban C = tna dna, also C’ = tnca doca, folglich U Ve oder 
7. O=YX ud C= Vz - 


BR 


also 


$. 132. 
Die auf den Parameter ai’ bezogenen Integrale der zweiten und vierten Classe und die 
auf deu Parameter a-—iÄ bezogenen Integrale der ersten und. dritten Classe zurückgeführt 
auf Integrale mit einem reellen Parameter, 


Setzt man a+:K’ für a, so verwandelt sich k’snascenadua in 
Ri 1 zeig —i dna Ex‘ k’? inca dnea 


u War ee und 1—%’sn’a sn’ 
ksaa' ksna 'toa su? atna enc?a i 


a: ; daher verwandelt sich das Integral © (w, a) 


k'?: Sen ou K’?tnadnasıtun.du . 
in Nee MÖTEES SG ra und da EN a) EL ———. 18t, 
0 


verwandelt sich in 1— 


‚su? u 
euc? a RAW en? a (1- dr SE) 
so ist i K 
1. S(ywa-: K)= 'SwK-.a). 
So Setzt man ferner in der Gläihnk & (u,a) + © (u,a) = k’ snasnca.% 


statt a, a-+?K', so verwandelt sie sich in 


& (wa-+ iK‘) + © (u, a-+iK‘) nn Fe; 
und es ist " 


ER + S( (u, K—a). 


Cu, ayiK‘) em Sn a su6 a j 
Da ferner nach $. 121. Sw,R—-u)=— _ "Su, Ka) — 2 .u ist, so er- 
hält man | 2 

u C(wa+iK) = = Ol, K—a) +tnu dna.u, 

Setzt man in der Gleichung Da) + (u, dq)= =tnasdna.u eben- 


falls BIER statt a, so verwandelt sich tna dn@ in BRSMN. daher ist 


inadna 
D(u, RER or "Su, Ka) + = 'S(m K—-ad+ ar 


ma Er alu ena ER 
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suca 


und da D’(w, K—a) ='oıw, K—ua)- nz % ist, so erhalten wir 
3. Duatik) = DwK—a). 

Setzt man in den vorstehenden drei Formen R—a—iK = 
K—(a-+iK') statt a, so verwandelt sich a+iK' in K-—-a ud K—a 
in (a+iK)), ferner toa dn@ in af | 

ine(a+2?K').dne(a+:K') = LER) GER — made; 
daher erhalten wir noch | N 
4. SuwatK)= —-& (uw, K—a), 
5... Slwa-+iK) Cw K—a) — tnadna.u, 
6 Dow a+iK)= D(u, KR—a). 
Vertauscht man io den vorigen 6 Formeln die beiden. eonjugirten } Modul 
mit einander und setzt man zugleich «2 statt x, so verwandeln sie sich in 
7. SwatiK) = —-SwK-—.a), 
8  O(wa+tiK) 'C(u, K’— a) — tn’a du‘ us, 
9. Deiwa-hiK) 'D{u K'—.a), 
10. St(wa+iK) — S(u, K'—a), 
11. UwatiK) C (u, K'—a) + tn’a do’a.w, 
12, Duwa+tiK) DwK—.a). 
$. 133. 


Relationen zwischen den Integralen der ersten und dritten ‚Classe, in reellen Formen, 


Setzt man in der Formel (1.) des $. 128. ai statt a, so erhält man 


zunächst 
. . Lk? tn! dn(u— ai 
S(w ai) +S(wK— ui) = u log Ve 
Da aber K—ai = —i(a+iK), also Su, K—a) = —i8(ua-+iK) 


= :'8 (u, K_ a) ist, so verwandelt sich a Formel in‘ 


IA 


Nana 


dne’a da N 
/ PS — lo _ 
A a)+'8(w,K = Fer ee 1 log (a) lin 
| dne/a duc’a 
S(u,a) +'S(u, Ku) ar; .u— arctang (e Farren ‚sn U snca) oder 


do’a 


ei; | u, 'S(u, u) = eu arc tang (2 . snusuct). 
Die Formel (2.) des $. 128. verwandelt ah zunächst ia 
"ph = t du (u— ai) 
Cu,$— CuatiKy = I ut ch 


und da Kr RR C(wa-+i.K) u. heae RER adn’a.“u 


2. 


* Cu, Ra) = 'Cu,a a) — (k” sn‘ a snc a). u-tarc tang (- 
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ist, so giebt die Addition dieser beiden Formeln 

Er ” 7 } 1 do (w—ai) 

C(u,a) — 'Ü(u, K—a) — (k' sn’a snc’g).u + 1 Uta) öder 
‘(u,a) = 'C(u, K'— a) — (k” sn’ a sone’ aut arc tang > 


ine? 


.Sn 2 snc 1) und 


y’a 
ee ‚sn u sucv), 
Die Formel (3.) des $. 128. verwandelt sich in 


dn’ en 
Din =D End os ana oder 


d 
it -- arc tang ( nr — snu snc) und 


tnc’ 
). 


D(u,K'— a) = 'D(u,a) — u — u + are tang (me 
Die vorigen Gleichungen können etwas einfacher also dargestellt werden; 


inc’ a 
Y / dne’ 
S(u,K—a) = U(u,a) — arc tang (U © ‚snusnot), 


3. Du,a)='D(uK 


4. 
C(u, K—a) = |'S(u,a) 4 arc tang (> .Sn 4 8nc 2); 
D Wu)r=.C (u, K'—.a) + arc tang en sn u snc x) R 
5. | 


/ ; 
D(u, K—a) = 'O(u, a) + arc tang (en sn u snc) R 


Setzt man in den Formeln des $. 128, A’ statt k und ul statt =, so 


‘ do (a—u 
verwandelt sich log / ;- r — a in 
dn’(a—ui) __ n(u—aq ZRr cn (u—ai) 
log du’(a Hu, log (ua y# Is Va en(u-t ai)’ 


da dan (a— uw) = du’(—i(u+ai) = luten und dn’(a--u:) = 
dn’(@(u—ei) = aa ist. Hiernach ist also 
'S (u,a) +'S (u, K’—.a) 


eu r 1, ı/da(w—ai —ai 
—= — (k” sn’asne el +10 eV auran 
Cu, a) + 'C(u, K—a) 


e 1 dn (u — (ni 
Ar (%* sn‘ a sone’ a)u — -log ru en) az lo Ri u— ai) 


du(u-+-ai) es(utai) i 
‘D(ua)+'D(u, K 
Hi, u 1 4, du(u— ai) enlu— ai) 


sn’a suc’a AT i 05 du (u+ ai) +3 en 
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Verbindet man hiermit die vorigen Gleichungen ci. )» (2.), (3.), so er- 
hält man Rn! 


'S (0) — S(a,a) = — (k”sn’asne'a+ 772)u+ — log a s 
61 en (u— ai) 
C (ua) + C(wa) = log u (u+ ai) ? 


'Du,a)+D(ua) = a "+ ee en), 


sn’ a snc’ a in’ i a(u-}ai) 
und diese Gleichungen lassen sich also umformen; 


’ 
'S (ua) — S (ua) = RA + arc tang El; =), 


—” sne’ @ SUCa 80CU 


-Cu)+Cwad)= ar tang (2 @ = en 


sne’a ‚SUCH 
su’ a 


Dua+D(ua= u + arc tang (2 A en . 


Sne’a sne’a sneu 
Die erste und dritte vom diesen Gleichungen lassen sich noch etwas ein- 
facher darstellen und wir merken besonders die Gleiehungen an: 


6% 8Wwa)+Dima) = arotang (I ."t), 


nc’a sncu 


7. ‘Diwa)— S(wa) = arctang ( EHER ) . 


snc’a, sucu 


8. "Olu,a) +C(ua) = arc tang ( = 24). 


snea sneu 
Die Gleichung (7.) erhält man aus der Gleichung (6.), wenn man die bei- 
den eonjugirten Modul mit einander vertauscht und «2 für a, ui für u setzt. 


Wir begleiten die vorigen Formeln noch mit den folgenden Zusätzen, 


J. Setzen wir in der Gleichung 


Cu, K—.a) = 'S(u, a) + arctang > 


das Integral C(wK’—a) = "An’u,da und 'S(u,a)—= - .mtu. au 


oi+ms ro sn i—n sn?u 


SnU% snC u) 


s 2 
so ist B= k"sn/acn'a 1a) = Un”ay. dA Be Tone RE und 
due’ a in'a 
1 dn?a—k? 
a 22 ÜBEN ae a 
m = k? tnc a— 0 Toms: also 
.. Aauk? N a 
n=7.-,,;, Atmi—n)=kr; 
we h 
ferner A= er. =y(mn) und B=y(n{1-n)n-)) = (1-n)y (mr), 
also 


B_ 
g= 1—n. 
33 
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HH. Setzen wir in der Gleichung 
 DwK—.a) = 'C(u,a) + arc tang = sn u sne%) 
das Integral D(u, K'—ua) = hm 'C(u,a) = Beh 


oit+ms m snıu —nso®?u 
so ist, wie vorhin, 


m = ea oder + m)A—n)—=k”, 
Ferner ist A= u und B=%k”sn’asoe’a: also ist 
+ R- m I—n — k? 
N A VE „ = m und B= y a ni (i—n) yz; folglich ist 
wa 1i—n 
I ran Imst . 


1. Setzt man die in der Gleichung 
D (u, a) +'S(w, a) rc ta ER 2 me) 
(W, ; ? FR " sne’a Sncu 
vorkommenden Integrale 


A.dn?u.du B.sı?u.0u 


ER 4 —— 
Deu, a) ZUR ol+ m.sn’u nad ala BE o I—n.su®u : 
so ist 
m = k’.tn”a und n=dn”a; A=tn’adu‘a und B= X" su’acn’adn’a; 
In pgpatich IHmÜTE) Et un nn KH) 
also ist m =k". gr. tolgliche =, udn= 2% 
Berner ist | 
n(i—n) __YV mn) = ; 
ww van = — — ud B=y(nli—n)n—#k)) = d-n)kyz, 
also AB= n(i—n) und Ed = n—k. 
IV. Setzt man in der Gleichung | 
Dia) — Sua) = aretang (vru- mu) 
das Integral 5 
A.sn?u.0u Y B.do?u.0u 
Swo=/Trwen, wd (Du) Gone 


so ist, wie vorhin, 
mkura, A= 
also 


k? tn!a du‘ a 


n=dn”a und B=tn’adn’a 
en ” 7 


_.. k(l—-n) a Die) ({!+m)fi—n) __ X? 


n—k? ? m--k? ? mn. kr * 


Ferner ist 


A=yY(mm+R)Aı tm) und B= VCH; 
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also ist = ua, 
V. Setzt man die in der Gleichung 
Cwa)+Ü(u,a) = are tang (2% 
vorkommenden Integrale 


C(au= ve —. = und 'Cwa)= 


sı’a sn *) 
snc’a sucu 


B.öu 


5 


so ist wieder 


_ F#Uou) _k(+m  (tm)(ion) _ #° 


Karat an n—kı ? 2 m-- k? ? min ea ® 
Ferner ist Aa: und B= k"”sn’asne’a: also ist 
_pnyfionr | _. 1/dA—n)(n—k?) 
folglich 
B Denk i—n 
.d DR k? FE Ace 
$. 134. 


Relationen zwischen den Integralen der zweiten und vierten Classe, in reeller Fort, 


Setzt man in den Gleichungen (4.— 8.) des $. 133. wi statt u, in- 
dem man zugleich den Modul mit dem conjugirten vertauscht, so erhält man 


'E (uw K—a) +©(wa) = Arc Tang a — lg y- (a+%) 


tna duu su(a—u) 


u) | ke yon) 


duu sn (@a— u) 9 


Du, K—a)— Ca) = Arc Tan (Z 


"Du, a) — S(u,a) = Arc Tang (2 as =. le 


sucu ca(a-+u)? 


'S(u,a) +D(wa) = Arc Zang (7.2) = lgyo ne) 


snc@ sneu en(a-+u)’ 
BIER: RT . a mu) 8 ı/anla—u) 
Ewa) + Cu, a) = Arc Tang(°. 2") = og Ve: a. 


Es lassen sich diese. Gleichungen zum Theil auch dadurch finden, dafs 
man in den Formelu des $. 39. % statt b setzt, darauf mit du sie multi- 
plieirt und integrirt. 
Wir begleiten auch diese Formeln noch mit folgenden Zusätzen, 
durch welche ihre Anwendung erleichtert wird: 
I. Setzen wir die in der Gleichung 


Lı,K—a) +&S(uwa) = log varte 
vorkommenden Integrale 
33 * 
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NT Ars u.du Re B. du | 
Sun o1l1—mm?u und‘ “Cm Ka) = am, 
so ist 
n=ksı’a A=klsnamadıa ni, me, 
also 
mn —= KK. 
Ferner ist 
2 (1— m) (k?— m) 
A=y(m(k’—m)i—m)) und B= en) “ 
also ist 
A _ 
Em 
II. Setzen wir die in der Gleichung 
n ya in aaa | 
Du, K—a) ua = Rn) 
vorkommenden Integrale 
B.dı?u.du 


A.oru.du 
(u a) = o i—msu?u 


so ist, wie vorher, 


und 'D (u, K— a)= 


9 


2 
o i—n sn?u 


mn = |. 


Ferner ist : 


tna daa 


A=Rsnasnca und B= ; 


also ist f, 
‚/m(k? — m k?—m 
folglich a Bo mazm 
olelic 
E A 
N = m 


II. Stellen wie die in der Gleichung 
D(u,a)—©(u,a) = log ya € 2 
enthaltenen Integrale durch _ 
A. 
Su a) =/, en Pad alte) =/, en an 


vor, so ist 


1 __ ?(1—R?sn?a) 


m=kmna wd n=—,, = ae 
a em A-mr—t) 
k?(i—m ug Bahr —m)Iin— 
na MEN oder ae = 
Da A=K”’snacnadna und B=tnadna ist, so findet sich 
m(1 --m) A 


A= v (m (K’— m) (i —m)) und B= Ve ’ | also m were Ka Mm. 
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IV. Setzen wir mit Beziehung auf die Gleichung 
"© (0 a) +-D(u,.a) = log Va 


die Integrale 
Dina) = f Er t md SW) = B.sntn.du 
o 


r 1—mstu i—nan:y ? 
50. ist, wie vorher,. 
Bar (1--m) nn k? (n—1) dom) —1) 
k2—m ° Se Pe SI mn =5 ä 


k'?itnadna . 
Da ferner A=toadna und B=-— ist, so ist 


enca luca 1 4 „N 1 
suc’a sue? «@ sne? a sne?a/? 


also 
B= v(a—1)(n—R?).n) und A= ya az, a .„ also 7= 1 Kin 


V. Werden endlich die in der Gleichung 
en(a— u) 


(wa) + Ewa) = log VacHn 79 


enthaltenen Integrale durch 


ff Aa? du ‘ B. ou | 
u, a) 758 : a a und Ku, a) == ar Be, 
ausgedrückt, so ist wieder 
an Klom) „_Ea@-D G-me-l) _ m 
== k®—=m P) FIRE n—k? 3 mn RE Ce 
s 12 dnca 
Ferner ist A= Ksnasnca und B= -_ ; also 
n—i | (n—1)(n—xk?) ; B .n—k? 
A=k Hs und B= ee ; folglich Dh 


k®) 
$. 135. 
Ausdruck von S(u-v, a) durch S(w, a) und S(v, a). Aehnliche Ausdrücke für die 
anderen Integrale der zweiten Classe, 


Da Shwtvy,a)=(w-tr).ea— eu. ER 


© (u, a) zsuid, el a Im (u AUueT — Im — Im (u - Ba, - a) nd 


S(v,a) = v.ela— Inte ne) 


ist, so erhält man zunächst, wenn von der ersten Gleichung die Summe 
der beiden anderen subtrahirt wird, 


S(u+v,o) = S(ua) +5(v,a) +4 [Im (u-+ a) — Im (u— a) + Im(v-+ a) 
—Imw—ao)— Im ++) +Im(u+v—a)]. 
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Derjenige Theil dieses Ausdrucks, welcher Mader Kreml enthält, 
läfst sich auf mehrere Arten also umformen, dals er durch oyklische Mo- 
dular - Functionen berechnet werden kann und kam auch in der For- 
mel (11.) des $. 73. vor. 
Wird die erwähnte Formel benutzt und wird gesetzt: 
| 1. S(u-+v, «ı) = Sum) +Sw,a)-+ Arc Tang(f.), 

50 haben wir zur Bestimmung der hyperbolischen Amplitude u, in dieser 
die Sinus - Integrale der zweiten Ulasse betreffenden Formel den Ausdruck 


2,  ArcTang (u) = log {+k? sna sn u suv sn(u--v4+o) 


1— x? sna nusousn(u4+-v— a)" 
Derselbe im $. 44. und $. 45. mit log bezeichnete Ausdruck ist in an- 
deren Formen darstellbar.und es ist 


=) ArcTang (%,) ren log I u su V +snasn(u Ssna sn (uva) EL) Di peter sn (va) 


snu snv —sna su (uFv—a) su (u—a) su (v—a)’ 

" Alan k* sn? rl: sn Tan 
4. ArcTang(pı) = og / FE: RER LE NENGS ! uakr ya) 
es EN (he en (EV m.) 


HEERMRIN, KEN mo=ı 2) on? ) as (UF 4.) 3 


— k? sn? (u—a)sı sn? (v—.a) 

5. ArcTang (ke) = 3 log = k? su? (ufa)sn®(v+ a) 
1— 1%? sn? a sn? (u--v— a) 

En og 2: sn?aso’(uf+-v-t+a) 


1— k? suu snv sn (u— a) sn (v—a) 


6. Arctangn)= lol ara)’ 
q ArcTang(a)= log a ton Ve) en Br nie ae 
x BEN: oO 


ss(uf+-v—.a) sn u. sn v — Su (u— a) su (W— a)’ 


Ben 5 su (u — a) snv — sn (v— a) 2 
8. ArcZang(i)= log v- (v-t a) snu — sn(u+e) suv ? 


1— k? sn? u en. sn® “v au? (u—a) 
I Het Auen Er 
9. Arc Tang (fe) = 2105 1— k* su’usao’(v+ &log 1—k? su? von? (ua) * 
Aufserdem haben wir noch 


a k? sna cna dna snu snvsn(u-4-v) 

IN: Le ner j 
ca® a+sn?adauduvdu(u-+-v) 

ı . %? sna cna dna snu snv sa(u4+v) 


— m dn?a-+%? su?’ acnu mven(uFfv)* 


m 
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C(ut+v,a)+&Slutva) = Rsnasaca. (av), 
Ewa) +©(wa) = ÄK’snasnca.u und 
lv, ad) 4 &(v,a) = A’ snasnca.v 
ist, so erhält man, wenn man von der ersten Gleichung die Summe der 
beiden andern 'subtrahirt, und für S(u-+v, a) — S(wa)— ©(v, Ü den 
Werth rc Zang (u) setzt, 
12. Clu+v,a) = Cu, a) + &(v,a) — Arc Zang (Wo). 
Ganz eben so findet man noch | 
13. D(u+va) = Du a) + Do, a) — Arc Tang (p.). 
Man kann diese Gleichung aber auch aus (7.) dadurch herleiten, dafs man 
ka statt a, ku statt u, kv statt v und ; statt des Moduls % setzt, wo- 
bei 4, ungeändert bleibt. 
Zu denselben Resultaten führt auch unmittelbar die Anwendung 
der Gleichung (11.) $. 73. 


Zusatz. Setzt man uf-v=K&K, also en(u--v) = 0, so wird 


k? sna cna dua sn u sucu ee 
TR, 


6., 8.) stimmen dann mit den Formeln (1., 2., 3.) im $. 126. überein. 


sn@ snc@ sn“ suc% und die Formeln (1., 


$. 136. 


Entwicklung der auf ein zweigliedriges Argument u-v bezogenen Integrale der ersten, 
dritten und vierten Classe. 


Setzen wir in den vorigen Formeln ai für a, so wird , imaginär, 
Setzen wir also 2.u, an dessen Stelle, so haben wir für die Integrale der 
ersten Classe die Formeln 

S(ut+v,a) = S(u, a) + S(v,«a) + are tang (kt), 
C(u+va = C(u a + C(v, a) — are tang (pı), 
D(u+v,a) = D(wa)+ Do, a) — arc tang(v.), 


k?tn'adu’asnusnvsn(utv) __ _K?tu/’ado/asuusnvusau(utv). 
Ba Ten adan davdu(u-FV) du?a—krsn?acnwenven(ufv)" 


Wenn man aber den Modul % mit %‘ vertauscht, ferner wi statt % und vs 
statt © setzt, so wird (4, negativ und imaginär. Bezeichnen wir also den 
geänderten Werth von 4, mit —i.(, so erhalten wir die Formeln 
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Swtv,a, = 'S(u,a) + ‘S(o,a) + arc tang (m), 
Cu+va = 'C(ua) + ‘Co, a) + arc tang (Y,), 
D(u+va = 'Dwa)+ 'D(v,.a) + arc tang (p,), 

__.. k* sofa en’ a du’ asnusnvsn(u4-v) 
4 dn/?aenucnven (uo) + k'? suta” 
Man erhält auch 


%'2 sn’ aen’a dn'’asnusnv sn(utv) 


doudnoda(u-v)— X, . 
und da cnwcnven(«-+v) = an ru Zu. Iah so verwandelt sich 


der Ausdruck in 
k? %’? sn’a en’adn'asnusnusn(u-t-v) 


ie dn’? a duu dnvdo(u-F v) — k'2 cn?a 
__ k?R/? sı' a sne’asn usnv sn(u4-v) 
ka, Fr al ie a 
Setzt man in den vorigen Formeln «ai statt « und iu, statt ,, so erhält 
man endlich für die Integrale der vierten Classe die Ausdrücke 
‘© (u +»,0) = 'S(u, a) +'S©(wa) + Arc Tang (u), 
Su+va = 'Cua) + Ev, a) + Arc Tang (p,),; 
Diu+va, = Due) +’D(va) + ArcTang(p,) und 
k'2ina daa snusov sn(u-+v)- x 
Na — na enuenven(u-fFv) — Kienta? 
I -+-k?tnatnuimvto(u-vta) 
1 — krtnamutuvia(utv—a)’ 
$. 137. 
Eatwicklung der Integrale aller Classen, wenu ihr Parameter ein Biuom ist, 
Nach $. 121. ist 
S(s,u+v, = S(u+v,a)+ae.el(urv) — (u+ev).ela. 
Eben so ist auch 
S(au) = S(ua) + a.elu— u.ela und 
S(av) = Sw,a) + a.ele — v.ela. 
Subtrahirt man von der ersten Gleichung die Summe der beiden anderen, 
so erhält man | ! 
S(au+v)=&la,u) +©(av) + alel(ufv) —elu —elv) + rc Tang(p.), 
wenn man für S(w+v,a) — ©(u, a) — ©(v,a) den Werth ArcTang (p,) 
dem $.136. gemäls an die Stelle setzt. Da aulserdem nach $. 65. 
elu+v) —elu—elv = — A’snusno sn(u-4e) 
ist, s6 reducirt sich die Formel uf 


1. Eautv)=&laW)+ S(av)—alksnu snesn(u+%)) + ArcTang (p.). 


oder 


ArcTang (u) = log 
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Da C(a,u) + ©(a,u) = a.k’snusncev, S(a,v) + &(a,v)=a.k’ snv sncv 
und C(a,u+v) + &(,ua+v) = a.k’sn(u-v)snc(u-+v) ist, so erhält 
man, wenn die Summe der beiden ersten Gleichungen von der dritten 
subtrahirt wird, 
C(a,u+v) = (la, u) An Kla,v) — (S(a,u+v)— ©(a,u) — &(a,r)) 
+ a.k’ (sn (u + v)sne(u+v) — sn usncu — su snev); 
und wird die vorige Gleichung benutzt, so erhält man 
.Llau+v) = (lau) + (a, v) 
+ a.’ (sn(u + v) sne(% + v9) — sn u snc u — snv sncv -- snusnvsn (u +v)) 
— Arc Tang (fr). 
Der die cyklischen Modular - Functionen enthaltende Theil dieser Formel 
gestattet noch eine namhafte Zusammenziehung. Nach $.38, ist 
tn (u + v) du (u + v) — tnu dnu — tnv dov 
—= k”tnutnvtn(u-+v) — k’snusnvsn(u-+v) 
Setzt man in dieser Gleichung %u statt u, kv statt © und — statt des Moe 
duls k, so verwandelt sie sich ia | 
su(4--v)sne(u-+v) — snusncu — snv sncv 
= — , oncu enev cnce (U v) — snusnvsn(u-t-v), 
und wird dieser Werth in der vorigen BInichnnE substituirt, so erhält man 


2, &a,u+v) = Ila,u) + Cav)— a. “ cnc% cncv ene (2-4 v)) 
— Arc Tang (m). 

Da ferner D(a, u) + S(a,u) = tnu dau.a, D(a,v) + © (a,v) = tnv dar,.a 
und D(,u+v)+S(s,u+tv)=tn(u-+tv)do(u+tv)a ist, so erhält man 
D(s,u+v) = Dia,w)+ D(a, v) — (S(a,u-v)— ©(a,u)— ©l(a,v)) 

+ (tn (u+v) dna(u+v) — tnu dnau — tnp.dnv).a, 


3. Diau-to) 

— D(a,u) +D(a,v) + ak”. tnu tnv tn (u + v)) — Arc Tang (p.). 
Dasselbe Resultat findet man, has, man in der Gleichung (2.) ka statt a, 
ku statt u, kv statt © und — statt des Moduls % setzt. 

Setzt man in den ER Formeln wz statt # und v> statt v, wo- 
durch sich u, ia — iu,’ verwandelt, so erhält man | 
4. S(au-+v) 
= S(a,u) + S(a,v) + a (KR tn’utn‘o tn’ (u v)) — are tang(f'), 
34 


oder auch 
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5. Cau+to) 
—= C(au)+C(av)+a ( enc’# enc’v enc’ (ut v)) + arctang(‘), 
6. Diau-o) 
—= D(a,u)+D(av) —a(k” sn’usn’vsn’(u+4 v)) + arctang(f,'), 


und in diesen Formeln ist 


/ k? sn’usn’vsu’ (uf v) macnadna _ KR? k'* su/u sn’v su'(u-+v) sna snca 
end en’ (w-v) dn?a-+ k*su*a du’ u dn’ v du’ (ut v) — k* sncta ? 


welche Gröfse sich also von 4; dadurch unterscheidet, dafs die beiden 
Modul %k und k’ mit einander vertauscht sind, 

Setzt man in den drei ersten Formeln a: statt @, indem man zu- 
sleich & mit X vertauscht, wodurch sich %, im zu,‘ verwandelt, so hat man 
7. 'S(au-+o) 

—= 'S (a,u) + 'S(a,v) — aretang (1) + @ (A sn’usn’v sn’(u+v)), 
8. Ua,u+v) 
— 'C (a,u) + 'C(a,v) — arc tang (1) — a(ı- 


k 
9 Dia,u-+v) 
= 'D(a,u) +‘D(a,v) — are tang(pı‘) + a (A tn! u tn'v tn’ (u+-v)), 


j K'2 sn'usn’vsn’(u-+v) tina daa k’? sn’u su‘ v sn’ (u4v) Ina da«a 


— 
—— nn [7000 


Mi Ta — Rz nu en von‘ (u-v)sn*a 1 — du’ u du’ v du‘ (u v)su?a 
Setzt man in diesen Formeln endlich wi statt v und vö statt v, wodurch 
sich f’ in — u, verwandelt, so hat man 

10. S(@,u-4o) 

— 'S(a,u) + 'S(a,v) — a(k” tnutnv tn(u-+v)) + ArcTang (u,), 
1l. &(au-+o) 

— 'C(a,0) +’ (a0) + a(77 enew ne» ene (u -+v)) + Arc Zang (1), 
12. 'D(a,u-+ov) 

— 'D(a,u) + 'D(a,v) — a(k’ suu snv su(u + v)) + Arc Tang (p,), 
und in diesen Formeln hat u, dieselbe Bedeutung, wie in $. 136. 


one’# cnc’v enc’(u-+ v)) : 


| $. 138. 
“Entwicklung der Integrale der zweiten Classe, wenn sowohl ibr Argument, als auch ihr 


Parameter ein Binom ist. 


Es ist | 
S(u,a) + ©(v b) 
= u.ela+v.ed— [Im + a) + Im +5)— im — a)—Im(v —b)]. 
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Setzt man hierin u--v statt u, u—v statt v, a+D5 statt a und a—b 
statt 5, so erhält man 
Sutsa+)+ Sun N=tutR) ella+3)+ (u—v).el(a—d) 
} [Im (-Fe-+a+5) + Im (u-r+0—0)— Im (u40— ab) — Im(u-v—arb)]. 
Da nun aber 
Iın A+lmB _ Erde 


2 + Im FE -log Ydı- KR, n? 2) 


ist, so erhalten wir 


Im(utvta+b) + ma —v--a—b) 
nn en en 


= Im +a)+Im@+b)+logy (1—X sn’(u+ a) sn’(u+-b)), 
Im(u+v— a—b) Hm (u—v—a-tb) 
2 


= Im(u —a)+Im(v — b)-Hlogy (1— A? sn’ (u— a) sn’(v — 5), 


und werden diese Werthe substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 


chung in S(u+tv,a-+b) + ©S(u—v,a—b) 
= (uro)ellat3) + (wo) a2) + log ed) en 
— (Im (u +0) — Im(u— a) + Im +) — Im w—)), 
Da ferner 
— (Im (#4 a) — Im (w—a)) = — 2u.ela+2&(u,a) und 
— (Im +5) -Imw— b)) = —2v.elb 4 2&(v,b) 


ist, so erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 
S(u+y,a+rb) + S(u—v,a—b) 
= (u-F-v)ella+b) + (u—v)ella—b) — 2uela— ?velb 
1— un iR 
+25) +25) + lo Bor 
Da Zu=(urv) + (u—ev) und d= (u+V)— (u—v) ist, so läfst sich 
der: Theil dieser Formel, welcher die Modular-Integrale der ersten Art 
enthält, auch also darstellen: 
(w+v)[el(a+b) — ela— elb] + (u— v)[ella—L) — ela + elb]. 
Da aber el(a+b) —ela—el) — a? snasndsn(a+b) und also 
el(a—b) —ela+telb = + Ksnasnd sn (a— b) 
ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 
l. Sw+vya+b) + S(u—v,a—b) 
RE i 1 — %? sn? (u— a) sn? (v—b) 
© % RS Z R Ei log 1 — k? sn? (u+ a) su? (» +) 
— k’sna .snb.[(u+v) sn(a+b) — (u— v)sn(a—b)]. 
34 * 
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Vertauscht man in dieser allgemeinen Formel @ mit d, oder auch u mit v, 
so erhält man 


S(u+v,a+b) — S(u—v, a—b) 
: — k? sn? u2(v—a)s — a) sn? (u—b), 
= 126, a +2%awb)+ log  uManz ı2(v-ta)s a) so? (u--b) 
— ksnasndb.[(u+v)sn(a-+b) ei (u—v) sn(a—b)], 
und wird diese Gleichung zu der vorigen addirt, so entsteht 
2. S(u+va-+)b) 

= ©(u,a) ki S(v, a)+&S(uwb) + ©(v,b) — (u+v).(k’snasndsn(@a-+b)) 

+ log ze — k? sn? (u— a)sn?(v—b) 1—xk? sn?(v— a) sn? (u—b) 


1— k? 50? (u-+-a)sn? (v+b) "1—%k? su? (va) sn? (u+b)/ " 
Setzt man in dieser Formel 5 = 0, so reduciet sie sich auf 
3. ©S(u-+va) 
5 
Ri 1— x? sn?vsn?(u—a) 1—k? sn?usn? (v—.a) 
=&Wwa)+ S(v,a) + log VE su? v sn? (ua) * 1— k? sn? u sn? (v Es) 


und es ist mithin auch die im $. 136. vorkommende Gröfßse y, ausge- 


drückt durch 
r 1—x? sn? vsn? (u — a) 1 — k? sn?u sn? (v— a) 
ArcTang(p) = log Ne — k? su? vsu?2(uta)" 1 —k? sn? usn® (v a), 
was mit der Formel (10.) im $. 44. übereinstimmt. 
Setzen wir &=0 in der Formel (1.), so wird sie 
; 1 — k? sn? v sn? (u— a) 
4. Sutv,d)+ S(w—va=N2%(u,a) + log ee y an): 
Setzt man aber in der Formel (1.) v=0, so erhält man 
5. S(ua+b) +&(wa—b) = 2%(ua)—u.k’ snasnd (sn (a-+-b) —sn(a—b)) 
A : — k? sn? b sn? (u-- a), 
log —k? su? sn? (u a)“ 
Will man diese Formeln auf re Integrale übertragen, so muls man 
den logarithmischen Ausdrücken zuvor folgende Form geben: 
1—k?’sn’ven®(u—a) -_; 2%? s0?2v.A.B 
log 1—ktsutvsn®(u+ra) Arc Zang (& — k?sn?v.(4*+B?)/? 
1—k? su?bsn’(u—a) __ EN 2%? sn?b.A.B 
SD er Tree dem Arc Zang (a BRTE ABER, 773 u 
worin A=enadnasnu, B=cnudnusna und P= 1—A’sn’a sn’u ist, 


A+B 
P 


so dafs sn u.) = z* und sn(u4t a) = ist. 
Wir formen den in der Gleichung (2,) enthaltenen logarithmischen 


Ausdruck noch um. . Setzen wir 
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urv—a—b & 
„t+ßB =u—a, also a tr ;„ soist a—ıu=(, 


Bob, -- BUT, - - ata=utv-a—b 


3 
atß—=u-—b, .. = a .-- PB P=—(a—b), 


kat P+P=u—r. 


W—PB=v—a, Bu Mer „_ ..- 
Da nun nach $.42. ist 
DR sn?(@-+-A)sn(e—P) 1—x? sn? (ae + 9%) N | 
1— %? sn? (a + @)su? (@—a’) * 1— 2 sn? (8-+-P) sn? (d— 9) 
ll sn («+ P) sn(@ — £) sn (@’+ Pf?) sn (@’— f*) 
Tate lee HERR? 


so erhalten wir durch Substitution der vorigen Werthe die Gleichung 


mm lt 0 nenn 


1—k? sn? (u— v) sn? (a—b) 
v(1—A’sn (u—.a) so (v —b) sn (u— b)sn(v—.a)). 

Setzt man in dieser Gleichung — a statt «a und —D statt d, so erhält man 
eine neue Gleichung, und wird die vorige durch dieselbe dividirt, so entsteht 
6. S(u+v, a+b) 

= Cu) +SWwb) +S(v,a)4+S(wb)—(u+v)(k’snasndsn(a- 5)) 
He Vi narenlehhathe mern) 
Werden die vorigen Werthe im zweiten Ausdrucke des $. 42. substituirt, 
so findet man 


yazız a sn? (u— a) sn®(v—b)) (1 —k? sn? N sn? (v-—-a)) 


7. S(h+va+tb) 
_ RE NHERE ON Rt Omemtna+ 


— ) sn (W— b) — su(u —b)sn(v — a) 


+ log Va sa(v-+ a) — su(u+ a) su (v4 5)" 
Wir übergehen die Aufstellung der Ausdrücke für das Cosinus- und 
Differente- Integral, welche sich leicht aus den vorigen herleiten lassen. 
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$. 139. 
Im (a-+-u) — Im (a— u) 


Erste Art der Berechnung von m Ta wenn ‚am u und ama nebst dem 
Modul k gegeben sind. 


Bei der Berechnung des Integrales © (w,a)=u.ela— Infatis Part. Im (a=1) 


kommt es hauptsächlich auf die Berechnung der Differenz UT) nimm 2 gr (a—u) 


aus am, ama und dem Modul % an. Man kann nun zwar aus ten drei 
gegebenen Größen am(a-+u) und +am(a— u) berechnen, und hieraus 
findet sich dann Im(a-+u) und Im(@— u), nach den im $. 87. und $.89. 
angegebenen Vorsehriften;. aber dieses Verfahren ist nicht mehr anzu- 
wenden, wenn eine der beiden Gröfsen a und & imaginär ist, das zu 
berechnende Integral also entweder zur ersten oder dritten Classe gehört 
oder von cyklischer Natur ist. Es muls also ein Verfahren der Berech- 
nung entwickelt werden, welches auch dann anzuwenden ist, wenn ent- 
weder das Argument des Integrals oder sein Parameter imaginär ist. Lei- 
ten wir aus dem Argumente # und dem Modul k die immer kleiner wer- 
denden Argumente % , %, U;, u, etc. mit den noch viel rascher abneh- 
menden Moduln k,, kr, %,, Ak, etc. nach $.58. her, so ist, wenn die am 
angeführten Orte gebrauchte Bezeichnung auch hier angewandt wird, 


uU u U u 
u --c-<c. — = ete, 
m; m, Mm; m, 
Leiten wir nach demselben Verfahren aus dem Parameter a die immer 


kleiner werdenden Parameter @,, &, 4;, a, etc. her, so ist auch 


a a a a 
area zeit efe, 
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man 
a,+tu, a,+tu, a,tu, a,tu, 
a+u= — ee = = eto., 
ui But UL an Men au 090 av u, BER 
m, mM; Mg LU dal 
Wegen dieser Gleichungen ist aber nach en 87. 
ee Wu 
u log —t op ————— ee —_ 
Im(a + as au were ren +u) He B 1+dn(a,+u,) 


+ Mo na r Bun + etc. und 
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m 


+ log 05 Era) +2 u Eee Tal —a,) 
Ar9 4log 1-+ dn E —.a,) Hr EN, 


wenn sich die in diesen Reihen vorkommenden cyklischen Differenten auf 
die sich rasch verkleinernden successiven Modul A, , k,, Ä,, k, ete., wie 
im $. 87., beziehen. 

Wird die untere Reihe von der oberen subtrahirt, so erhält man 


Im(a+u)- re Bu I4+du (u—a) I-H-dn (u, —aı,) 
Er og 2b ee 
) + du (u, — 
| og = PL etc. 
Bezeichnen wir die Summe der logarithmischen Glieder dieser rasch con- 
vergirenden Reihe durch U, so haben wir 
Im (a+-u) —Im(a—ıu) __ 
Pe ee ae ET = 2 .au +1. 
Wir entwickeln nun die einzelnen Glieder der Reihe il. Nach $. 33, ist 
1-+- du (u — a) ya ina 
log Ben na ‚are ang no) — Arc Zang (k in n) oder auch 
— Arc Tang (>=) — Arc Tang “ en *) ; 


dautua 


Im (u— u) = 4. 


dnu tna 


indem man a mit x vertauschen darf, ohne dafs der Ausdruck äuf der lin- 
ken Seite dadurch geändert wird. Hiernach ist also zunächst, wenn @«< 
angesehen wird, 


U Arc Tang (2 =) 42 Xrc San (7: er ‘) 1 4I%rc a (oo = 2)+ ete. 


> dnzu ina dnu, tina dou, na 
— Arc Tang — 2 Arc Tang (du a.) —4 Arc? Zang ( 
dna inu doa, inu, 


und wenn a>u ist, so wird man in dieser Reihe durchgängig « mit « 
vertauschen. 

Die negativen Glieder dieser Reihe gestatten noch eine einfachere 
Darstellung. Da nämlich nach Formel (20. $. 53.) 


) — ettC., 


da a, uw, 


inu ina 
mı= (14h) und also auch tna=(1+A4).; Fa ist, so ist 
1 na, 
dau, tina tina dnu,.tna. tina 
——1__—, eben ss —ı- — = — us w. 
dua, tnu, tn u dna, .tnu, inu, 


Wird hiervon Gebrauch gemacht, so ist 

ina r a na, a S - 
U = XrcTlang (=) +2 ArcTang E +4 reTang = >) + 8 Arceluang C- 
— Art Tang en) — 2 2%AreTang (2) — 4 ArcTang (we) — 8 Arc Tang (me 


dna tnu 2 


) etc. 


)— efc.; 


378 Zwalfuer dbrethnitt.N 89439. 


woraus zu ersehen, dals dieselben hyperbolischen Arcus, welche im ne- 
gativen Theile der Reihe vorkommen, mit Ausnahme des allerersten, auch 
in dem positiven Theile der Reihe enthalten sind; wodurch die Rechnung 


ungemein erleichtert wird. Setzen wir zu noch grölserer Abkürzung 
dnutna 
dna tou? 


fu a Ina, Rr ina, E 
» Zanga ang a, etc., 


[2 TOaR 
Tangu = - 


Zangı = Be 


so haben wir die folgende einfache Darstellung: | 
1. V= (un) + 42) +8 (u) +16 (u— 4) + ete., 
und es handelt sich nur noch um die Feststellung eines Mechanismus der 
Berechnung der Grölsen u, (4, (> fs etc. oder auch ihrer byperbolischen 
Tangenten. 
Wir leiten zunächst aus amz = ®, ama=& und dem Modul %, in- 
dem wir A=y(1—%sin’®) und A'—=y(1—R? sin’a) setzen, die Grölsen 


A= vers .mm,); &= vass ‚m m,), 


m+A m, FA, 
Wi N Vers. m, m;), er 
AN me Ve .mm,) di er Va } mm.) ; 
&= Vers -mm,), .... 
her. Da tnu, = a tnu und eben so auch tna, = "4 ind ist, so ist 
na, _ Zı 02, also 


Tan = In Zangti,, eben so ist 
ı 


mm = A, » Zang in y 
>; Zang Yı = nr .Tanglizs 


Tang ls = Zr . Tang 


u. 8 Ws 
tta__ tange 
mu  tangp 


Die erste dieser Gröfsen ist Tangıı, = ‚ und hieraus findet sich 
n N N 
Tanga = 7 -Tang ı» 


Die Berechnung der Grölsen , ty Pr, fa etc. geht also sehr ein- 
fach von Statten, wenn mau, falls @ und % beide reell oder beide imagi- 
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när sind, eine Tabelle der Logarithmen der ‚hyperbolischen Functionen 
zu Hülfe nimmt. Da überhaupt Tang ur. = 7, ange, ist und bei eini- 
ger Gröfse von r (etwa r—=4, bei einer Rechnung mit zehn Decimal- 
ziffern,) schon A, hinlänglich genau =, also auch A’ = n wird, so ist 
dann ZTang %,yı = Tangy,, oder U = Pr. Die Grölsen u, Uns Un, ia, 
(4, etc. nähern sich also sehr rasch dem Verhältnisse der Gleichheit, und 
eine Folge davon ist, dals die Reihe (1.) sehr rasch convergirt. Bei einer 
Rechuung mit zehn Decimalziffern ist schon das Glied 16 (1, —,) =0. 


ina, __ tang (ar) 
tuu, tan (ur) 


Da Tang u, = ist, wenn r grofs genug genommen 


wird und 4,=14, wie auch %,=1nu wird, so nähert sich Zangp, bei 


H fang 
der Vergrößerung des Index r sehr rasch der Grenze Kunst a) . 
” tang (7 u) 
Wenn ama>amz ist und die Gröfsen @ und % beide reell oder 


beide imaginär sind, se hat man in den vorigen Formeln nur a mit «, ® mit a, 
also A, A,, Ar, A; etc. mit A’, A), AL), A/ etc. zu vertauschen. 


Das Verhältnils x wird nach der Formel E— 1—t im $. 84. be- 
rechnet. und die Gröfsen @ und % hat man nun.nach den im $.58. und 
seinem Zusatze entwickelten Formeln zu befechnen, weil dieselben Hülfs- 
größsen dabei angewandt werden, welche zur Berechnung der Glieder der 
Reihe U dienen. 

Anmerkung. Setzt man den Gleichungen (3.) noch die zur Be- 
rechnung von u, dienende an die Spitze, so sind sie 


‘ 


Tang = ‚Zangu, Tanga = = ‚Tangkı, Zang a = -Tangtı Us 8. Wo 


und hiernach werden nun alle Grölsen Tang u, , Zangı,, Tang u, etc. aus 


ti V 4-x? in? . . . - 
der ersten Tangy = nn a: nach einem sich ganz gleichblei- 
j ’ « fo) De 3 


benden Gesetze berechnet. 
au cnca 
eneu cna 


Da Tangu = ist, so wird man die Gröfsen ® und u‘ 


und tange’' = — 1 berechnen 


nach den Formeln tangP’ = A tage 


1 
k’taugp 
und dann ist, wenn a und x beide reell sind, 
coSp  cos« 
cosp‘ cose " 


Zanyıı = 


Zugleich ist dann 
.Cc0o8: 05% 
sin @ sıul & 
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$. 140, 


Ferste Art der Hererhrıng der ‚Integrale S (w, a), E(u,a) und D(u,a) unter Beschr‘ ulnar 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 


Da das Integral S (wa) = uw. ela— rer Cell, ist, so be- 
steht seine Berechnung aus drei getrennten Acten. re wir 


E ; In(a--u) — | ey, 
ela=z.at4 und RE ea E —.au+lU, 


. E 
so ist w.ela=7.au--N.u und es hebt sich also, wenn dieser Werth 
substituirt wird, noch ein Glied auf, da 


l. Sw)=Nu—U. 


Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie im $. 139. und setzen 


1 1 
mu = ams =«a, tan d’ = ——— Ve an 
amu=D, Een Ne k tang @ und NER ktange ? also 
cos C0S:& cos cos«@’ 
= — 2; '=-—, Zanyyu = Be. n 
sin pr? sin & eosp’ cosa 


so ist, dem $. 86. gemäls, 
J, AY— vr er Are) Ber X eye S u Y AT Ai —n,) 


m, m, 
4, £% Dan Ay) re =n,) + 8. A, Ne Ran Ye uns) 4 etc. 
Der Factor % giebt eine von den Formeln 
in (u) = sin® ee 2m, 2m, _ 2m, 2m, ) 
Ss] N = 810 . Se 3 Arge soreo)9, 
wu, 2 Ad nn DK ! 
s. Se ) R“ er = "rn, t+A, nr ti, ET )) 
Fr A A A 
tang (nu) = tangd. ( ui, FR ; Z R 2 2% ai 


Die Berechnung des Parameters « aus am@ = & ist der Formel (1.) 
gemäß nicht mehr nöthig. Will man ihn jedoch berechnen, so geschieht 
es auch nach den Formeln (3.) und man hat zu dem Ende nur a für %, 
a für ® und A, N, A,, A,, A, etc. für A, A,, L, 4,, A, etc. in 
jenen Formeln zu setzen. 

Das Glied U giebt, wie im $. 139., die Reihe 

4. U= (k1—W)+T&E— a) + Ela —) + 8 (M— 5) + ete. 
Die Modular -Zahlen oder Modular-Brüche sind. dieselben, wie im $. 56.; 
auch n hat hier dieselbe Bedeutung, wie am angeführten Orte. Die 
Größen A, A,, A,, A; ete., ferner A, &,, A, 4, etc. und A, fa, 
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Us; Yu etc. werden nach den im $. 139. und in der beigefügten Anmer- 
kung angegebenen Formeln berechnet. 


Wenn &>® ist, so wird man alle von & abhängigen Gröfsen mit 


den von ® abhängigen, jedoch nur in der Reihe (4.), oder eigentlich in 
den Formeln (3.) des $. 139. vertauschen, da ll eben so von « als von 


® abhängt. 


Da nach $. 116. EC (wa) = k’snasneu.u — © (u, a)- und 
D(w, 0) = tnadnae.u— © (u, a) ist, so erhalten wir 


5. Ca) = (KR sin sin! — Au +, 
6. Du)= Nu U. 


sin @ 


\ } 4 . 
Setzt man P=147, so wird U=0, u=K=-, also ist 
EIKE #, U 
S(ha)=47.7:; 


C(K,a) 


\ 


477 (RR sin a sinn — A). —, | 


DK, 4) = Im u 


sin @’ 


g. 141. 


Erste Art der Berechnung der Integrale S(u, a), C(u,a), D(u, a) auter der Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafela. 


Um die Ausdrücke für die Integrale der ersten Classe zu erhalten, 
brauchen wir in den Formein des $. 140., welche # enthalten, nur a; 
für & zu setzen, wobei die Grölsen A’, A, A), A, , A4 ete. reell blei- 
ben. Setzen wir nun wieder am =D und am'a=c«, so wird, wie vor- 


ß 1 
on tangd'= — —— un = —— i 
hin, we gd Wa 2 tang « Tele gesetzt wird, 
cos 1 
= - og aber A= ——., 
sin @ sin a 


Die Formeln (2.) im $. 139. und auch die Modular-Zahlen bleiben 
dieselben. Die Grölsen u aber werden sämmtlich imaginär. Setzt man 
aber iu für u, 2, für Mı, 2 für , u. s. w., se wird 4 durch die Formel 


ü Kesp . Air 
tank = — Pr sın u sın & 


bestimmt. 
33 
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Ferner ist nun | 
a: 
tang u, = z .tang L; 


tang u = z,.tang Kıs 
AN! 

tang; = zZ, tang I, 

tang u, = = .tang iz 


U. S Wo. 
Die Formel (1.) des $. 140. wird, wenn man Ai für A und Di für U 


setzt, 
S(ua) = A.u— U, also 


Cu, a) Se (ze a! —4) > u T, 


005% 


D(ua = ee —Au+Z, 


sin @ 


und für die in diesen drei Forleln vorkommenden Gröfsen 4 und U hat 


man die Reihen 
A A' yet (A’—n) 2# 2a RR om, m,)(A\ (A, —r,) 


mm, ie hr 
— EN el A ) er — 
aa, ya) sa, NEMELDIEVEER m) ot. und 


U= (u-l)+ 2a —u)+4m— m) +8) + etc. 


Setzt man O=147, also u=K, so wird ÜU=0 und es ist also 


S(K,a) = 4r. = 


N 4 


Pie keoos@ f 
CK, a) = 3% cos & A). m’ 
sin & 1 

D(K, a = im sin &’ A). re 


Die Berechnung des Factors u aus P = amu ist dieselbe wie im $. 140. 


$. 142. 
Erste Art der Berechnung der Integrale "S(u,a), ’C(w,a), D(u,a) unter ee alne, 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 
Vertauscht man in der Formel (1.) des $. 140. den Modul % mit 
dem Modul %’, wodurch sich diese Gleichung verwandeln mag in Su, a) 
= A.u—WU’, so hat man hierin noch ai statt @ und wi statt & zu setzen. 
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Die Modular-Zahlen sind nun aus 
1. m=1 und n—=k 
zu berechnen nach den Formeln 


m nr m n m n 
+ A m Un m mim etc, 


m, 
n, = Y(mn), N. v (mn); n, = V(m,n,) etc. 
Setzt man aö statt @ und wi statt 4, wodurch sich ‘S’(u, a) in ‘S(w, a) 
und U’ in 2’, ferner U’ in — ‘U ändert, so haben wir zunächst 
2. Sud) = — Aut. 
Ferner verwandelt sich 
Ain A=y(1+k”tnu) und A’ in A=yYl-+%”tn?a). 


Setzt man also amu—=® und ama=x, ferner tangd’ —= Fr und 
D 


N 


tang «’ = Ktange > so ıst 
1 y Ä 1 
= und &r pen] FE 78 
sin p sın & 


Die frühere Grölse u wird berechnet nach der Formel 

ma A d & sin.a Sina’ 

| RR; DER ON sin @ sing‘ * 

Berechnet man hieraus die Gröfsen A,, Ay, As, A, ete., ferner A’, 
 &/, A/, Ai etc. und auch noch , (r > “> &, etc. nach den im $. 139. 
angegebenen Formeln, so erhält man 


Y— X. van 42. A ya ‚—m,)(A\ D8ı) 


Ray = 


m, m, 
43.0, VS An) 48.1, ATMEN) 4 ce und 


u — (BL) an 2 — ) + 4 (u, — 1%) + 8 (Us — Us) + etc. 

Wenn O<{a ist, so wird man in den Formeln für Tanga, Tanaı,, 
Tangıı. etc. & mit®, A’'mit A, A mit A,, A/ mit A, etc. verfauschen, 
oder u+- 4? statt u, m +47 statt u, m + 473 statt u. u. 8. w. setzen, 
da dieses mit jenem auf Eines herauskommt. Der Factor % wird aus 
em®&=® nach den im Zusatze zu $. 58. angegebenen Formeln am be« 
quemsten berechnet, wenn man auch in ihnen k mit A’ vertauscht. 


Für das Cosinus- und Differente- Integral erhält man die Ausdrücke 


lua)= w ee —A).u +U Du) (= —A).u +U, 


003 & 
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Zusatz. Der Grad der Convergenz aller im $. 139 — $. 142. ent- 
wickelten Reihen häugt gar nich# von der Grölse der Amplituden ® und «, 
sondern lediglich von der Grölse des Moduls ab. Die im $. 140. ent- 
wickelten Reihen convergiren desto rascher, je kleiner der Modul & ist, 
und die so eben entwickelten Formeln convergiren desto rascher, je grö- 
(ser der Modul % ist. Ist daher in jenen Formeln der Modul k wenig 
von Eins, oder in diesen wenig von Null verschieden, so wird man die 
Integrale der zweiten Olasse auf die der vierten, oder diese auf jene zu- 
rückführen. 


Setzt man in der Gleichung ela = Za+g, ai statt @, indem man 
zugleich den Modul & mit %’ vertauscht, so erhält mau 


Yu 28 25 
Aa= zart. 


Also ist . 
ela+tla=( + A) der 2“ (Ey A 
3 TAKE DER ne Kt m us Ara 
Ei, E 3 
Da aber K nn x —l= IX ist, so ist 
a ee. 7, ug t 


sin o’ 2A, 
wenn ama=a und amc@=x gesetzt wird. 
Vertauscht man auch in der Gleichung 


Im (a —| —1 E 
rer Fe 


den Modul k mit k‘, indem man at statt @ und ui statt u setzt, so ver- 

wandelt sie sich in x 
Em’ — Lm’(a— E' 

daher ist 


Im («+ u) - Be) N nel uni (E+ )aurur+ u. 
K m 


Der ec auf der linken Seite reducirt sich naeh $. 72. Formel (5.) auf 
au + Arc Zang ( nl 


setzt wird, 


' ); daher ist, wenn am =® und amca = ©‘ 
! ’ f) e= 
snca sucu p Pan p 8 


Bis: ' sin sing 2. ® 
U+'U = Ir Sang( EN AR": 


Hiernach erhalten wir für die lategrale der ersten Classe auch die Ausdrücke: 


ig 
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SW aq= — Aa ).u HU— Arc Tang (im ‚sup ;, 


’ sin @/ sin @’ sin p/ 


a. u — UL Arc Tang ER a); 


& 
Ca DJ s® sin @ " sin.‘ 


Dua) =A.u— U + Arc Zang ei ie: 
und auch in diesen Formeln ist, wie in den vorigen, % nach den im Zu- 
satze zu $.58. angegebenen Ausdrücken zu berechnen aus amu=P®, in- 
dem man in den genannten Ausdrücken % mit %’ vertauscht, damit die 
Modularzahlen mit den vorigen dieselben seien. Die Formeln am Schlusse 
des $. 140. verwandeln sich jetzt in 

Ska) = (HI —A)K— 


sin & 


3a 
RA tz 


c0S & 
- r IT 
DKa)= AKL+G- | 
Das Argument « ist ebenfalls nach den im Zusatze zu $. 58. angegebenen 
Formeln zu berechnen. 
Umgekehrt erhält man 


S(ua = (a De, ) . WU + Arc Tang (ee ne 


sin @? sin &/ sin op! 


(A—R sinasina‘).u—U+Arc Zang (IF) 


sin sin @‘/ ’ 


I 


’E (u,a) 
D (u, a = A.u — U -+ Arc Tang Er sin p }. 


sın @’ sıu op 


$. 143. 
Erste Art der Bexechnung der Integrale /S (u, a), ’C(u,a), ’D(w, a) unter Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 


Nehmen wir wieder dieselben Modular-Zahlen wie im $. 142., 
und setzen a3 statt @, wodurch sich ‘A in 2.4 und U in 2.’ÜT verwan- 
deln mag, so haben wir © 

Saa = —'A.u+'U. 
Es verwandelt sich nun A’ in A'=y(1—k”sn”a). Setzen wir also 


R . 1 
wieder amz—=®, am’a=c«, und berechnen tang®' = Fusg’ ferner 
ang 
Me, E "ot 
tange = EP so ıst 


- 
Es 
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Hieraus berechne man A,, 2 A;, A, etc. und A|, AN et. j 
wie im $. 139. mit den kurz vorher angegebenen Modular „Zahlen. e, " 
tı/a.Ä 
sei fang (47 — u) = un 7, und also 
tangu = ee .sin® sin 9, ’ a .. 


woraus man berechnet & 
tangpı = 77» fang, 


A 
tangı, = Zi‘ tang us. 
A 
tang, = Zi. tang in; 


tangı, = ZE-tangps, ae 


üs Se W. 


so ist 
Am Au m—At) N Sn a, A ya Ma, Ze —ın 1, ) 
nm, an ı My; 
' Emas= A en) —n,) ı EREN Ag m,) 
a ee re + ete, 
und 


T = (m—p) + a — a) +4 la — pe) +8 — La) + ete. 


Der Factor u aber ist nun wie im $. 142. nach einer von den Formelu 
Taugyu) = sinp(Zr. N nu 


m Er mn £ 
ET “u 2m, 2m, 2m, 2m, \ = 
Sin(n u) ee ) i 
1 PA 2A, 2 WERA 
$ ı en 1 3 4 
Coon u) cos p (ax m+a, 'n,t+A,' n+n; ) 4 


zu Prreehuen ‚ in welchen wieder „= m,=n, gesetzt wird, so dals nun 
y=; Ir > ist, da die Modular - Zahlen jetzt aus m=1 und n=% berechnet 
worden sind. 


Für die beiden übrigen Integrale der AR Classe findet man die 


Formeln 
1 'U(u,a) = (k” sina sin 14) ur, 


Die) _ (&° —:4) i u +. 


sin @’ F- 
Ferner ist el’a =: .u-‘A, und da m a)=(K—-E)a—K .el’a +47 
ist, so findet man 'S (K, = —K (7 4 _ = =D a—K. 'A+ 47, oder auch } 
fi 
% 
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S(Ra =4r—nya—K.'A, also 
C(K,a) = 47 — ya-+ (k”sinasina’—'A)K, 
'D(K, a) er Ir —ya ai ee A) K. 


sın &’ 


Zusatz 1. Man findet auch nun die Gleichungen 


y sin« ma 
A a 4= sm@ AKRX? 


UTLU hun tang( iM) zau 


sine/'sng/ 2KK'? 
und werden sie benutzt, so verwandeln sich die Formeln des $. 141. ia 


Ei sine a; „ az sin @ sin 
S ee =r ( ze I 4A ) u— U — arc fang ir, sin 2): 
2 sing sin \ 
C(wa) = (A—k” sing sin a )w—'U + arc taug (er) ’ 
Te Bi. sin sin p! 
D’ua) = ‘4A.u—'U -arctang (Meer TER > 
Den Factor % in diesen Formeln berechnet man am bequemsten nach den 
kurz vorher angegebenen Formeln vermittelst der gewöhnlichen byper- 
bolischen Functionen., Die Formeln am Schlusse des $. 141. verwandeln 


sich in 


SKl)= RR 4 ra, 


sın @' 
C(K,a) = K(A— k* sing sina‘) + y'a, 
DKaJ=K.A-+Ya. 
Die vorstehenden Formeln wird man benutzen können, wenn der Modul k 
wenig von Eins verschieden ist. Die Grölse y’a@ ist aus am’a=u nach 
einer von den Formeln 
sinya = sin. ( na a 
\n- A "m, + "m, HA; m; +A; n 
Aal Art. As 3A, 
cosy’a = cosu. U Re), 
NET 
u 


tangn’a = tango. ( 


nis mem M;z 
zu berechnen, in welchen die Modular-Zablen aus m=1 und n=% her- 
geleitet sind und also u Im = m,=n, ist, wenn r grols genug ge- 


nommen wird; wie in $ 143. Der Factor K mufs nach $. 57. berech- 
net werden. 
Zusatz 2. Umgekehrt können die Formeln Mes $. 143. auch noch 


also dargestellt werden: 
‚ 36 


% “ h . a + 8 » 
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'S(a,0) = (A-—"%)u— U + aro tang (OP) 


sin @/ sin @’ sing’ / ? 


( ee Si arpitine (er sin p \ 


cos & sin. a’ sin’) ? 


1 


'C (u, a) 
Da = Au U tat (ra). 
Der Factor w in diesen Ausdrücken ist nach den im $. 140. angegebenen 


ö sin & 
Formeln zu berechnen. Wird der Werth —4= = Aar er SEE auch 


in den Formeln am Schlusse des $. 143. MEERES so erhält man 


‚SKJ)= K(A- u: ) 2% 27%, 


siu &’ 


CK, = K(A-") +47, 


cosa@ 


'D(R,a) = K.A+4r; 


und da 
S(Ka)=K.4; C(K,)=K he —4); De Re ) 


sur @ 


ist, so ist - 
D(K,a— SKa)=H4r, 

'C(K,a) + C(K,a) =47, 

'S(K,a)+D(K,a) = ir; 

was auch unmittelbar aus den Formeln (6.), (7.), (8.) $. 133. bervor- 
geht, wenn man in ihnen u= K, also snew=0 setzt. 


j 


$. 144, 
Zweite Art der Berechnung von Im(a-+-u) — m(a—u) 


2 ® 

Leiten wir aus:@ und w, wie in $.'59.,' die immer gröfser wer- 
denden Argumente 4, &, 4;,.a, ete. und U, %,%U,, 4, etc. mit den 
immer kleiner werdenden Moduln A,, k,, k,, k, etc. her, so ist 


de’ 
au Bahn Tr 3 DEE * 
Bee m er — 77070000 

2m, 4m, 8mz i6 m, f 
u u ma uU 
' er == en = DO 

2m, 4m, Sm; iöm, re. 

be 


wenn diselhen Modular- Zahlen argewandt werden, wie im $. 55., (nd also. 


nett, au, A Le re 


atu= -—— = 2-2 = == rn 
ar | img’ 4m, 8m, Abm, if 
a,—u, a, üg a, —Us a—u 
_u = = —— m — 2 — etc, 
nd 2m, Am, Sm, 16m, etc 
% 
" 
! ng 
Bi, 
“4 
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» Diesen Gleichungen gemäls ist aber nach $. 89, 
"a8 im Su 


u .; Nazi: 
== 1 BET er 08 imagraj + 410 Er ste OEinfarFn) +u Een ete. , 
Im(@— u) 
E (au)? | 1 i 
a Horte t ete., 


wenn die in diesen Ausdrücken vorkommenden Differenten sich der Reihe 
nach auf die immer kleiner werdenden Modul A, k,, k,, %; etc. beziehen, 
Setzt man nun wieder, wie in $.139., 


Im (a+. Im(@ +) — In(a—u) __ 
ms = Keut, 


80 findet sich 


Kuh 5 dn(@a— x) dn(a,—u, dn (a,—u,) 
’ = Hose Fri ae Ina, T 3108 a, Fu) 


dn(a,— 
+ 2,log Iren + etc, 
/dn (@a— u) 


Da log le Arc Tang (k’snasncasnusneu) ist, so kann die Reihe 


auch also dargestellt werden: 
U = 4 Arc Tang (A’so a snca snusncu) + 4 Arc Tang (k7 sn a, snca, sn %, sn0%,) 
+ 4 ArcTang (k} sn a, snca, sn u, snc%,) 
+ 15 ArceTang (X? sn a, snca, snu, snc%;) + etc. 
Da aber, wie in $. 59., sna, = (1-+4)snusneu und eben so auch 
sna, = (1+%k)snasnca ist, so ist 


1 — x’? 


3 & , 
k 8n4 500 4 SDUSNOU = TI 7: snu,sna, = pr ma mu —h, Sn «, 8n%,.« 


Setzt man also 
Tangfı, = kısna,snu,, 
Zang m —= k,sna, snw, 


Zanglsz = k,sna, sn%,, 
Zangfı ae k, sn4, SDU, 3 
Us Ss We >) 


so Beben wir die Reihe | 

ı. U=3u tie Hs bu tes + etc 
Es handelt sich alse nur noch um die Ermittelung eines einfachen Mecha- 
nismus in der Berechnung der Arcus f, , f&, l%, (&, etc. nach den vorhin 
angegebenen Formeln. 
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Eu 


«ih 


Berechnen wir au V=Y PAR A sn’w) die Grölsen V;, Y, Ns etc. 


nach den Formelu 


2.0 Ye (742), Na 


(rt 


vi (V 3 2) ei etc. 


und eben so au V=y AR sn “a die Größen MN EB 


nach den Formeln 


3. we Lou $ (RT =), V, = a(vi+ 


setzt man weiter 


—ın, I 
«sn? 


U SS We 


U %: WW 


ii 


=), V=HN4T eis 


mn , 


a 


rn, N 
—1—.8042, 


—n, x 2 
- . snd; 


U 8er Wo 


| m 
md =,-.snasuct, 


16: 2 2 
. — s a is 
ABER age 2 
Y; y ke SER ie 
u RIM = 
ve RL Ö% Ö, 


Us Se We 


ist ; ferner amu=Q,, amı,—=®,, An —D,; amu,=Dd;;, +... 
amd, = (iz, ame, — 05 e..., 


und ama,=4, ama=i, 


damit 


oo, =2D —arctang a) und d, = 2a —arc tang (&: 


9, = 20, — arc otang (= 


U 85: We 


od, = 20, — arctang ÜL 


0, = 20, — arc tang ( 


” 


u. 


u = 20, — arctang (I; 
= 2, — arc tang (=) 
‚ 3 


&, = 24, — are fang el 


Us Se We 


= Ur, 


4 


und wenn = 


ig % 
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ale 


sei, in weichen Formeln überhaupt aro tang (> —)= arc sin er und eben 


(4 ‘ 


Ö} Ö, 7 os * 
so auch are tang Me ) = are sin ke ist: so können durch diese leicht zu 
r r 


berechnenden Hülfsgröfsen, welche zu mehr als einem Zwecke dienen, 
die Größsen u, 25 Us, Wu etc. auf zwei verschiedene Arten ausgedrückt 
werden. | 


pP 


sn d, snU, = 


m—n 
sn 4, sn%U 
ag 2m, A ! 


A 
" sn a, substituirt wird, Zangı, = = sinQ, 


Da nämlich Tang = k,sna,snu, = 


ist, so erhält man, wenn == 


2 
u sn“, substituirt wird, Zanguı, = A; sin &» lrlcch 
M 


haben wir also die Formeln 


” = E 3 BR jan 2 . 2 
Sala & oder Tanyıı = „sind, 


a a 2 
» — —sın & N u & (2 ee —_— sın 
m, 2 ang Rz m D25 
6. Ö, [ > I. 
= — | - RY ee en 
„ac, ang sin®, , 
di sin & = Tan ı = —-sin® 
u; 04 n2 PM : 49 
Se We Us Se We 


Da a e überaus rasch abnehmenden Gröfsen d, , &;, d&,, ds etc. oder auch 
",d,, %, Öl etc. nicht alle positiv sein werden, so werden auch die sich 
ebenfalls Deich verkleinernden Arcus i, Us Ws, [, etc. nicht alle positiv 
sein. Zugleich erhellet, dals die Reihe Ül einen hohen Grad der Conver- 
genz hat; sie convergirt noch rascher, als die im $. 139. gefundene 
Reihe für U. 

Die Größse % findet sich nach $. 59. mittelst der Reihe 

| 2 Eur Re oe N: ae ey 
f yu=amu—}arc sin („)—tare sin ()- arc sin (2)— ee. oder 
+ Ö ö Ö 
| | am“ Harotang (7) zarc fang 1) Karl ang 7) etc 
und den Parameter @ erhält man mittelst der Reihe 


NG 


” 4 Ö @ 0% 
ya=ama— Farcsın (—) — + aro sin i H — etc. oder 
ı j 2 


Re 
Hare sin (- : 


8 


„a=ama— Laretang (=) — jarctang (= 'y® +arctang (> Ir etc, 
» 1% 3 


% 
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Zusatz. Sind ya und zu berechnet, 80 erhält man für ®,, Dis 

®, etc. die Reihen 

= = 2yu-t}arotang ( ae tang (I +2 2. arc tang (22) + ete., 


®. " 4nu-- Jarctang(. ') + bare tang (2 Ene arc tang (C+ y eto., 
d = Syu-Farotang (S) +} are tang (I Irre tang (= Jr etc, 


U. Se Ws 


nnd für die Amplituden Be; 3, 0, &, ete. die Reihen 


’) + tarctang (& ') + %arc tang (=) + ete., 


4 


ö, 


& = nat zarc tang (- 


(, = Ara + tarotag(O}) + Lare tng(E) Vereine) + etc, 


4 5 


:) “+ Farc tang (>>) + tarc fang (<) + etc, 


&, = Sya-t 4 arc tang (= 
Us 7 Ws 
$. 145. 


Zweite Art der Berechnung der Integrale S (u, a), Clu,a), D{u,a) unter Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln, 


Setzen wir, wie in $. 140., wieder ela = F.a+% und 


st a = - .au--\, so erhalten wir 


l. Swa) = Au —LU. 
Setzen wir ferner wieder amw=®D und ama=c«, und berech- 
Ä | 
. o zn um: — EA ci 4 
nen hieraus tang® ik und tangae’ = Fr ge" so ist 


2. Llaua= (Rsinasina — Aa -+U, 
3. Du) = (FE —A)u+U. 


sin.’ 


Weiter haben wir | 

N k? .. .) 

. = un =, = sind sind‘, = — ‚sind sing‘, 
Berechnet man hieraus die übrigen Hülßgröfsen, wie in $. 144., so ist 
nach $. 89. 

: Am dHIH +8 +++ et0n N 


und nach 8.144. ist | R,, 


= u tt tt that rt etc., 


Rh Er". 


£ 3 
a 
x 


R Zwölfter Abschnitt. $, 146, 287 


in welcher Reihe also jedes Glied auf zwei verschiedene Arten berechnet 
werden kann. Den Factor % findet man nach einer von den beiden Rei- 
hen (7.) im $. 144., in "welchen YM D ist, wenn 7 grols genug 
genommen wird. Ä 

Wird ® = 4 gesetzt, also sin®’— 0, so istauch , =), = Jd,= eto. 
=0; ferner 9= =d,=Nj=ete, =(, und as da auch u = 
= B= =h= etc. = v8 ist. 


Daher erhalten wir wieder 
C(K,a) = (k*sina sin« —NA).K, 
DK, a) = (T3—9).K. 


sıu &? 


. 


4 


Den Factor K giebt die Formel K— 2” 


$. 146, 
Zweite Art der Berechnung der Integrale S(w, a), C(u, a), D(w, a) unter der Beschränkung 
auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 
Setzen wir m .den Formeln des $. 145. at für a, so erhalten 
wir schon die gesuchten Formeln; dadurch verwandelt sich am&@ in 
e2Mma = 2.Ram’a. Setzen wir also wieder amu = —D und am’a= a; 


i 1 1 F 
ferner tangd’ = ——— und fang — ——— , so ist ame® = ®’ und 


k’ et kkuga. 
amce’a = a. u 
Die Gröfsen V, vn Vai v er wie cn di din Ö3, 02 eto., 
und ©, N, „dar, ®, etc. bleiben ungeändert; die übrigen Hülfsgröfsen aber 
ändern ihre Bedeutungen oder, Werthe, wenn sich gleich die Grölsen Dr, 
’, ö, ete. in.öd/, ödr, 20’, ©0/ etc. verändern, weil sie in der That ima- 
ginär werden; ferner «,, d,, di, etc. in öa,, 2a, „20, etc. und u, ir» 
Ba’, (Ar etc. in. Zur, %, Es, du ig Da nun 
4 ‚eos @° 


6089 , ; 1 
sing’? V sine‘? = E — sind sind; = 2" c0s@ 


ist, so berechne man hieraus die Hülfsgröhen EV 24. Vareteis V. >. V 25 
Vi ete.; ferner &,, d,, d, etc. und A ‚04, 64, 6 etc. und auch ®,, 9, 
d, ®, etc. nach den in $. 144. ‚angegebenen Formeln; die Größen a,, 
0,5 &%, etc, aber. nach den Formeln 
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> 


(e 
= 2 ee =) 
ie 


DE 


%, = 28a — re Tang 


% = 2% u Tang 


| u. % ws; 
- ferner (u, Pas 4 etc. nach den Formeln 


Öö : Ö' 
tangpı, = „, Eine, oder tangu, =  sin®, f 
N k ı 


I, aM % 
tangf = „, Einoz = tangı, = I sin ®,, 
re h d', Ä “ 
tan = Sinn 4 rn bang = „* sind, 
Din. Du 
tang, = mon Gy - tangp, = „sin D,; 
u %. w m 8% W 
Da sich nun I in A und U in 2U verändert, so erhalten wie 
FS) (@, a = Au—T, 
k 
c (u,a) = .r —4). ut T, 
\ { sua \ 
x DW, a) em ( sin & —A).u+ U, 
und hierin ist .; 
| N AdeIEHr ir NEN KH ee 
und . 
U= 3m +3 It pa t etc. 
Der Factor % wird nach einer von den Reihen (7.) iu $. 144. berechnet. 
Die Berechnung des Parameters @ ist nicht Be wird sie ‚aber ver- % 
langt, so dient dazu die Reihe 
Ri; 


y.4= Pu 4 Arc Sin ) —4 Arc Sin (>) — 4 Xrc Sin = — eto, “a 2 
| ya 8 a— 4 Pre Tang (=) — 4 Are Tang (3 %; HM 1 5A tang (OS: o a | 


Wird D =} gesetzt, so hat man, wie oben, 
SK)=A.K, ° 
CK, a) = en dR, 


005% 


D(K, a) E sin | -4) K, 


sing 


und den Factor oder Quadranten K giebt die Formel K — an 
n 


’ 


In 
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& 147. 


Zweite Art der Berechnung der Integrale ’S (w, a), ’C(u,a), ’D(u, a) unter der 
Beschränkung auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln, 


Vertauscht man in den Formeln des $. 145. die beiden conjugirten 
Modul %k und %’ mit einander, so verwandelt sich amz in am’v=® und 
ama in am'a= «. Im Uebrigen bleiben alle Formeln wie sie sind, nur 
müssen die Modular - Zahlen jetzt hergeleitet werden aus 

ni wd n=%k 
nach den Formeln 


m-+n m,-tn 
I, =; 


m % 
mM; — a et& 


n, = v (m n), N, = v (m, n,) 9 N; = v (m, n,) etc. 


Setzt man nun aufserdem wi statt © und «2 statt @, wodurch sick 
am’u in zfamz —=;.20® und am’a in ifams=;i.%u verwandelt, wenn 
wieder 

amw=Q und amı=« 
gesetzt wird, so werden alle Grölsen Ö, ö‘ etc. und ®,, ®,, ®; etc. und 
& 5 O2; &, efc. imaginär; die Grölsen fu, a, Ks, f. etc. aber verwandeln 


sich in —&ı, —ln3 —fs5 —L eto.; ferner verwandelt sich X’ in ©‘A und 
2 1 1 
Win—\W. Pafkäfinet man nun tang P' = 7... angp und tanga' = Kinnge? 


und Br aus 


PERRES-. FR 
sin sine’ ? 


die Größen V,, V,, V;, Vyeto., V/, V}, V,, Vi, ete., ferner 56, 
Ö4, 0, etc. und Ö/, ©, Ö\, Ö/ etc. nach den Formeln des $. 144.; weiter 


Ö 
Bd, = 22Pp — Arc Zang (1) und = 2 — Arc ng (S; 


PD. = 29, — Arc Tang (= ) . =). a, — Arc Tang ( 


1 k’ cos’ ı __.k! coso 
er und ö, 2 "605 


9 


) 

vi) 

Bd, = 29, — Arc Tan (= E = %, = 2,0, —— Arc Tang (2) 
9 = Fire ZU - = 2.0 Arc Tang( :) 


u. 8%. w BES, Wes 


endlich hieraus 
37 
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3% 


My; 


Tanyııı = „Sina, oder Tangı 


Tann = ee s 


2 


we; ; Zange, == a. 


Ö 4 16x 484 Öö. 
Tanyız = GIER Sing; - Tangı = ur } 


‚ 


Zangı, = 2 . eo ang “ .Sin®, 
u. % w. am 7% w., 
so verwandeln sich, weil nun wieder R 
A= Hr 0+ + + ya etc, und 
Nesuntie tie Frsrt ses ette 
ist, die Formeln (1.), (2.), (3.) des $. 145. in 
Sad) = — Au+tU, 


wo (Mur U, 
Du) = (Hr A)url; 


und der Factor % ist zu berechnen nach der Reihe 
| md nf! a 
u = 20 —} re Sin ( ! 4 Are Sin ( 1 Arc Sin (=) 
? DE; mp; > 
— 1, Are Sin re Arc Sin Ce) — etc. 
oder nach der Reihe j t 
—= LO — 1 Nr Tang : 2 4 Ars Tang Kr 2 ) — 1 XrcTang (= 
Ws 


Bi 


Vs 
— 1. Arc Tangf (2 | —- etc, 


Zusatz. Die vorstehenden Formeln convergiren zu langsam, wenn 
der Modul A sehr klein ist. Man wird dann die im Zusatze zu $. 142, 
entwickelten Formeln anwenden; umgekehrt ist auch die Gonvergenz der 
Formeln des $. 145. zu gering, wenn der Modul k wenig von Eins ver- 
schieden ist, und man wird dann auch die Integrale der ersten Glasse nach 
den im Zusatze zu $. 142. entwickelten Formeln berechnen, 

| $. 148. 
Zweite Art der Berechnung der Integrale /S (u, a), ‚Ol, a), ‘D(u, a) unter Beschränkung 
auf den Gebrauch der. gewöhnlichen Tafeln. 

Nimmt man wieder dieselben Modular-Zablen, wie im $. 147., 
welche aus m=1 und n=% nach den bekannten einfachen Formeln be- 
rechnet werden, und setzt überhaupt «ai statt « in den Formeln .des 
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$. 147., so erhält man die gesuchten neuen Formeln. Aus am# = ® und 


1 1 
Harz, , N 
m = : ö = 0 —— — . 
am’s = a berechne man tang P ae und tang« Eaiga > ferner 
1 c0s& Kos ya 
= — ML. = —,. F '—_ » sin. sin &' 
sın op’ 9 sina‘ ? 0) 2 cos p 9 d. 5 SIn“& sın & 


und die nächsten Hülfsgrölsen hieraus nach den Formeln des $.144., die Grö- 
fsen d,, ©, D;, PD, ete. und @,, &%, &;, &, etc. aber nach den Formeln 
R.. N Ar ZEN ö, 
9, = a Arc Tang(T-) ud = 2u are fang (T;), 
P. 


) 
®, = 20, — Arc Tang (=) - = 2m—are tang (3), 


\ 


230, — Arc Zang (=) » G, = 2a, —arc tang (- 
2 


= 20, — Arc Tang(>ı) a % = 20, —arc tang (>) 


Us So W. P Us Sa We, 
endlich f, , %, f, etc. nach den Formeln 


1 


le | ar il» 
tangu, = sind, oder tangf, = ei SinQ,, 
er 1 


Ape N 
tangi => FM sın do En) tang u, = £ Sin Di 
3 2 MM, 
tangp, = — sin; = fang, — Sind, 
3 ‘ N 3 
Bu BIT 
tangtı, = „m, sin Mi..." tangu, = —* Sind, 
4 
Us 8: Ws U Ss Ws 


Setzt man nun 


A= tr dt rn 
UT= 2m Fit dla tr Lohr ee, 
Sue) = —'A.u +'U, 

’C(ua) = (k" sing sina —’A).uH+'U, 
Dia) = (Sr — Aut D, 


sin. @/ 


zo ist 


Der: Factor vw ist nach „einer von den beiden Reihen für 1% in $, 147., 


in welchen 7 = Wr ist, zu berechnen, 

Wenn die obigen Formeln wegen zu grofser Kieinheit des Moduls k, oder 
auch die Formeln des $. 156. wegen allzubeträchtlicher Grölse des Moduls k 
nicht rasch genug convergiren, so sind die im Zusatze 2. und 1. zu $. 143, 


angegebenen Formeln zu benutzen, Ist P=47, so hat man, wie in $.143,, 
37* 
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'SCK,a) = 4r(1—&)—K/A, 
ae * —) + (k" sina sina’—’A).K. 
280 = rl) HE). 


und die Gröfse @ in diesen Formeln, oder NR = 9a ist nun nach 


einer von den beiden Reihen 


2 = 


‘ 


RD 
ya = — Farc sın it arc sin @ 
5 


2)—4 are sin (2) — etc. oder 


Mo: 3 


ya = «a—zarctang (& »)—taro tang (2 De Farce tang (2)- etc. 
2 E 


zu berechnen; der Ouadrant K aber mufls nach Formel (3.) des $. 57. be- 
rechnet werden, worin k mit k’ zu. vertauschen ist. 

Jedes von den zwölf Modular-Integralen der zweiten Art kann: also 
auf zwei versehiedene Arten ohne alle andere Hülfsmittel als die der ge- 
wöhnlichen logarithmischen Tafeln und der cyklischen und byperbolischen 
Functionen berechnet werden. 


Dreizehnter Äbsehnitt. 


Von der Vervielfachung des Argumentes der Modular- 
Functiönen. 


$. 149. 
Formen der Ausdrücke für sn(zu),; en(nu), du(nu), 
In 9.117. ist von der Verdoppelung des Argumentes der Modular- 


Functionen gehandelt worden. In den Formeln 


2 snuenudnu Au= en? u— sn? u ci? u dn?u dn? u—k? sn? uen?u 
-——— — , cn mm 0 m 
1—k3sntu ? 1—k?sntu ° 1— k?: sntu 


sind die Nenner einander gleich und rationale Functionen von sn& oder von 
sn’u; der Zähler des ersten Bruches 2sn @y (1—sn?’w) Yy(1—k’ sn’u) ist 
keine rationale Function von sn&; die Zähler der beiden anderen Brüche 
sind aber rationale Functionen von sn’u, da enu—=1—sn’w und dn’u 
—= 1— A? sn’u ist. | 

Man kann Recursions- Formeln entwickeln, welchen gemäfs man leicht 
Ausdrücke der Modular- Functionen der Argumente 3u, 4u, 5w, 64 etc. 
durch Functionen des Argumentes % herleiten kann, Setzt man in den Formeln 


sn2lu= 
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u ı __ .. 2sıla end dub 


2cnacnb 


en(@a+b)-Fen(a—d) = IR hr a sn25? 
| ; Zduadnb 
dn (+ b) + dn (a— b) 7 1=k: sn?a sn?b ? 
5b=uwund @a= nu, so verwandeln sie sich in 


2enu.duu.so(nu) 


sn((2-+1)u) — ER RTTERTTN m ((n—1)u), 


| 


en(m-1)n) = Bene on(n m) —en(n Nu), 


41 —k: sn? u.so? (nu) 


da(n+1)u) = ehe _ —_gnra —1)n), 


1—k? sn?u.su?(nu) 
Aus diesen Reeursionsformeln erkennt man zuerst, dafs die Brüche für 
sn (Nu), cn(n%) und dn(nu), welche man durch wiederholte Anwendun- 
gen derselben bherleitet, dieselben Nenner haben. Setzt man aber 


ua)=—, on(nu) = I, dn(nu) = Fr, 
(a au), da W)=Z, 
a 


sn (2 +1)v) = ee eu(n+1)a) = a da ((» +1)w)= 


ferner snu=x, conu=y, dau=z, und substituirt diese Brüche, so er- 
hält man 


U .41 ER 2yz. U, . R, BL U„-ı 
Rızı Al: Ir +,kaash, US Ry-ı? 
Vai EBEN TAN 2y. "SE RB: Mi ai 
Er+ı PT R} —k?:x*®, U: He? 
mi 0907, REN Wası 
Roy Rektor 02 Bas r 


Setzt man also 


T, = R—-NMx.U;, so ist 
Ryzı = T,.R,-ı; 

2, U, = ?2yz.U,.R. R,sa—T,.U,.; 
PREV RB. RBa—T.V,, 
Wu = 23.W,.R. B,a— T,:-W- 


Diesen Formelo gemäls kann. man. aus 
aa li: und 
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U,=?xyz, V,=on’u—sn’udn’u, W,= dn’u—k’sn’u cn’u, 
Hl R.=1—Kr, 
U,,V;, W,;,, R, herleiten; ferner U,, V,, W,, R,, u. s. w. 

Es werden diese Ausdrücke immer mehr zusammengesetzt, je wei« 
ter die recurrirende Rechnung fortschreitet. Einige derselben werden ra- 
tional in Ansehung von #°, und d Y=1—x, = 1— x? ist, so sind 
auch diese rational in Ansehung von y* und 2°; andere Ausdrücke wer- 
den aber irrational in Ansehung von x, Y, z, und es bleibt noch zu er» 
mitteln, welche Ausdrücke von jener oder dieser Beschaffenheit sind, 
Bezeichnet man durch A(x°) eine rationale ganze Function von x,, so-ist 
zunächt 7, = Ri—Kx.U}, oder T,=N1(a*); daher ist, den For- 
meln (2.) gemäls, 

R,=1(a?), ÜU,=xı(2)), ns, =yı\(Y),,. W;=eXN}). 
Hieraus folgt zunächst 7, = (x?), also 

1, =1(aR), U,=xyzX\(#), Vv,=ıAy), W,=\e); 

mithin ist 7,=X1(x°), und folglich v4 ! 

Bı= N), D,=xı(2°). NY, =yı\0(),. W,=zX() 
So kann man immer weiter zu schliefsen fortfahren, und sieht dabei, dafs 
zwei Fälle unterschieden werden müssen, je nachdem 2 eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist. 

Ist n eine gerade Zahl, so ist 

V,„=xyz\(&), V„=A(#), W.=1:«). R,=.e); 
und ist 2 eine ungerade Zahl, so ist 

La), v,=yi@), W=er), B,=1). 
Durch diese Formeln wird die Form der Zähler und Nenner in den Aus« 
drücken (1.) bestimmt. 


$. 150. 
Ausdruck von so (nx) durch sn in der Form eines Productes. 


Nachdem die Form des Ausdrucks von sn(nw) bestimmt ist, hält 
es nicht schwer, diesen Ausdruck selbst zu finden. Ist 2 eine gerade 


Zahl, so darf gesetzt werden: 
ey l).. 
sn (nu) => I: sn“ cn% dnuv. su, null, u 9 
area ken ent 


wo 9 einen noch zu bestimmenden constanten Factor bezeichnet; + a, 
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+5, +c etc. sind die Werthe von sn“, für welche der Zähler des dem 
Producte gsnz, enw.dn& beigefügten Bruches = 0 wird, und eben so 
sind ta’, +5’, +ec' etc. die Werthe von sn“, für welche der Nenner 
eben dieses Bruches = 0 wird. 

Setzen wir sn(nw) =0, so ist t£nu= 2a K+2PiK', wenn un- 
ter & und ß unbestimmte ganze Zahlen verstanden werden, also tu = 
2aKt EBK? , Folglich 

3 ' TUN 
- sn rien? cnU = cn 
N 
nn) 


n 


ar) 
nr 


7 


dnz = dn \ 


den Größen « 


KR 2 
Giebt man in dem Ausdrucke snw=+sn Be E26 un 


und ß verschiedene Werthe, immer aber ganze Zahlen, so erhält man 
eine Reihe von Werthen für sn“ und es werden sich unter denselben auch 
die Werthe #a, +5, +c etc. befinden. Setzt man aber sn (nu)= 1, so 


erhält man £nu =2sK + 2 BP +1)!K; also tu = 2a@K ar NER, 
folglich | 
sny = Lsn en = nun cn = en ee Kanu und 
j n r 
dnz = dn NT 
A 


2aK+(2P-HI)iK 
ee I) ieh 


Giebt man auch in dem Ausdrucke sn® = + sn 


Zahlen & und ß verschiedene Werthe, so erhält sn Werthe, unter wel- 
ehen sich auch +ua‘, +5’, +c‘ etc. befinden werden. Setzen wir 


ee 28 K+2PiK 4 2a K+(2B-H1)iK’ 
o(a,p) = EHRE nd. ga, p) = ERBE, 
so erhalten wir 
nn wäh m) 
TA kim i “ . \ sn? e(e,8)) 
sn(nü) — g.snücnu an re rag 
sn: 0(, 8) 


wo das Zeichen P dieselbe Bedeutung hat, wie im $. 60. des ersten 
Theiles, nur dafs es sich jetzt auf zwei veränderliche ganze Zahlen « und 
ß bezieht, und auch noch näher zu bestimmen ist, welche Werthe von 
« und ß zu nehmen und mit einander zu verbinden sind. Die Grülse 
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0(@, ß) nennen wir den ersten, und (a, ß) den vierten Regulator. Das 
Product snu.cnu.dnau wird schon =0, wenn uU —=0 ist, weil dann auch 
sn“ = 0 ist; daher sind die Wertheo=0 und ßP=O in ‚Ihrer Verbin» 
dung mit einander bei der Specialisirung des Regulators 6.(@, B) auszu- 
schliefsen. Ferner wird jenes Product =0, wenn u=+K ist, weil dann 
enu = 0 ist; daher sind die Verbindungen von ?a= +n mit 2% =O0 bei 
der Specialisirung des Regulators e(a, ß) in dem obigen Ausdrucke aug- 
zuschlielsen, Das Product snw enw dnz ist endlich auch = 0, wenn 
+u=K+tiK ist, weil dann dduv—=O9 ist; daher sind endlich auch die 
Verbindungen von 2«=+n mit 2ß= +n bei der Specialisirung des Re- 
- gulators o(@, P) auszuschliefsen, Endlich ist die Verbindung von ?«=0 
mit 2ß= +n bei der Specialisirung des Regulators 0(a, £) auszuschliefsen, 
weil dann der Factor snu =} wird. i 

Bei der Speeialisirung des Regulators 0(@, ß) in. der vorigen Formel 
sind endlich alle die Werthe von 24 und 2ß auszuschlielsen, für welche 
su? o(a, ß) frühere Werthe wieder erhält, weil a’, 5’, c’ etc. verschieden 
sein müssen. 

Sind ?& und 2ß einzeln >n, so kann man = = 2nz 
EI Te 2P 


_= a4 kr setzen und die ganzen Zahlen p und g so einrichten, 


dafs 2a’<n und auch 2P’<n ist. Die grölsten Werthe von 2a’ und 2ß’ 
also sind 24 =n—?2 und 2P'=n—2,. Da dann aber 2a = ?pn+2a’ 
und 2 =?2ng+2P ist, so ist 


EEK = 2pKa2giK + = 


[4 
ur und 
n 


+2@Kr2PpiK 
n ’ 


also | 
sn 0(&ß) = (IP sne(+a/, +P‘) und 
sn?0(d, 9) = sn’g(+a, +f)= sn?p(a, +ß) 
Man mufs daher solche Werthe von 2?& und ?ß ausschliefsen, welche 
>n-—2 sind und nur positive Werthe von 2a anwenden. Die einzigen 
zulässigen Verbindungen bei der Specialisirung des Regulators e(a, ß) sind 
also, wenn 2 eine ni Zahl ist; 
= +3,44, +6,...+(n-2) mit 29)=+2, +4, br .+(n-2), 
1. (Qo)=0 und =n mt = +, +4 +6... +(n—?), 
EB)=0 wd er mt a = +, +, +6... + —2) 


I 
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In den zuletzt genannten Verbindungen müssen also die Werthe von 2ß 
positiv sein, weil 


on? (ZEN) — ar (2) und sn (K— 22iR) _ su (RZ) ze, 


ferner sn? (2X + :K') =an’ (2 -5K). Die Zahl der Verbindun- 


ı 
gen und also auch der verschiedenen Werthe von sn? eo (&,ß) ist also 

Kate S Ei ’ 
sk 5) =) IE 5) ?, Deuten wir die Einschränkung auf 


diese Verbindungen durch das Zeichen P’ im Gegensatze von P an, so ist 


dur: sn? u ) 
sn? 0(0, P)/ ß) 


sn(nv) = g.5nU cn“ dnu. Fres, N) 
P) 


P 
Dr o(«, 


und es bleibt also nur noch der Nenner sammt dem Factor 9 zu bestim- 
men übrig. 

' Bei der Specialisirung des Regulators 0(@, P) sind nur die folgen- 
den Verbindungen zulässig, wenn n eine gerade Zahl ist: 
e 2a)=0 und =-+n mit QB-+)= +1, +43, +5, -... + (Rr—1), 
und zwar aus denselben Gründen, welche oben angegeben wurden. Aen- 
dern wir also auch im Nenner P ab in P/, um auf die so eben angege- 
benen Verbindungen den Divisor einzuschränken, so ist 


5 sn? u FR 
% 2 
su (ru) — 9.cnu dan. sn 0,9) 


suu p’ “= sn? u ge 
N le Ha ß) 


In N 113. wurde für sn“ eine Reihe von der Form sau = 


— an! u? + bus ut — ete. 
— ad bw sa(nu) __ —_ A—antu bus u 
u—au--bu— etc. gelunden, also ist —. = GEBE HER 010,7 
‚gnlnz . & 
und setzt man 2=(0, so ist in setzt man aber auch in der vo- 


rigen Gleichung u=0, so erhält man n—=9, und es ist also, wenn ft 


eine gerade Zahl ist, sn“ u 
P/ 
Hr sn? E ee. PIR ß a 


Nee sn? x Rt 
ven Iran ß) 


3. SD(RU) = n.8nU cn dnvw. 


(Qa)= +2, +4, -46,.... (n-9 mit QB+H1)= +1, +3, +5,....+(n-1) und 
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Da die Anzahl der Verbindungen bei der Specialisirung des Regu- 


lators 0 (0, ß), 
von der Form Wr 
sn(nu) = n.enudnw. nut Asnsuh Am Ues. + are TE 2, 
$} ist Dauan, + D. sun w 
wenn Zähler Hi Nenner als entwickelte arithmetische Formen darge- 
stellt werden, welche nach Potenzen von sn% fortschreiten. Die imagi- 
nären Factoren im Ausdrucke (3.) geben sowohl im Zähler als im Nen- 


—2 n ne, b 
5 n+2.5=7 Ist, so ist der Ausdruck von sn (nw) 


ner reelle arithmetische Formen, da die Coefficienten A,rd; Ä etc. und 


D, D, D etc. nach $. 149. nicht imaginär sind. 
ist aber n eine ungerade Zahl, so findet man auf ähnliche Weise, 


und mit Beachtung des $. 149,, 
sn? u 
P 
era 
A: 


sn? uU a 
sn? 0 (@, £) 


Aulserdem müssen die in diesem Ausdrucke vorkommenden beiden Regu- 
2 Bi 4 N:iK 
Bi PiK und e(0,ß) = 2cH+ CEr )iK 


dere Art specialisirt werden, als vorhin. Bei der Specialisirung des Re- 


sn (nu) = g.sni%. 


latoren M (0,2) = auf eine an« 


gulators 0 (a, ß) sind nur zulässig die Verbindungen von 

A)= +3,44 -6,.(n—1) mit QA= +4, 34365... +n—1), 
4.2 =0 mit 2ß= +2, +4, +6, ....+(r—1) und 

2ß =0 mit !a=-+2, +4, #6, ....-+(n—I) ' 
so dafs die Anzahl der Verbindungen = Acht .(n—1)+n—1= m 
ist. Ausgeschlossen bleibt die Verbindung von ?&=0 mit 2 = 0, weil 
dann sn (nu) wegen des Factors sn gleich Null wird; ausgeschlossen blei- 


ben ferner wegen der Formel sn’ (— ) = sn" (+ en) die Verbin» 


: dungen von ?2&=0 mit negativen Werthen von 2, weil dadurch die- 


selben Werthe von sn’ 0.(a, ß) entstehen, als dureh die Verbindungen von 
2&4=0 mit positiven Werthen von 2ß; ferner bleiben ausgeschlossen die 
Verbindungen von 2 =0 mit negativen Werthen von 24, so wie über- 


Mn: 
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haupt alle Werthe von 2 nur mit positiven Werthen von 2« verbunden 
werden, weil 


_ 9a KL2BiK 19aK_—_IBiK 
Sn a re ah BEL ee na 
u, Y nr n 
FE. ER ı K/ P;K' 
»: ao aBı, Br“ fRzeich Bine, De 


Bei der Specialisirung des Regulators 0 (&, ß) sind nun blofs. die 
Verbindungen von 
a—= +3, +4 +6... +1) mit QB+D=L+1,+3, +5, u. (N-2), 
5. 1% =0 mit QAP+1)= +1, +3, +5, ....+(n—2), 
QRß-H)=n mit a= +3,44 +6,....+(n—1) 
zulässig, so dals die Anzahl aller Verbindungen, Ge wirklich ver- 
El 


4 
schiedene Werthe von sn’e (a, P) entstehen, nun = _— n—1-+ 


nn—1 . v. ° ". . . 
ist. Alle übrigen möglichen Verbindungen müssen Rn 


2 

[3 
sen werden, weil dadurch solche Werthe von sn? o(«,ß) entstehen, welche 
unter den genannten Werthen bereits enthalten sind. Aendern wir die 
Zeichen P in P’ ab, um dadurch auf die Befolgung der so eben angege- 


benen Vorschriften beim Specialisiren aufmerksam zu machen, und be- 


achten wir, dafs sich, wie vorhin, g=n findet, so haben wir die Formel 
| ER cu ” 

\ 20 (m B)),, 
Pfı sn? u 

sn? 0 (a, P) 


Entwickelt man den Zähler und Nenner nach Potenzen von sn%, so er- 
hält der Ausdruck die ne. Form: 


©. sn (RU) = n.5nuU. 


A{nn-1) 
cs „mut 4 rar, .t 4. sı""% 
sn (RU) SE SON TEEN, s(nn-1) ° 
14+D sn u+D sutu 2a, Diiaisn"iz 


$. 151. 
Beweis der Gleichung D=0 für jede ganze Zabi n. 


Setzen wir nun in Anwendung der Bezeichnung des $. 149. den 
Nenner des Ausdrucks von sn u 


2 m 
‘ RB, =1+Dsu+Dmu...+Do"u,, 
nn—1 


ist, für ein ungerades aber m = —,— , 
38 * 


es . an 
so dals für ein gerades n, m = 2y 
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so ist in Beziehung auf die aus den vorigen Formeln zu ziehenden Fol- 


gerungen der Beweis. nöthig, dafs der Coefficient D immer gleich Null sei, 
es mag n eme gerade oder ungerade ganze Zahl sein. Wäre der genannte 
Coefficient = 0, so hätte der Nenner von sn(nuw) die Form 
R., = 1+sn’u DAD sn? u +D sn’U....) 
und könnte also vorgestellt werden durch 
Ry =1+x.X(e’), 

wenn wieder, wie im $. 149. gesetzt wird, <=sn“ und unter X (x?) eine 
rationale ganze Function von x” verstanden wird. Für n=1 ist R„=1, 
also A(x°’) =0; fürn=?2 ıt R,—=1— kr’, also een = —k° und also 
noch unabhängig von x. In beiden Fällen ist also D=0, und um zu 


beweisen, dafs immer D=0 sei ,‚ ist zu zeigen, dals R,, die Form 
1-+x'1(x&°) habe. Nach $. 149. ist immer 
Ray = R.— Ka’. U}): Ru-, 

Nehmen wir nun an, dafs R, und R,_, die obige Form haben, so hat 
R} die Form + A)’ = 1+ 221 (er) HE) = 141 (e?) 
Ferner ist U,—=xyzX(x”), wenn n gerade, und =x1X(x°), wenn n un- 
gerade ist. Im ersten Falle haben wir also 

Ray = (+) Bart ARE) (IHNEN) 
oder 

Ras = IHNEN) Ha), 
und also auch 

Ray, = 1+3x'1(&°). 
im zweiten Falle haben wir 

Roy = (Fer) Ra) HER), 
also 

Ra, = Alt) (t+ RN), 
oder ebenfalls 

Ras) = 1t+&Xa). 
In beiden Fällen also hat R...., die Form 1a Mi), wenn R, und 
R..-ı, diese Form haben, und in beiden Fällen ist also D= 0, wenn diese 
Gleichung für die beiden vorhergehenden Werthe von 2 richtig ist. Da 
nun für =" undn=?2, Deo ist, soist auch D=0 für n=3, also 
auch für n=4, ws w 
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Wird das Product 


R ya Bf sen? 1 Bi 
sn? 0 (a, ß) 


nach Potenzen von sn?’w entwickelt, so wird der Coefficient D von sn’u 

zu der Summe aller einzelnen Brüche, welche aus dem allgemeinen &liede 
1 

sn? 0 (a, £) 

bindungen der Werthe von 2 mit den Werthen von (?ß-H1) beschränkt, 

welche für ein gerades n unter (2.) und für ein ungerades rn unter (5.) 

im $. 150. angegeben sind. Bezieht sich das Summenzeichen 8’ auf die 


dadurch hergeleitet werden, dals man sich auf solche Ver- 


angegebenen Verbindungen, so ist die Gleichung D=0 einerlei mit 


1. oc ra = 
sn?o (a, P)i 


und es gilt also auch diese Gleichung, die Zahl rn des Regulators 
« 2a K-+(2 NDiK’ 
e(,ß) = en ) 


mag gerade oder ungerade sein. 
Wir stellen diese Gleichung auch noch anders dar, Ist n eine) ge- 
rade Zahl, so ist, weil sn(4--iK‘) = ar 
is en, NE 


ksuo(e, Pr 
'Setzt man nun OBALI+AP +1)=n, so ist 


a a +iK = RK SERIE, 


‚„ auch 


also 
Tery 

Summirt man diese Gleichung mit Rücksicht auf (2.) im $. 150,, so er- 
hält man für ein gerades z 


S’ [sn? 0 (0,ß)] 2 = 8 a 
sn?o (a, f), 
und der Gleichung (1.) gemäls ist also für 


2. ein gerades n auch S’ [sn’ p(a, BIT, 
Ist n aber eine ungerade Zahl, so muls (?B-+i)+2P’=n gesetzt wer- 
den; dann folgt 
nn (ZE BSR El an, 
rn ep (eEBFEDE), 


er a a 1 
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und hieraus erhält man durch Summation und wegen der Gleichung (1.) für 
3. ein ungerades n die Formel ‚S’[sn’  (q, BR. 
$ 152, 


Relationen unter den Coeffioenten im Zähler und Nenner des entwickelten Ausdrucks 
von sn (nu). 


Setzen wir wieder für een gerades n, wie in $. 150., 

k 2 
1. sn(nu) = n.cnu dnw.- ur A.sn’urd n’u Din Ba 
a mem. « nn WE: 


s .. an . Alen . 
indem der Kürze wegen m = —- genommen wird, und bierin NET 


" . . . —ida £ ion 
für u, so verwandelt sich sn“ in ——, en“ in ER dna in —: 4, 
ksnu ksnu sn u 
x enu dnx N I: . 
also cn# dna iu — TEE ferner verwandelt sich der Zähler des bei- 


gefügten oa in 


m kt nn mm m m ————— 


der Nenner aber in 


D 4 D (ksnu)? + D (k snw)*t....+ (kan oe 


(k su u)?” 


nu in nut-niK', also sn(nuw) wieder in sn (nu), da n eine gerade Zahl 
: 5 


ist; es ist mithin auch 
wi; 3 m-4 
— k? snu — ”, kt sntu— 4 1° m’u. m Amel? anm-3,, 
sn (nu) = n cnu N. t 


D+ Dx?’sm?u- Dktsntu.... + K”,.sn?” u 
Wird dieser Ausdruck wieder mit dem vorigen identifiirt ‚ so erhält man 


— A.R = D und D — D = 6; 
UWE AD - D.£=D.D, 
Se AS ” D. e—D.D, 
An AD RR 
um 2 4.D — 0m Seen 


Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar D= +XA”, und es bleibt nur 
noch das Vorzeichen sorgfältiger zu bestimmen. Aus der Gleichung 
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sn u.sn(@-HiK’) — n folgt 
TILHA Od) } Bi Na Zn 
Mr er re TOR BIEN A E ra 


n n 
(2P-+1)iK QPrHNiRN 4 
„(eNıE „(ekntay [4 
Werden diese Gleichungen nach der Vorschsift (2.) für den Regulator 
2 (a, ß) im $. 150. specialisirt und mit einander multiplicirt, so kommt die 


. . nı ° 
zweite Gleichung nur — mal zur Anwendung, und es ist also 


2 
/ : f; S a (N? ‘ ern (1)? 
P’ [sog (a, BD]. P’Isne@»B] = TE oder Pfsn ea] = CH. 
k*: 
Da aber auch durch die wirkliche Multiplication gefunden wird 
= ef], 
, ‚sn? 0 (@, P) 
so ist D= (1 (Nr = (1N)?.k”, da m=" eine gerade Zahl 
ist. Ferner ist auch (2) ungerade oder gerade, jenachdem z ungerade 


oder gerade ist, daher ist (1)? = (1) —(—1)3, und also endlich 


| D= (1%. km, 
folglich 


m—?2 nd m—i 3 | 
Al ee md DEDSo, 
m—3 RETER- Y m m 2 
A=(-1 .Ek#Äi - Deck), 
2, m—4 AR 2 m—3 am 3 
dee)? Ai. DENE), 
—5 AR, 3 m— n * 
A=-Virmsi . Deciim-D 
Us Se We Us 8 We 


Setzt man aber für ein ungerades n, wie in $.150., 
T 2 m 
su A sn® Ası’u...: u, 
I..,80 (Ra) =. u en uab a ae < = y 
1+Dm?u+Dsutu....+ D sn” u 


mt « ® >” v. 
genommen wird, und u-+-1K' für 


[ .. 174 
indem der Kürze wegen m = ” 


1 ; 
—— und sa(2%) in verwandelt, so 
k sıuu 


verwandelt sich der Nenaer in 


u, wodurch sieh sn& in Ausn. 
ksu(nu) 
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m m—{|. m—? r 
D-F-D k? sn?u-+ D kt sn® u.... + KR?" sn?” u 
m - ge Bez ee et | 
und der Zähler in 
m m—l m—?2 
A+AK® m?ut+4A ktsntu.... + Kr nm u 
" Krm-HL, SE Ve 


daher erhält man e 


ı Dual Drau Dr tn kn rn 
sn u k?sn3u+D ktsndu....+ Kr snt"triu 
sn (nd) = — m mar zT N a a s 
nn 
AA: sm?u+4ktsntu...+ Kr s"u 
und wreil dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (3.) einerlei sein muls, so 
findet man die folgenden Gleichungen: 


m m m—i bi 
D=".A und’ A=D=6, 
m—1 1 m m—2 m 

.D=n.44A Bene D.A, 
m—? m m— 3 m 
PFDERALUS MROITA 
m—3 3 m m—4 4.) m 
2".D=n.AA - 'A.R=D.A4, 
u. 5. w u. 8% w 
Rn = n.: 0 pn 


Aus der letzten Gleichung folgt Ä- * ZT, und es bleibt nur blols noch 


das Vorzeichen zu bestimmen. Durch die wirkliche Multiplication erhält 
man nach Formel (6.) des $. 150. die Bestimmung 


A= (—yr.P' Een 
Lsin?o(e, P)_ 


. 
und da, wenn n=?2r--f1 gesetzt wird, ae: =?2r+2r=m äne ge- 


rade Zahl ist „so ist (—1)”= +1, also zunächst A n pP’ al: 
sin? o(e, P). 
Ist nun & nicht Null, so gehört zu einem Modular - Sinus nl tu) 
— F-+Gi, allemal ein Modular -Sinus sn inkl „ui, —= F—-Gi, und 
. das Product beider #?-+-@? ist also immer positiv: um so mehr also das 
Product ihrer Quadrate. Da es nur noch auf die Bestimmung ankommt, 


ob A positiv oder negativ sei, so können wir alle die Modular - Sinus so- 
gleich weglassen, welche ee& als reellen Theil ihres Argumentes haben. 


Hiernach hat also A einerlei Vorzeichen mit dem Producte 


3 
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en? Kin sin? au, un REaRE Mur. 
n n n j 7 


oder mit 
n—1 
17.5.0... .emiir, 
n 
und da die hier ee eehden bye Modular - Sinus sämmtlich 
positiv &l „ so ist 


n—1 7m 2 N 
= (—1)?.—, und folglich D= (—1)?.nk”, 
Durch die Substitution Gene Werthe verwandeln sich die vorigen For- 
meln in 
m—1 n— NR r 
D=(—1)°. nkm=, A und A=D=0, 
m—2 n—1 5. Br 
De  Aecn 
> a 
D ie = m—6 FE ee DLR 3 
= (—i) nd ‚A - = (—1)? 2 — .D, 
sy n—i Ara n—1 Mi i 
- ni» a ya, 
[23 
Us 8° Wo 2 u. 8, W 
$. 153. 


Mebrgliederiger Ausdruck für sn? (nu) für ein gerades z, desgleichen für cn? (nu) 
und dn? (nu). 
Die in $. 150. gefundene Formel kann auch also dargestellt werden: 
P’ [sn® ICH 8)] „In? 6(a, P)] 
P’ [sn? u — sn? o(e, BIP.E [sn2 0 (a, #)] i 
da die Anzahl der Factoren eines jeden Productes P’ eine gerade Zahl 
ist. Ferner ist 


- el Bene |; 


sn (nu) = n.snu cn dan. 


also ist Len? oa, P) Len?o(a, £) 
pP’ P/[sn2E( ACH) P)] Er] u he 
RE P[m2g(2, Bl D 13 
und mithin 
k sn(n u) _ _ g0Wenu duu dn u ‚Blum? g(a,P)], 
ei she "RR SORERR =. P/[sn? u— an 20(q, Bl 


39 
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ksn (nu) 
n 


Setzt man nun —=N und sny=xr, so erhält man, wenn 


man diese Gleichung zum Quadrate erhebt, um sie rational zu machen: 
1?.P‘ [x — sn?e (@, By = a alle] sc*) P’/[x? sn 20(0, BP, oder 

p) £ 2 1 2 ; 1 un E10 h 
1. P/[a— sn’ (0, A 722° (01) (2 — ve Pie—sn 0a = 0. 
Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist x””, da das 
Product P’ [2° —sn?o(@, ß)] nach $. 150. eine durch z ausgedrückte Menge 


von Factoren des vierten Grades hat; der Coefficient dieser Potenz ist 
= a die nächst niedrige Potenz x” hat zum Coefficienten 


— 28’ sn "2 m und Da erhält die ung die Form 


mg mL g m gms, ER + v 


k sn (nu) 
Ta Se 


Sie dient zur Herleitung von z—=sn% aus \= Da keine Po- 


tenzen von x mit einem ungeraden Exponenten in dieser Gleichung vor- 
kommen, so hat sie z Paare gleicher, aber entgegengesetzter Wurzeln. 
x —= 4sn% und = —snü sind zwei solche Wurzeln und der Ausdruck 
auf der linken Seite ist also theilbar durch & — sn’w. Sollen «= -+snu‘ 
und x = —snu’ zwei andere Wurzeln der Gleichung (1.) sein, so müs- 
sen sie so beschaffen sein, dals sn (nu) = sn(nuü) ist. Da nun aber über- 
haupt sn [(—1)*(nu+2ua K+2P:KNY] = snü ist, so schlielst man, dafs 
überhaupt nwW = (—1)(nu+2uK+2PiK‘) ist, oder einfacher 
i N 26 K-+2PiK 
= (1 (n+ EHER), 
Nimmt man auf beiden Seiten den Modular -Sfnus mit dem Modul %, so ist 
/ 
2 (1) an (u „2A F2EEN und dm -(1j6s n(« ee) 


die allgemeine Darstellung eines Paares gleicher und entgegengexetzter 
Wurzeln; also ist ; 


al (dp errze) | 


die allgemeine Form der Factoreri der Gleichung (1.). Nehmen wie die 


Zahlen « und ß positiv und kleiner als z, also 
u = 0, +3 +4 +6, sei (nn —1), 
Pp=9, +, 75 75 +... ra), 
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und verbinden alle Werthe von « mit allen Werthen von ß, so erhal- 
ten wir nn Verbindungen; und bezeichnen wir das aus dem allgemei- 


nen Factor gebildete Product mit », so ist 
gi aK-+2PiRK 
2 Fler et] _ 0 

eine Gleichung, welche mit der Gleichung (1.) die gleichen Wurzeln hat. 
Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist x” und ihr Coefficient ist 
—1; wie in der Gleichung (1.). Um zu zeigen, dals die Wurzeln dieser 
Gleichung, welche auch der Gleichung (1.) Genüge leisten, wirklich ver- 
schieden sind, nehme man an, dafs 


sn? (wu „ze tasım) — on (w MOL u 


ahnt RE i K’ 


sei; dann folgt, dafs u + —— u-- 


sei, wenn 9 und 4 ganze Zahlen vorstellen; dals ar: 
2a —20#°—2pn)K+(2B—2P'—2yn)iK', 
folglich „= a’ + pn und P=P’+gn sei; was ungereimt ist, da jede der 
Zahlen a, ß, a’, ß’ kleiner als n sein soll. 
Wird die Gleichung (2.) entwickelt, so findet sich, als Coefhicient der 
Potenz x””"* in ihr, 


— 8 [er H FA, 


und da der Coeflicient eben dieser Kotenz in der Gleichung (1.) = — g ist, 


so ist 
5 fi: (u EN = 7 +28’ In?e a Bil 


Da aber der Formel (2.) im $. 151. Ki 8’ [sn? (a, ß)] = 0 für ein 
gerades n ist, so haben wir 


2 RER — S [m MRELLERTINNN 


k® sn? (nu) - 


—+-%%KRK-+2g:iK' 


und das Summationszeichen Ss in dieser Formel giebt zu erkennen, dals 
für & und ß alle vorhin angegebenen Werthe gesetzt werden sollen. Die 
Summe auf der rechten Seite begreift also nn einzelne Glieder. 

Setzt man u+iK’ für u, so bleibt sn (nu) ungeändert, da rn eine 
gerade Zahl ist, und man erhält also 


n? 7 1 
4. sn? (nu) in fer FErTezrIzle 
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Subtrahirt man von jedem Gliede auf der rechten Seite Eins, so muls 
man auf der linken Seite n? subtrahiren, Dadurch erhält man 


n? n—1 
5. < = 


li = Naezieenzul 
in? (nu) 2a K-H2PiK\?* 
? (tu? (u+ re) 
Subtrahirt man jedes Glied der Gleichung (3) auf der rechten Seite von 
Eins, so erhält man 
PR Ben eilt a a 1 
6. U R? sn? (nu) er S [or (m Bun ner eng =) Ti ng Vend(nu)” 
Setzt man in dieser Giklefrühg u+ Zi für. u, so erhält man 
RT ERS AL: (a1) K+2BiK 
r rerkdte,n Ion (ur ee 

Multiplieirt man die Gleichung (3.) mit %’, und subtrahirt auf der rechten 
Seite jedes Glied von Eins, so gu man 


am 2aK+2PpiK 
3. = 5 dn? or a] 
Setzt man in der Gleichung (3.) FH, CT, u, so wird sie 


9%. Won) = "5 [sn’ ah REF hN FT. 
Subtrabirt man jedes Glied auf der rechten Seite von Eins, so entsteht 
10. non’) = S [en (u + 2 Fe PD], 
0 


a 
Multiplieirt man aber die Gleichung (9.) zuvor mit A’, so erhält man 


11. m.do:(ae) = S [dn’(v EL FeETDERN, 


Zusatz. In Formel (9.) wird 2% höchstens =?2n—2 und 2ß-+1 
höchstens =?n—1. Sind nun 2«’ und 2ß’--1 größer als 2, so kann man 
sie durch 24 = 2n—2« und 2ß’-+1 = 2 — (2ß +1) darstellen, und dann 
sind 24 und 2ß’-+1 ganze positive Zahlen, welche <n sind. Da nun 

an? (u ı ur Dan, je ent (y FRI 20 K- 204 Aha), 


ll a u su Ze Rear 


ist, so kann man die Gleichung (9.), mit Anwendung der Bezeichnung des 


$.150., auch also darstellen: Ä Wr 
n’.sn’(nu) = S“ [sn’ (u-+e (0, R)) + su’ (ut (P))]. Eben so ist 
n.on’(nu) = S' Ton’ (u-+ 2 R)) + cn’ (UL A))]; 
n’.do?’(nu) = S’[dn’(u+ N (a, ß)) + do? (u — 0 (0, B))]. 


ü 
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Bei Beachtung des Schemas (2.) (in $. 150.) der Specialisirung des so 


Regulators 0 (@,ß) erhält man m Glieder aus den allgemeinen hinter S’ 


stehenden Gliedern, und da jedes aus zwei Gliedern besteht, so erhält 
man nn Glieder zu summiren; wie vorhin. 


$. 154. 
Vielgliederiger Ausdruck von sn (nu) für ein ungerades n; ferner für sn? (zu), en? (nu) 
und da? (nu). 
nn—1 


Nach $. 152. ist für ein ungerades 2, wenn wieder m = 5 


und nu =xr Bereit wird, 


gr u gm-2 lee) 3 (e Pa Zemutd.e), 
D 


m 


1.000 
oder, da Aut ist, 
D 


m-1 m-2 m-1 
A k x D 1 

. E Cal + m Ela ei Fender ... A Kae n sn (nu) (+ eu ala vs n. 5) = OÖ. 
D D D D D 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist x —=snw, und soll snw’ eine zweite sein, 

so muls sn(nw) = sn(nu) sein, und hieraus findet man, wie vorher, 


age also: ist 
— (1). on (u + Su tP iR, 


die allgemeine Form aller Wurzeln der Gleichung (1.). Nimmt man 


=(, el, se2, 3, ‘soo» 3, 


B=0, 1: +2, EL, hehe 


und verbindet alle Werthe von & mit allen Werthen von ß, so er- 
hält man nn Verbindungen. Der Grad der Gleichung (1.) ist aber eben- 
falls 2m +1 = nn; und da alle aus der genannten Specialisirung hervor- 
gehenden Werthe von x von einander verschieden sind, so sind sie gerade 
die an Wurzeln der Gleichung (1.), die wir durch x, x, x", x" etw 
vorstellen, Da der Coefficient der höchsten Potenz von x in der Glei- 
ehung (1.) Eins ist, so ist der Coeffieient von x?” die negative Summe 
der Wurzeln, also 
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.nsn(nu) = ta te tan etc. 


oder | 
2,  nso(nu) = S(—1)*sn (u + zz... 


Bezeichnet man die Summe der Quadrate der Wurzeln mit s und die 
Summe ihrer Binionen mit 7, so ist 
2 sn’ (nu) = (etz ta tat et) = s+2r, 


Die Summe der Binionen der Wurzeln der Gleichung (1.) ist der positive 
m 


1 


Coeffhicient von x°”"'; also ist /= be = 0, nach $. 152., da n eine un- 
D ; 


gerade Zahl ist, Es ist folglich n° sn? (nu)=s, oder 
n° su’(nu) = 8 [sn (w um EN ,„ also 
3. In con’(nu) = S [sn (u EN], 
n”dn’(nu) = S [sn’ Ve 
und in den Eoriehh (2.) und (3.) sind die Werthe =, + tn, EB. 


ar 1 k m 9 ii, ==0, ui; 2, #35 seo» ar 


Nehmen wir Rücksicht auf das Schema der Specialisirung des Re- 


1 z 
zu verbinden. 


gulators 0 (a, ß) unter (4.) im $. 150., weil 2 eine ungerade Zahl ist, so 
können die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 


n su (nu) = sn u + S’{(—1)* [sn (ut o(a, P)) + sn (u— 0 (0, Al}; 

n”sn’(nu) = sn’u + S’[sn’ (u+ 0 (a, ß)) + sn’ (u— 0 (Pß))]> 

nen’ (nu) = en’u + &’[en’(u+ (@, P)) + en? (u —e(f, A); 

n°dn’(nu) = duu + S’[An?(u-40(a,P)) + dn? (u—e(a, B))]. 
84.155, 


Ausdruck von en (nu) durch suzw und cnu ia der Form eines Products. 


Nach $. 149. hat der Ausdruck von en(nw) immer denselben Nen- 


ner als der von sn(nu), es mag n eine gerade oder eine ungerade Zahl 


sein. Nehmen wir zuerst an, dals n eine gerade Zahl sei, so hat der Aus- 
druck von en(nw) zum Zähler eine rationale ganze Function von x* oder 
sn’v; daher können wir für ein gerades n setzen: 


Dirveizcekhstar,dbscahnätt, ‚5,155 31l 
% Z 2 2 
(= )ı-% le 3} I 
#4 Bi 
su? o(e, f) 


und +a, +b, &c etc. sind nun die Werthe von sn, für welche en (nu) 


= 0 wird, und welche sammt dem constanten Factor g nun allein noch zu 
ermitteln sind. Soll en (nu) =0 sein, so muls nu= (2a +) K-+2PiK', 


also N u nd @=sn en N) sein, Nehmen 
wir also als zweiten Regulator (0, er an ER so erhal- 


ten wir 


Klier sn? u Bee) 
_ 20 0)) 
Ak sn? u a, 

 m30(a,ß) 


Da die Ausdrücke von a’, D’, c? etc. verschieden sein sollen, so 


cn (nü) = g. 


specialisirt man den Regulator 0 (a, ß) durch die Verbindungen 

Von Qa+l)= +1,+3,+45,:...+{n=1) mit QAP)= +2, +4, +6,....+(n-2) und 
Von 2ß =(0 ud = +n mit Qa+1)= +1, +35 455... +(n-1). 
Die Anzahl dieser Verbindungen ist =- .(n—2) 2: I u Wir ver« 
wandeln P in P‘, um auf diese Vorschrift bei der lehren aufmerk- 
sam zu machen, Die Verbindungen aller übrigen Werthe von 2a+1 


1. 


und 2 mit einander geben Werthe von sn 20(@, ß); welche unter den 
angegebenen BercdE vorkommen, und unter ihnen giebt es keine gleichen 


Werthe von sn 20(0, ß). Setzt man %=0, so erhält man g=1, und es 
ist also für ein gerades n: 


Z er ers u ze 
D» gb (a, P)) (e, P) 
2% eh R (12 E: a N 
i sn? 0 a P) 
Setzt man in dieser Formel u=K, so hat man, da # eine gerade Zahl 
ist, en(Ru)= 1% daher ist 


a Pit 61a, Bj], 
aa P’[n2 9 (0, 8)] 


rn 
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Ferner läfst sich die Formel N auch also darstellen ; 
P’ (en? eo en u). Plan! e, 


P* (cn? 0(0, B)— a u) P* [sn? 0(«, EI 
und dividirt man diese Gleichung durch die vorige, so erhält man 


en (nu) = 


kon en? u SR) 
3 (—1)2. on(nu) = = :0(@, 9) P) 


(a en? u Be: 
u: e(@, 8), 


Ist n eine ungerade ganze Zahl, so findet man, wie vorhin, 


ps (1- Mason): 
en (nu) = cn“. ie) 


e(1-- an, u en) 
sn? 0 ( , ® 


Aber die Regulatoren 0 (a, ß) und 6(@, £) müssen nun anders specialisirt 
werden. In Beziehung auf den Regulator 0(@, B)E= BerDFret hat 
man die Werthe 

ar = +1,+3,+5 +7, ...+(n-2) mit B=+2, +4, 46,....+{n-1), 
4.‘'2apl=nmit ?2P=+43, +4, +5... t(n—1), . 

\ 2ß=0 mit aH = +1, 43, +45... +2) 
zu verbinden, so dafs die Anzahl der Verbindungen, und also auch die der 
quadratischen a Zähler des Ausdrucks von en (n%) 

= tl n21)2 2. Mh) ge —_ mim! ist. 


Verwandeln wir, mit ie auf die so eben angegebene Art 
der Specialisirung des Regulators p (a, ß), das Zeichen P wieder in P‘, so 
haben wir für ein ungerades n: 


zu BZ en) 
3. cn(nu) = cnu, —— nee) 8) Ä 
’ ( sn? u er 

en? 0 (a, £) 


ca (nu) 
[01077 
Regel findet man e wahre Verhältnils: 


Setzen wir nun U=K, so wird == E2 und nach einer anne 


. 
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daher ist fur ein un ere Br 
’ ‘ n-1 
1)°.n — Pie: P [2 0a, A, 


| Pe] 
Giebt man nun eg Gleichung ver zuerst die ‚Gestalt 
cn(nu) = ah! PAfen® be, Mm u]. ‚„‚BAlsn? el; #) 
P fen? 0(@, P)— au] "P’ [sn e(&, A] 
und dividiet sie dann durch die vorige Gleichung, so ‚findet man, 


vn) | Heli Be KH): 
ir ar) nt. ' { ja 
Ö. 1): on) — n.0nu. en? o(e, 


. »(i-- en? u 
| N ee | EHER) 


Zusatz. Setzt man in der Gleichung (3. $..150.) ebenfalis 
sıy(n u) 6 


u=' KB, so wird Rt: Der Werth dieses Verhältnisses ist 
osu( en(n u) dn (ru) | 
en a = = 17%. Im Uebrigen.reducirt sich der 


Ausdruck auf: der rechten Seite auf UnAL.P’ ins 00m A] Al ; daher. ist für ein 

8 128 , ER o(&, 2)] 

gerades n: 
\ —i 


yB (meöle MM Ma RK 
IP’ pm? g (a, Bl A 


Da nun aber A EL Ikaeal und D —P‘ frag ,„ also 
| 5 sn? o(e, Ma ‚an Lsn?o (a, f) 


= = P[on* ee, B)] — =: wer ist, so erhält es wenn ierpnit die vorige 
Ben? 0(0,8)}.: “+52 . | 
Gleichung multiplicirt wird, für ein EEE n, 
En CSICH N RRRRRN Bear 
Y put Bilen? FACH: 2) a re: | | 
Setzt man je in ‚der Formel (6. $. 150. ) auch us K, so er- 
hält man für ein üngerades n: 


‚ Pilz 01a, a Be 2 
P [in 0 (@, Bl N In 
Ferner ist A= 4 Te: und De p' eigene also 
sn? 0 (&,ß,) J en? go (e, f) 


40 
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P’ P’[en3 Ce, A] el N = mn’ (nach $ 152.); 
Pr fen (a, Al A 
ni RA. die vorige Gleichung hiermit mulliplicirt, so entsteht für ein un- 
gerades n: P’Ten®? dc a 
pP’ [en? o(e, Bi 
$. j 156. 


; Ausdruck von dn(nu) durch snu und dnu in der Form eines Productes. 


dusın 7 .n 


Auch der Ausdruck von dn(n%) hat mit dem von sn(n«) densel- 
ben Nenner; und da der Zähler für ein gerades n eine rätionale Function 
von sn?u ist, so kann der Ausdruck von dn(nw) vorgestellt werden durch 


(1 ATTERN (hin aiakl am? er) (m sn? N, Ir 
p sn? u : 
(=% su? 0(@, a, 


und a, 8, c® ete. sind nun alle von einander verschiedene Werthe von sn? x, 
für welche dn(nw) = 0 ist. Da überhaupt dn ((?«-+1) K+ (2P-+1):K)—=0 
ist, so ist da(mu) = 0, wenn nu = Ra HD K+-RBFI:K, also 
HUEROPTDIEN a 


n 


In ae +@B+1)iK 


dn (nu) = 9. ———— 


Ze FT TE um sn? ( 


Nimmt man zum Regukator e(@, Py= 


urn sn®u N 
in) = HUN; 
| 
sn20 (2, #8) 


indem sich m 1 findet, wenn man u=0 setzt. Sollen alle Werthe von 


; so hat man 


sn 20(, ß) verschieden werden, so hat man sich bei der Specialisirung des 


Regulators 0(@, ß) auf folgende Verbindungen zu beschränken: 
1. Qert)= +43, +5 ...+(n-1) mit APY=HI, +3, Ent), 


deren Anzahl ech n= - ist. Und verwandeln wir, um dieses anzudeu- 


ten, wieder P in P‘, so erhalten wir für ein gerades n: 


Kerne ver, an 
on? 0 (m, P) 
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ä B k* sn? (@, ui, rn j 
Da 1m = 222 —— —— um a SO Ef» 
sn? (a, f) EAN sn? 0(@, ) u. kan? o(a, f) 


hält man 
Pr(än: (a, Bine u), P’[sn? ea, Al. 

P’ (dn? o(e, A) — du? u P’ [so® o(e, Di 

Setzt man in dieser Gleichung 2 = K+:K, so ist dndv=0 und 
do(nKınıK)= 17, da n-eine gerade 'Zahl ist; daher ist: 

(— 1)% [dur 0 E)] ‚Ela? P[in20(e, ‚Al, 
P’[dn? o (e, al P’ [sn? o o.(e, )] 
und wird die vorige Gleichung hierdurch diyidiet, so entsteht für ein ge- 


rades n; Bi EA keufp I Br 
i 5 f . FR a \ ” da? 
3... (NE. da(nv) = 2010.81) 


ln due u a) 
\ du? o(, ß) 


Denselben Ausdruck erhält man kürzer, wenn man in der Formel 3, 
$.155. ku für a und . statt des Moduls % setzt. 


Ist aber n eine ungerade Zahl; so findet man auf ähnliche Weise, 


wie vorhin, ‘den Ausdruck 
\ p’ dee sn? u 


dn (nu) = dnuv. en. 
wzpil eh ; 
le) 


Damit alle Werthe von sn2p (a, ß) verschieden von einander sind, hat man 


dn(nu) = 


sich bei der Specialisirung des Kegulators p(@,ß) für ein ungerades .n zu 
beschränken auf die Verbindungen von 

2a41)= +1,43, 45,....+{n-2) mit (PH) =+L,43, 45... En), 
4. (Qatt)=n mit PH) =+, 43, +5... +02), 

QL+H)=n mit Qatl)= +4, +3, +5... +02), 
deren Anzahl = Be .(n—1)+2. em - 
mit Hinweisung: Br diese tale P in P’, #6 hat man 


ist. Verwandelt man, 


sn? u ah 
5.‘ dn (nv) = DE de einz led) 


Hg | ne) 
k = sn da) 
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in man diese leishan zuerst, also dar: 


Ann) Anu PR ÜAbnen Diem 
P’Tan? 0(@, P)— anzu] P’[sn2o(a, al PORPWER: ‚SUPER 
und setzt v= RK + iK, ‚also. dnz=0, 'so. "verwandelt sich das Verhält- 


a vord 
ni el N Nimmt man aber u (rn) =" (m) en (mu) 
deu .., ‚ d.dnu 0 ren 1; 


und setzt 


k/. 


hierin U: wei! so..1st‘ ‚su (nu) = © 19. ws en(n%) = 


nu e“ und nu = — geek An: ‚ ‚daher erhält! man: 


az 27 il  PrRnrele ee, Al A ‚BiLse? (a, Al, 
P’ [dn? 0. (a, #1 P’ fon? o(a, al 
und wird die vorige Gleichung, hierdurch dividirt , so entsteht 


f 


vgl ; r(i dn?u a) 
6. an? dia) = er er EA 
je 3 du2o(, . 
8. 157. 


Uebersicht der Specialirung. der vier RESP dnd; der Ausdrücke für sn, re en(nu), 
\ da(n u). 


Wir stellen nun die vorigen Resultate übersichtlich zusammen, mit 
Angabe der Specialisirungen der‘ ‚Regulatoren. 
I. Ist n eine gerade Zahl. 


Maine JC P) = VER RE ip 


Verbindungen: | 

(20) = +2, +4,46, .... + (n—9) mit EM be A a a Pier 2022, 
2a =0,n mt 2P= +, +4 +6, HR), 

2B=0,n mit a = +, +4, 6, a 


regal 
Zahl er Verbindungen Far a 


Reaulador .@ PB) = ER EERPUE 2: 
Verbindungen: / 
(2a+1)= +1, +3, ER Far) ha mit a—=+2r, +4, +6, 1. (n—2), 
EA)= 0 mit (Aa+1) =, +, +3, 45:..+n—I1), 
QA)= nr mit +) = +1,43, 45, ....rn—l). 


Dreizehnter Abschnitt 8.15. 317 


Zahl der Verbindungen = er . 


Regulator ’@ PB = 
Verbindungen: |. | | Hu | 
2a+1)= +1,43, 45... +0—1) mit QB+N= +1, 43,454... 4n—1), 


Zahl der Verbindungen = 2 


AeHDR+RLBHNYiR 


Regulator £(P) = The. 


Verbindungen: 
‚2a= +3, +6 46... +02) mit 20+1= +1,43, 45... 2a), 
= 0,n mit GB+I) = = Ha, 


Zahl der Verbindungen = T 


pP Ar sn? u Te) 
1. sn(nu) = nsnwenudnau. —— BACHaNL P) 
' p n 
mil, N 
th end Ban ar en?u ara 
2. an) = ” | Pa BUCHEN P) _ (— 4%. Fir en. we all, 
Mi: sn2 9 (@, ar Er en20 (m, a) 
3 er ale du? w en) 
n?o( N: dı? 
er Fur Be an a n os TER 1. ps En Ya 
ee sn2 0 (@, ß) dn? og (e, ß) 


oder auch, wenn m = 


4 sn® 5 Am—3 
4. sn(na) = nonz dnz. such dent up dans u....4 u ER: ontm—3 
IEDwar Dit ... ER, so?” 4 
er am u 2 Fk 
’ n j 4 2 & \ Im 
5. D2. on(nu) = 1+B mut Bat... HB ara 
41-+-D’ m?u--D’ entu....+D mm 
2 4 dn?r 
6. 12. dan) = a 


27, gesetzt wird, 


4-+ Dan? ut Dans 2 „u Dir ann 
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II. Ist n eine ungerade Zahl. 
-  Regulator 0 (4,9 = ert2hiE, 
Verbindungen BN f alkanhekd 
Q)=+%, +4 +6... +(n—1) mit BP= +2, +4, 4+6,.,..+(n—1), 
2a =-0 mit 2ß o- +2, +4, +6, +1), 
2ß ea 0) mit 9277 = +2, +4, +6,..+(2—1). 


nn—1 


Zahl der Verbindungen = - Dn* 


Regulator P(@ DR Keiznskualtda 


Verbindungen : 
Qa+1)= +1,43, 4% ..+(R—2) nit 29) = 39, 44, +6, &(n—1), 
QRapl1)=n mit RA =-+3, +4,+6,...+(n—1), 

QI=0 mt Aa+H)=+,+3, +5... +2) 


nn—i 
b, [2 
Regulator 0(@, BD) Ge TI FRPHHER , 
/ n 


Zahl der Verbindungen = 


Verbindungen: 

Qa+y= +1, +3,43, ....+ (n-2) mit +) =+1,43,45..+(n-2), 
2ati=n mit + = +1,43, 45... +(n-2), 
221 =n mt a+H= +1,43, +45,...4+(n-2) 


Zabl der Verbindungen = Fe . 


Regulator 0(@, RB) en, 

Verbindungen; 
Qo)= +3, +4,+6,..,.+(n—1) mit 2P-+H1= +1,43, 45... +(n—2), 
Ye 0 mit. BFH tn 

2+1=n mit Lu e+ı, +, +6... FR) 


Zahl der Verbindungen = MT 


er nn 
Setzt man zur Abkürzung m = 


ee} % 
57, 80 ist 2mtienn, 


2 
el m u, 
su?o(e, P) 


Ir / = Tr rg re NE 
su (nu) n snUu 78 Hear | 
x . ee Er A ’ 

120 (a, ß) 
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ueip N Be (4 en? u ) 
1 THaRR 
sn: (=, @) =(— et .nond. N miele ß) P) 


sul 
8.. en(nu) = nu. ri) P(1- en? u al 
le sn? o (ca, f) en2 0 (m, ß) 
p (1- su? u ran ki p Ei dn? u ) 
Ä 020 (m BD) ß) =(— 13# 2 ‚Adnz. dn? 9 (@, P) 
sn? u dn? u 
B(1- rs) p- a 
en? 0 (e, ß) .dn?o(e, Pf) 


9. da(nü)= dnu. 


oder auch 
10 sn(nu) = n. u. 4 sn3 tut 4 m sudu. wu d mt 
| 1+ D su!u D neu. En D endm u 
n—1 
r aut B aut 5 end... B en?m+l 7, 
11. —1)’ .oa(no) = n. — —; 1 , 


1-+ D’ on ut D’ entu...- D cn" 


AT 
== Kos 
12. (—1) z .dn(n%) SR dnu Inut nu Ci C dn® u. .t € da C dnm+ el Be M 
1+ pr dn?z-t Du dntiu ED za, 
$. 158. 


Relationen unter den Coeffcienten in dem entwickelten Zäbler und Nenner der Ausdrücke 
von en(zu) und do (nu). 


Setzt man in der Formel (6. $.157.) K—u statt u, so verwandelt 


sich dn“ in und dn(r%) wieder in dna(nwo), da n eine gerade Zahl 


ist. Wir erhalten also 

Pi kom CK? 4 7./?m—? In? En dn?r u 
Dur em) DZ krm—2 dntu.... + da?” u 
und da dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (6.) in er 157. derselbe sein 
mufs, so hat man 


1), da(nu) = 


9 


cz»; 

= R°.CD" ua De = RD. De, 

Da Ai, ch“ „Di = ms. Du. Du, 

G= k".CD"  - Di = R0.De.D“, 
Vs 8. Wo Us SW. 


LarmCeD\ 2. 1= and. 
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Aus diesen Gleichungen folgt zunächst D= 6= +, und es bleibt 


+ 
nur. noch das’ Vorzeichen zu bestimmen übrig. Die wirkliche Multiplica- 
tion’giebt’ Ö= P’ ul: 
N dn? eie P) 


Zu einem. Factor von der Form dn a ehört 


immer ein Factor von der Form dn (re ) und das Pro- 


duct eines solchen Paares ist immer positiv, da, wenn der erste Factor 
— P+0i ist,-der andere =P7F Qi, also das Product = P?-+ 0? ist. 
Factoren anderer Art erhält man aber bei der Specialisirung des Regu- 


lators £ (a, £) nicht, wenn n eine gerade Zahl ist; - 


; daher ist für m= a 


> . 
rn 1 ” 4 
en Re 
rt Im und D Trap Kim 9 
m-—1 C m—L DD" 
Ü aus Lin? ” D" ve mr $ 
2 2 
1. A I 0 
re Kim Zi m—4 9 
3 3 
DE G N "Du a D' 
BER mb Tim 
Us Se Wo Us 5 We 


b ; 3 tlk 
Ist aber 2 eine ungerade Zahl, so verwandelt sich dn (nu) in a y Wenn 


man K—u für u setzt. Die Formel (12) im $. a0; verwandelt sich 
nun in 
n—i N 
Ban 1 nu 2m (| ; ‚2m—2 An3 2m-+i 
(1)? dn(nu) = 2 D"k inu+D di dnd u... du?” 1 


73 Km n- C N am-2 dn? u erh An?” u 


und wird sie mit der früheren Formel identifieirt, so hat man 


Mm ; m m—L | 1 AL 

er DI UL und... C = k”.D'.C, 
EN. "rn au ge‘ 
D" = n?k”.CC - Ca kB, 


D" Be nk". ce er ar: ne Rh", D", 6“ 


277 0 ‘ ® “ 


1 — kr, f82 ji 1 — Zom. D“. C 
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nn—iA 


Hieraus folet aber für m = 3 


D" = = 


m—1 # 1 
Eee EEE 
7,'m—4 
m—3 3 


NE 
D' = m. 


Us Se We 


At 

m—1 1 
x en 1 D" 
Fame n kim—2 . 7 

m—2 1 2 
AR ler 71 
Rn Fun nk/m—t - D 2 

uan—3 3 
Nie Dr 
—nkmt; 

Us Se W; 


Da sich in $, 157. die Formel (6.) in (5.) verwandelt, wenn man 


ku statt v und z statt des Moduls % setzt, so erhält man für ein gerades 


n aus den vorigen Formeln, wenn ın =, gesetzt wird, 


De 
De ER: 
en m—Ö m-—6 3 
B = (1)® (m) B 

Us $e Wo 


und die Formeln (2.) verwandeln sich für ein ungerades 


Dia n: NER 
a A ic hspe B 
D = Ey ER velitegr B 
Ä 8 W 
an —1 


in welchen wieder m = - ist, 


und D= ea Bag Rn 


r. DD ESEHT.E SD, 
Der 
u8 W., 
n in 
und B= 4), 
ee le)”. DB, 
ey, 
en (9 
u. 8% W., 


Zu denselben Resultaten gelangt man 


auch, wenn man in den Formeln (5.) und (11,) $.157. u+ K-+iK statt u 


ik an 


setzt, wodurch sich en Inst; vervrandelt, und wenn man die hier- 


41 


RR 
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durch entstehenden neuen Ausdrücke für en(nu) mit den vorigen wieder 
identificirt. 
$ 159, + 
Vielgliedrige Ausdrücke für en (nz) und dn(nu), am(ru) und Zam(ru), worin n eine 


üngerade Zahl ist. 
n—1 


Setzt man der Kürze wegen für den Augenblick (—1)’.oanW)= 
und cnu=y, so hat man die Gleichung 


(D. yr + Di. yaonı2,,..41) — KA Em nu oder 
"B 
ya 2m] NEE D ya® 2m—2 wi En 
+2 } t% FRIZ #7 out ”)= 0 


Eine Wurzel dieser Aa ist Yy= on“, und ist cnu‘ eine andere Wur- 

zel, so muls en(nu‘)=cn(nu) sein. Eine Folge hiervon ist, dals nw’ 

von nu um einen Ausdruck von der Form 40 K-+4ß:K’ verschieden 

ist. Man kann aber auch, da 2«(n+1) und 2ß(r-+1) durch 4 theil- 

bar sind, | 
nu = nu+2a(n -+1)K+2P(n +1): K 

setzen, und hieraus folgt 

u ut 2uK+2BiK IHREN, 

Also ist 


[RE 
enw = (—1)t on (u + EFF) 


n 


der allgemeine Ausdruck der Wurzeln der obigen Gleichung. Verbindet 
man nun die Werthe «=0, +1, +2, +3, ....+ tar mit B=0, +1, 
a: so erhält man zn Verbindungen, und die ihnen ent- 


n— 
3, ie D) 


sprechenden Werthe von en«‘ sind sämmtlich von einander verschieden. 
Da nun auch Q<m--1=nn der Grad der obigen Gleichung ist, so sind die 
genannten Werthe von cnw‘ gerade die Wurzeln der obigen Gleichung; 
die negative Summe dieser Wurzeln ist der Coefficient der Potenz y”” in 


At De, 
der obigen Gleichung, und also = — Zee Da nun aber — = n? nach 


m 


$. 158, ist, so ist # 
l.  na(na) = 1): sie on (u 2eRH2 iR] 


. 


Dreizehnter Abs.chnivtte, $. 160. 323° 


und es kann diese Formel auch also dargestellt werden: 

n—1 Yeiy 1 h 
2, (—1)? .nen(nu) = nu +I 1 en(u+gl&Pß)) + en(u—_e(a,ß)N. 
Auf gleiche Weise erhält man die Formel 

n—1 s mr, 
3. nda(au) = (—1)°.8 1% an (u+ ELAREN, 

in welcher, wie in der Formel (1.), die Werthe a=0, +1, +2, +3, ... 
wa mit den Werthen ß=0, +1, #2, #3, ... + x 
‘den sind. Es läfst sich diese Formel übrigens auch also darstellen: 

n—1 | ı 1 
4. (—1) *? .n.do (nu) = dnu +8° {(—1) [dn (u+g(0,ß)) + An (u—0 (a, P))]}. 
Multiplieirt man die letzte Gleichung mit dw und integrirt jedes Glied, so 
erbält man 


1 . 
zu verbin- 


n—1 ı 2 
5. (—1) ? .am (nu) = ama ++ S’(—1)’ [am (u-+e (2,ß8)) + am (u—e(@,ß))]. 
Vertauscht man in dieser Gleichung & mit ß und zugleich den Modul % 
mit %', also auch- X mit X’, und multiplicirt die Gleichung mit :, so ver- 
wandelt sie sich in 


n—1 ö 
SR am (n ui) 
— Lam (wi) +81) [Lam (wi+ 2(a,ß)) + am (wi—e(a,ß))]; 
oder, wenn man FR statt u setzt, in 


n—i 


6. —1)?. 2am(nu) 
= famu +$’(—1) [ER am (u 4-0 (a, PB) +! am(w — (0, B))]- 


&. 160, 
Zweite Darstellung von sn (nu), en (nu) und du(nu) für ein ungerades rn, in der Form 


von Producten. 


In $. 154. sind die Wurzeln der Gleichung 


m—i m—1 


£ , AN 
anti Fand, 2 —nsn(na) („+ I gm,.4 5) m 
D Nr un | D D 


gefunden worden, in welcher m = en l und z eine ungerade Zahl ist. 
Das von z unabhängige Glied in dieser Gleichung ist RAU) oder, 
D 


41* 
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n—1 


n—1 2 
da D=1) Pe Rt ist, so ist dieses Glied = A. Das- 


‚selbe Glied ist aber auch das negative Product aller Wurzeln der Glei- 
ehunpg; daher haben wir 


langer Ex ‚PC on (ur testen], 
wenn in dem EN Factor des Produetes die Werthe ei #4, 


Feen + ) mit den Werthen 2ßB=0, +1, #3,.... + 5 


bunden werden. Das Prodüct aller aus (—1)* dureh Specialisirung entste- 
henden Factoren ist = +1; daher ist 


n—I nn—i 


1. sn(au) = (—1)?.k? .P [m (u +2 #+22:E], 
In $. 154. u ie die Wurzeln der Ba 


yrtt 4 m +7 AU RR Aa ui +) 


gefunden worden. De von x ER En Ei in dieser en ist 


ni —t 


1} 1 ’ %' m 
— 2:7» welches sich, da A = (-1) 7 cn(nu) und lan .n(E) 


ist, auf — (2) en(nu) reducirt. Daher ist 
ü nn—1 P > 
2, en) = (Ej7. pP [on (u = Are] 
Eben so findet sich 
nl 


3, dncnu) = (1)? .P [an (ERS), 


und in diesen Formeln sind für & und ß dieselben Werthe zu setzen, wie 
in der vorigen Formel (1.). 

Da -. - immer durch 4 theilbar ist, weil en = 2(r+1)r 
ist, wenn a=?2r--1 gesetzt wird, so kann man die letzte Formel auch 
dadurch aus der vorigen herleiten, dafs man kw für v und--t statt des 


nn—l nn—1 nn—i 


Moduls % setzt, er sich (er in Hertg [WE verwandelt. 


Es können die so eben hergeleiteten Formeln auch also dargestellt 
werden: that 


4. sn(nu) = (—1)?.k? .snw. P [sn (u +0(2,ß)).sn(u—e(a,ß))], 
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a 
5 mu) = (#)" .onu.P’ fon (+ g@B)). en(u—t(a,B))], 
! iz 
1 
6. Anne) = (F) -dnn.P [inw+2WP).Iaw—aP))l, 
wenn sich‘ P‘ zugleich auf die vorigen Vorschriften in Betreff der Specia- 


lisirung des Regulators 0 (&, ß) beziehet. 
$. 161, 


Ausdrücke von el (n u) für ein gerädes und ungerades z. 
Nach $. 153. ist n?. dn? (nu) = = $' [dn?(u + o(@, P)) + dn? (u—2(@, a] 
für ein gerades 2. Multiplieirt man diese Gleichung mit 0% und integrirt, 
so erhält man für ein a n: 


1. n.elnu) = S' [el(u+0(4,) + el(u— 2a, P))] 
und eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil beide Seiten der Gleichung 
für v=0 verschwinden. Entwickelt man das allgemeine Glied dieses 


vielgliedrigen Ausdrucks, in Anwendung der Formel 
2k? sau cnu deu.m?a 


el(u- a) + ellü—a) = : lelu— er ($. 65. ar 
so erhält man, da die Menge der also gefundenen Ausdrücke = 2% nit, 
für ein gerades n auch die Formel | 
..& 
2.  n.el(nu) =n’.ele —2%’snu cn“ Inu. | — N = N 
1— k? sn? o(a,f).sn? u 

Es kann übrigens die Formel (1.) auch also entwickelt werden, dafs je- 
des Glied des Ausdrucks in einer reellen Form erscheint; 


Ist n eine ungerade Zahl, so folgt aus der Gleichung 

n’ dn’(nu) = dn’u + S'[dn? (u + 9(4,ß)) + dn’(u—2(«,B))] 
auf ähnliche Art die Formel 

3. n.el(ru) = elu+ & [el + 0(%, 8) + el(u— 2% B))]- 


Die Anzahl der einzelnen Doppelglieder, welche aus dem allgemeinen Gliede 


hinter S’ hergeleitet werden, ist = - 
dieser Glieder erhält man 


ı 
4. n.el(nu) = n’.elu— IR snu cnw dau.S' | —— rel SITES, 1 
| 1— k* sn?o(«, ) sn?u 


und durch die Entwicklung 
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162. 
Ausdrücke für ln (rn 1), wenn n ii gerade oder eine uihkere Eine Zahl: ist, 
Multiplicirt man die Gleichung (1.) $. 161, mit dw und integrirt, 
so entsteht . 
> Im(nu) = S'IIm(u +2 B)+ Im(u—e(@P))] + const, 

Setzt man, um die Constante zu finden, @=0 und erwägt, dals 
Im (— a) = Im(+ u) ist, so verwandelt sich die Formel für ein gerades n in 
1. Im) = S’[Im(u+0(,ß))+ Im(u— 0(&,ß)) — 2,8" [Img (a,ß)]. 

Da Im(u+ a) + Im(u — a) = 2lmu+21ima + log (1— k’ sn?’ a sn’ u) 
nach $. 73. ist und diese Formel > mal angewandt werden muls, so er- 
hält man auch für ein gerades n: 

2. Im(nu) = n’,Imu+logP’[L—%’ sn : (aß). sn? u]. 
Mit dieser Formel vergleichen wir die in $. 150, für sn (nu) gefundene For- 


mel. Setzen wir darin zunächst @ +2K statt u, wodurch sn (nu) nicht ver- 
ändert wird, da 2 eine gerade Zahl, ist, so verwandelt sich 2sn%cnu dn% 


A n —idau —ia du 
in i de a NER ; ferner verwandelt sich der Zähler 
ksuu' kslu snu x? sn? u 
, sn?u n 
P’1— ———— |, welcher “re —?2E BR. hat, in 
sn? o (a, ß) 


re fı 1 SAN TERL ee sn? 0 (m, AP) su? u] 
Te ee nbge 5 
k? sn? 0 (e, &) sn? a Kent, sunny P/ fan? 0 («, #)] 


und der Nenner Bm verwandelt sich in 
ß) 


+ 
sn? o (e, 
4 
P/f1—k2 sn?o(e, P)sn?u] , 


ae 2 el [me («, R)] 
also erhält man 


sn(nu) = —nk?snu cnudna. H PIE — ar 00? 0(@, Ana] AEnsE] Pen (0 0, 
P’[I—k? 502 0(@, A )en? u] " [sn? o(e, P)] 
Da ferner ER = P’ [sh? o(@, BJ” und: D = P’[sn? o(a, B)I', also 
Br[s2 1 Ba 
Pfs2o@@)]  D 


sn(nu) = nsnucnudnu. 


= zug ist, so verwandelt sich die Formel in 


P’fi—k? mr ß). na] 
P’f1—k? sn? o(e, P). u 


ie 


Dreizehnter Abschnitt 8.163. 327 


Der Nenner dieser Formel ist nach $. 157. gleich 1 +D sn 24-4 Don’ u. 
pre sn” u für ein gerades n; daher kann die Formel (2.) auch also 
Aukgestellt werden: 
3. Im(nu) = n’.Imw-+log (1+Dan u+D st... +D sn” u), 
wo m= er und 7 eine gerade Zahl ist. 


Ist n eine ungerade Zahl, und multiplieirt man die Formel (3.) 
$. 160. mit du, so erhält man durch Inepriren, 


4. Im(nu)= Ima +8" [Im(w-+ e(a,P)) + Im (U 0(%, 91 — 2m le(«, P)], 
und diese Formel verwandelt sich leicht in 


5. Im(nu) = n’.Imu+logP’f1i—X° sn?e (a,ß) sn? «]. 


BEN Ana EM 1 
Da für ein ungerades n, k sn Fr —- EI GER FOREN RN ist, wenn 


PH) +2 =n gesetzt wire so kann die vorige Formel auch also 
dargestellt werden: 
Im (nu) — ee) 
su?o (a, f) 
und da das bier vorkommende, durch P’ bezeichnete Product gerade der 
Nenner des Ausdrucks von sn(nu) in Formel (7.). oder in Formel (10.) 
$.157. ist, so ist { 
1 m 
6. Im(nu) = n’.Imu-+log(1+ Dsn’u+Dsn’u....+Dsn”"u), ” 


wenn in dieser Formel m = Sr : und 2 eine ungerade Zahl ist.. Diese 


Formel hat also mit derjenigen (3.) für ein gerades n, eine grolse Ueber- 
einstimmung,. | 


Ausdrücke für die Modular -luteerale mit dem Argumente nu und dem raheier na, 
durch ‚andere mit dem Argumente u und dem Parameter a. 
Ist zuerst n eine‘gerade Zahl, so ist, der Formel (1.) in $. 162. 


gemäls, der Unterschied 
- Im(nu+ne) —Im(nu—nao) ,_ 


4 4 4 | « | 
‚ Pm(a+a+o(e,)) Im(u-—ato(e #) , Im(uta—o(e 8)  Im(u—a—p(e, f)) 
8 | 2 HERR? u hr Pi, TURN) Te |- 
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Ferner ist nach $. 116, eb) Zum) _ =n 
sodann Ä 


ln (u N Im WARE a | « 
en 2 Be I (atro(ß))ela— S(utp(a,ß),a). 


Werden diese Werthe substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
chung in. 


nu.el(nd)— ©(nu,na) = 
eda[S(u+2a BD) +S aa) — I [Sat aß) SWR). 


Der Factor von ela in dieser Gleichung ist = 5 2u= nnu, indem jede 


Summe $', En Summanden hat; daher entsteht die Gleichung 
l. _S(nu,na) 
= nu.ol(na)—nnu. dat S[S(w+ ta) + SW Ia BT. 


Substituirt man aber 


ii(a le, tn) _ a Em ‚P)+u) 
BP 


Ye RN 9 as Kup), 
so erhält man 
nu. ORT AR ade = 
u.S‘ [el (a+e(o, B))+el (ag (E))] —S TS(w,atg(e, 84 Su, a—0(%, EI]. 
Aufserdem ist, der Formel (1.) $. 161. gemäls, 
ny.el(na) = u.S'[el(a+0(2,ß)) + el(la—e(wP))], 
und wird hiervon die vorige Gleichung subtrahirt, so entsteht: 
2. S(nuna) = S’[S(ua+ 0 (ß)) + S(w a—e(a, P))]- 
In Anwendung der Gleichung (4.) oder (5.) $. 138, auf (1.) oder (2.) er- 
_ hält man noch: 
sn? ea, ß) 
1—k? sn? o(e, ß) en? a 
+ logP' bes k? sn (e, @) sn? (u— u 
1—k? su 0 (@, ß) sn? (ut a) 
u+l2B--NiRn 4 
und k sn (ES) Fr „(RER 


S(nu,na) = n’.&(ua)— 2uk?’ snacnadna,S' 


ist, wenn 


QAPB+HNM+l2P FI) n gesetzt wird, so kann die Gleichung noch etwas 
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einfacher also dargestellt werden: 
Be; | 3. GS(nu,nau) | 
—= n’.& (ua) +u.S‘ | — logP’ Veran (ua) — su? — 502 0(o, AT, 
sn?2—sn?o(e,f) sn? (u—a)— sn? o(c, al 
Ist aber n eine ungerade Zahl, so ist, der Gleichung (4.) des $. 162, gemäls, 
Im (nu--na) — Im(nu—na) __ Im(u-+ a) — Im(u— a) 
2 Be Da 


1 1 1 R 1 
‚TIm(utato(e,P)) Im(u—ato(a,f) , Im(u+a—o(e. P)) Im(u-a—o(e,ß 
Ss Fern _ Men Haze mad], 


Macht man hierin dieselben Substitutionen wie vorhin, so erhält man] 
nu,el(na)— S(nu,na) = u.ela— © (wa)-+ 
ela[S’(u+9P))+S ua, IS TS(u+L(a,B),a) +S(u—0(a,R)a)]. 

ı 1 
Es ist aber S’(u+-o(«,ß)) + S’ (u—g (ß))=(nn—1)u, da jede Summe 
Theilen besteht. Daher erhält man 
4. GS(nunu) = 
nu.el(na)—n’u.ela+S (wa) +8 [S(u+ 60, P),)-+ Swu— (%ß),@)]« 
Auf eine Ähnliche Weise erhält man noch 
nu.el(na)— S (nu, na) 


= u.ela—&(u,a) +u.S’[el(a+ 0(0,ß))+ el(a—2(«,ß))] 


— I [5 (wa+ 2a) + S(wa—eaB))]. 
Multiplieirt man aber die Gleichung (3.) des $. 161, mit # und subtrahirt 
davon die vorige Gleichung, so entsteht 
5. S(nuna) = Swa)+8]S(wa+ E(@, BP) +S (u,a— 6(a,ß))]. 
Wendet man wieder die Formel 
S(wa+b)+S(u,a—b) 


L? R d sn? 1—k? b a 
Quk?snacnadnası 2 — log sn* b sn (ura) des $. 138, 


=) &(u, a) — TI Kr sn?asa?b 1— k? sn? b sn? (u a) a) 


aus - 
2 


1 n 
= mal an, so erhält man 


und dieselbe An 
sn »e(@, ß) Be 
1—.k? sn? e(e, P) sn? a 


klzzıkt ne(a, P) su? (ut ne; 


—logP'‘ — 
5 [yes 1+- 23 siola, p) su? (u— ae) 
42 


S(nu,na) = n.S(wa)— Ruk’ snacnadna.S 
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(army 2 ara Lind ODE 
un ha ” (REDEN, 

' n 

wenn (2ß +1) -+2ß’= n gesetzt wird, so erhält man, noch etwas einfacher: 


6. © (n uU, na) 
= IE LE) ram Is logP‘ |” (u+a) — sn? e Ca a 
su? a— sn? o(«,f) sn? (u— a) — sn? o(e, ß) 
Diese Formel, in welcher n eine ungerade Zahl ist, ist der Formel (3.) 


Und da für ein ungerades 2, k sn ist, 


für ein gerades n wieder sehr ähnlich; nur dals jetzt der Regulator (0, ß), 
dem $. 157. gemäls, anders 'speeialisirt werden muls. 


$. 164. 


Differenzial - Gleichungen zur Bestimmung des Zählers und Nenners des Ausdrucks von 
su(nu) für ein ungerades n. 
Setztman = y%k.snu und X =yk.sn(nu), so verwandelt sich, 
. . . 1 . . .. . 1 
wern n eine ungerade Zahl ist, x in — und gleichzeitig X in x; Wenn 


man « +:K’ statt u setzt. Nimmt man wieder m = 


—1 
„ setzt 


n—i 


x ettei tee... hosen 
abe ei; + aa” 
und verwandelt gleichzeitig x in = und X in 


1 .. 
—, so erhält man 


X 
Er EN Be ar Ei lage 
zn ax aAK" oo... ax 


v0 
e te xr...+cx" 
0 


m 
und dieser Ausdruck wird derselbe mit dem vorigen, wenn man e=« 


mL 


ce=a u. 8. W. setzt. Dann ist aber 


n—1 


Fein se aut a adt aa hans a FR ‚haare 
inte hi a, Pe 
Da nun nach $. 157. ( Formel 10.) 


m 
ya xzVk nut Amtur dsatu.. ; +4 sent) 


dr Des ur Datun.. hd su?" 4 
ist, oder auch 
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ualerte+g Pre HA Zarntı) 
D 9 
(mr? AR Ic oa hr 


n—1 n—1 m 
Terug ne n A 


m m 
5=(D’n 1)” = 7m und 2 
@G a 


m nl 
Der mittleren Gleichung gemäls ist A= (—1)?. —, wie in $. 152., und 


m 


[3 . a ® .. . 2 
die beiden Werthe von — stimmen überein, wenn man D==n’. A nimmt; 
we (4 


wie in $. 152. 
Der Coefficient a kann noch willkürlich gewählt und =1 gesetzt 
werden. Dann ist 


1. 


Be: 1)? Te act am a Ks ba os. a us“ TE 
ME ‚Has 
Setzen wir also 
m m-1 m-2 
UD=usta® Far... +2”, 


1 2 m 
Ben 2 4 2 
= 1+tar+ar...ftuX”, 
Bert 
so it X= (—1)’.7. Setzen wir — statt x, so verwandelt sich 
m m-1 4 v 
T q @ 345 3 
U in = 2 FRE, + amt 7 mt und 
1 m Mn 
. a a 
NN Pie ke ae Ser 


x = yk.snu folgt dx = Yk.cnu.dnu.du 
8x 
|. du, also du = Var VO Fe 


Aus der Gleichung 
= yk.y|(ı-&)u—re®) 


= a gesetzt wird, 


Kaas, wenn 


1 2 m 
Der Nenner 1a +aat...+ax” = V ist einerlei mit 
1 2 m 
14+Dsnu+D sn'u....+D sn’”w und also nach Formel (3.) $. 162. 
Im(nu) — n’Imu = logV. 


Differenziiren wie diese Gleichung zweimal nach einander, so erhalten wir 
42 # 
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va log 7° ! 3 (£ BERN 
n irn ;;; = % -—, oder m’ (on? PER) en, 
also r N 
9 1loe #7 
or) 
al £22.. aa ou EN a In? 
2 nk(x X?) = Ba. = nk ( =). 


Setzt man in dieser Gleichung u+2K' statt v, so bleibt dw ungeändert, 


aber logV verwandelt sich in logU—(2m-H1) logx; daher verwandelt 
sich die Gleichung (2.) in 


los U ee 
b d log 3 gi 
3 rl) = we Qm+N). here 2). 


Entwickeln wir nun noch die in diesen ac ih N 
Differenzial - Verhältnisse. 


. eg Ole? __ 0P _,,. 09 Vv(ii—2ex”+x*) 
Es ist lg V=T, also En =z,”rVH Er 7 


er) = 


also 


0?V ‚vA-2ax?+x) V(—200+2x3) 0x ua 
ha el ea Her) 
oder | ol,” 

N, ö( ou ) 

KR ou Bm 
0:V/ 12002 +x% or (— 2e 222°), 0: F?: 1—Iax? HR, 
Da FEN, 0x ' 2 0x? ' F? 


Wird dieser Werth in der Gleichung (2.) substituirt, so verwandelt sie sich in 
Der! m 12 a ln ec A N? (« U? 
Ge? vr dx TV Ir A?“ Y: in 
oder auch in 
DRLN.or OR ° 
4. (N. — 52 5) 1-2ax’ a +av. arte) = =" Pe— U, 
Ferner ist Olgx _ _0x eva ). 
ou OR 20 ’ 
log Yk [x(—2ax 2231098 
(Eye) = [ehe ara tra] m 
: ! (a2 . Ir? 2 2 & 2 1 
ET alt) 2a 4a) = 


also ist 
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und wie vorher findet man 


1 ( ou ) ("a - = dx 2U, arte?) 


Ei Dune (d— —)ux La) “Ur @ 
Werden diese Werthe in der Gleichung (3.) substituirt, und beachtet man, 
dals 2m +1 =n? ist, so hat man 


n2 Au o:U OU oU\(l 2ax?&*) n? OU (-ax+x?) 
El 117 N u on RR ee ey en 1 Ar 
oder 

5. (v2. a— 20242) + 20. arte) = (Ur). 


Vertauscht man in dieser Gleichung U mit V, so erhält man eine Glei- 
chung, welche mit der Gleichung (4.) ganz dieselbe ist; wie es im Voraus 


zu erwarten war. \ 
Aus der Gleichung X=yk.sn (nu) folgt 8X —=n.duyk.en(nu)do (nu), 


Mi VIa-F)a-23] au 


a eo de 


n—1 
ax = (177. Zov UV 


oder 


ist, so erhält man 


y: 
Is 
zT Pou-uor _, ‚Ir is) } 
2 ) Ep" RR Vi—2aox”+xt) ee! 
n—1 OU + ZT KR er LA he 
4. N’. (v.—U:3 n. 1—2a@ ta: ° 


Man kann aus den nun entwickelten Gleichungen einmal V und dann 
U eliminiren und erhält dadurch eine Differenzial- Gleichung zur Bestim- 
mung von Ü und eine zur Bestimmung von V; indessen ist die combinirte 
Anwendung der Gleichungen Ga) und (3.) zweckmälsiger, wenn es sich 


darum handelt, die Coefficienten @, a, & ....» % in den Ausdrücken Y und 
W zu berechnen. Es hält nicht schwer, die dazu dienenden Recursions- 
formeln aus den Gleichungen (4.) und (5.) herzuleiten, indem man für U 
und V die arithmetischen Formen selbst substituirt. Da die Ausdrücke der 
unbekannten Coefficienten aber im Fortgange sehr zusammengesetzt wer- 
den und die Anwendung der zu findenden Resultate selten oder gar nicht 
nöthig ist, so wird es hinreichend sein, hier den Weg gezeigt zu haben, 
auf welchem die allgemeinen Ausdrücke von a, 4, a etc. gefunden wer- 
den können, 
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$. 165. 
Die Modular-Functionen, dargestellt als Produete unendlich vieler Factoren, 


Setzt man in der Formel (7.) $, 157. er statt w, so kann sie, wenn 


man auf das Schema der Specialisirung der beiden in ihr vorkommenden 


Regulatoren 6(@, ß) und 0(@, ß) sieht, als ein Product von Producten dar- 
gestellt werden. Wir können setzen 


u u\ 4.B8.€.D 
sn (%) n sn ( )- 'c.3.8.9’ 
wenn die gewählten Zeichen die folgenden Bedeutungen haben 
sn? () } 
i— ech] für ae = +3, 7%, +8... N), 


sn? ( a = 
n 


m @iiR) für 2p=+, +4, +6... +n—1), 
3 12 


TIER FIBIEN für die Verbindungen der vorigen Werthe 
en (7) von 20 und 2ß; 
sn? v — ) 


( aK—2% en 
sn? | —— —— 


für dieselben Verbiodungen der Werthe 
yon 24 und 2ß; 


/ sn: ( = 
a) für 2a = 2,4, 6,....(n—1); 
| en? ( (= Zug k+iR) 


en? ( 
le a uns| Brei la): 
)} 


4 E: 
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“ / sn? ( 
G = PlI— —— ae IS für de vorigen Werthe von ?« und 
a hier )) 2Pp+1; 
\ 


(3) 


Beeren) für dieselben Werthe von ?« und 


2ß-+1. 
Die Zahl der Factoren jedes der acht angegebenen Producte vergröfsert 
sich gleichzeitig mit 2 und wird unendlich, wenn 2 unendlich genommen 
wird. Nehmen wir aber 2 unendlich, so erhalten die vorigen Formeln 
sehr merkwürdige Gestalten; ‚sie werden einfacher, obgleich die Menge 
der Factoren unendlich grols ist. Um die Grenzen zu finden, erinnern 
wir uns, dafs die Reihe für snw die Gestalt | 

nu = u-t dee bu’ etc. 
hat. Daher ist 


u au? bu° 
n sn )= de ee ..0.. 


. . . u . 
Wird also n unendlich genommen, so wird n sn (*) = u. Ferner wird 


wur au Du> 
sn —— u ee N 
“ Te BT f 
mv nn Fr bm°’v?’ 4 
sn m v.ch I re 


Daher wird für ein unendliches 2 das Verhältnifs == — Hiernach 


Sn -— 
nr 


verwandelt sich das erste Product in 


A=rli— ). Ferner ist B=Pli+ cr 5; Sam) 


(2aK)? 2PK')I? 
pe Fer Ip. ae) 
= P(1 a) und 8= P(1 un); 


und die kleinsten für & und ß zu nehmenden Werthe sind nun =1 und 
£=1. Uebrigens wachsen die positiven ganzen Zablen & und ß ohne Ende» 


Da sn ( +iK')= —,_. ist, so wird das Verhältnifs 
k 


-() 


ach 
er RR ksn (=) su (*) = 0, und also C=1. 
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N u? ! 2 RE ENGE 
Ferner wird $ = P(1+ ; 6=P (1— Terra) 
und SS = P(1 I GER Zar) 


Setzt man auch in den Formeln (8.) und (9.) $. 157. jetzt — —_ für n, 
go erhält man 
ou= en(*). a = > und dnvu = an (#). == un er un 


wenn man der Kürze wegen setzt: 


(7) \ 
sn? ne 


Ss 
nn 


sn? (*) Y 
K=Pliı— 2m | 20 = 38. (nl); 


sn? ee 
8—P ne) für die vorigen Werthe von 2a +1 
sn : (\ ) und 2ß; 


en? ( ) 
N—P | für dieselben Werthe von 2a+1 
Bu. u) und 2ß; 


sn? () 
N— P ER, x) für a1 =1,3,5,....(0 2); 


sn? () 
n 


= Pill — | ar 2PH=1, 3,5... 
» | | HR P+ 9 (n 2); 
7 F 
/ 


sn 
J 


HB ——= ae] für die vorigen Werthe von 2a-+1 


und 2ß +1; 
= Pl——— Her je m): 
ae rt ne) 


für dieselben Werthe von 2a +1 
und 2ß +1. 
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Setzen wir auch in diesen Formeln 2 unendlich grols, so wird 


mE a erzss.20% 
on (2ER 


Ferner ist sn (K+ ee = Wem)’ also 
n 
u\ Pi 
an = wi, (=) —= 0 für ein unendliches n: 


2PiK’ 2PiK' 
sn (x + 2%: 2R:Kr\ 2) & ee 
folglich wird $&=1. Das Product 2 wird 


tr u? ya 2 u? \ 
rg P(1— (Qe -)K+3Pi und M= p(1 (2@=-H) er); 
weiter wrd N=1, D=1, V P=P(1— Ouererne) und 
u® 
a=r (1 u [ET" one) 
In allen diesen Formeln sind « und ß positive ganze Zahlen, welche, 
von den kleinsten Werthen an, ohne Ende wachsen; nur darf nicht 24 = 0 
und 2% =0 sein, wo 2« als Factor von K und 2ß als Factor von iK’ 
vorkommt. 
$. 166. 


Ausdruek der cyklischen Modular - Functionen des Argumentes u durch hyperbolische Potenzial- 
Functionen des Arcus 9’u, in der Form von Producten unendlich yieler Factoren. 


Aehnliche Ausdrücke durch gewöhnliche cyklische Functionen des Arcus nu. 

Die im vorigen $. gefundenen unendlichen Producte gestatten noch 
eine namhafte Zusammenziehung, durch welche ihre Anwendbarkeit sehr 
vergrölsert wird. Dazu dienen die in $. 61. und $. 62. des ersten Theiles 
gefundenen Formeln 


sin (3 ie. 4; PA jez CE Sin) — FPl+an); 


cos("- pl Gun) ud sy) = Pl): 


in welchen das den es Produeten vorgesetzte P andeutet, dafs 
} 1 

«=1 der kleinste für « zu nehmende Werth sei. Durch Anwendung die- 

ser Formeln findet man für einige unendliche Producte des $. 165. so- 


gleich die folgenden einfacheren Ausdrücke; 
43 
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| & Manga 
1 g* Pl) = si (Fi 


A=P 

= r|. (5) — 2 Qi 
ers ze; 

et \ Flo 3608 Be): 


er ern} K hehe Tu 
a ? \ Ko = cos (5 
In den vier noch Ki ie Blehy 


amt (1- Euer zlr: - ara) 


6.95= P (1 — ET A a ee 
P \(1— aa! 2 ae Fl - DE IgeRn: Hrn): 
Ds ? dr GrFer nen) — ER BR) 


können die allgemeinen Factoren nicht nur in einer reellen Form darge- 
stellt werden, sondern es können auch diese Producte zugleich so umge- 
formt werden, dafs die obigen Formeln, durch welche A, ®, % und X ein- 
facher dargestellt wurden, auch auf diese vier Producte angewandt wer- 


den können. Es ist überhaupt er EN =) 


ee ee 


_ (atbi—u)(atbitu)(a—bimu)(a—bitu) _ ((e+w)?-+b*)(a—u)? —u)?+ 02) 
Eh, 10. ir ae 


und also 3) Hy) 


u? u ( 
(1- (atbi): Er) ne) = 4. (ae 


Hiernach können die allgemeinen Factoren der vorigen vier unendlichen 
Producte auch also dargestellt werden: 


a EEANEETEN) 
i kn 2ch E 
er 
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TEE Ne 
P(i+( +55 2«K ie 
4 a 2a—1)K-u 

P ((1+( 2pK' NET ee —))) 

Be 

Asrrer Aderw 

pP (1  P(1+( 3 = zu m) ) 


Setzen wir nun, wie in $. nA wieder Y=z37 (wir werden uns im 


J 


yOa= 


Nachfolgenden immer dieser Bezeichnung bedienen), und sehen wir vor- 
läußg & als unyeränderlich, hingegen ß als veränderlich an, so ist 


2aKtıu\?) _ SinQ2onkKtru), 
P\L+( 25K )} d- 2aykKtnu ° 


+ EU) 


also 


«aK 
p (1! r(14G) ) 
(2un’K Sin2ay’K+n'u) Sin (2ayK—nf 28 
— Aa Kr —kn u)?" > Sin@onK) 


und da Gin(a+b5) Sin(a—b) = Sin’a—©in’b nach $. 13, des ersten 
Theiles ist, so erhalten wir den Ausdruck 


Pr Bin?ntu nu 
G sh wo Leina2, (2«y‘K) z 1 Plı- Sin’n/u 


Breen ee) ) an "Sh:Fayk/' 


Ganz eben so findet man 


P(1— Fee 1.p( I Sinz gu Du 


= —.Pil— = 
P (1 rin) 34 Sin@«—1)y’K 


Ferner ist, EUER wieder «& als unveränderlich angesehen wird, 
un eren Da Ach sun) —= (os(2aonKznu); 
BY 00 Han NEN 
R a u). Co 2on'’K— n’u) 
daher ist ©, a een YET zei 
Cos(a+b). IE TER Cosa So? d — Sin’a Sind = Cos’a + Ein’ ist, 
43 * 


N 


„und da 
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so kann die vorige Formel auch also dargestellt werden: 


: Sin? nu 
ee Pil+ ar erg 
Ganz eben so findet man das Product 
ET Sin? n’u | 
ya= Pit et 
u.uÜB.C.D 


Werden die gefundenen Ausdrücke in den Ausdrücken snv = 68°’ 
I.L.M Dee 
au=r 5.5 und dnu=r, 5 substituirt, so hat man die folgenden 
Formeln: EN 
Hi u Ki 


— 1 ‘ z 


It Sn, TEPFTT K 
18 She 
1 Bi ‚p Sin? ?(2«—1)o’K 
GHBnu ı 1er Sintn'u_ u 

[SELPI TEE 


2 au = 


Sin? y’u 
4 Haaas-ı )’K 
Csnyu', BZ hE _Smrru u 
Gs?2aYK 
BONS 
in2« / 
4. mu= Sin u.P einge 
Sin (2a—1)y"K 
.nach welchen man für jeden beliebigen Werth des Argumentes « die 
Werthe der vier cyklischen Modular- Functionen dieses Argumentes be- 
rechnen kann, sobald nur die den Moduln %k und %’ zugehörigen Modular- 
QOuadranten K und K’ bekannt sind. Diese Quadranten können aber auf 
mehr als eine Weise nach den früher entwickelten Formeln berechnet 
werden. Die Formeln setzen den Gebrauch der Tafeln der gewöhn-« 
lichen byperbolischen Functionen voraus, und ee immer. Die 


d. h. je gröfser der 


3 dn = 


Convergenz ist desto rascher, je grölser 9 Kell 


Modul k ist. Wir fügen, da snow = 5 
Du 


a e) 
ist, zu diesen Formeln noch 
die folgende: 

Sintniu 


5 u Sin? Qe—1)n’K 


De ee SR u 
GsQe—IyK 
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Zusatz. Vertauscht man in den vorigen Formeln den Modul % 
mit k‘, so verwandelt sich dadurch 7’ = 5g = 5x Setzt man aulser- 
dem us statt ©, so verwandeln sich die vorigen fünf Formeln in 

sin? yu 
1 Ab lan. Be 
2 7 
6. 500 = —singu.p | — Zen 
N ‘ı TH sn“ nu 
Sin? (2a—1)nK' 
u 2 sin? yu 
2 4 
7. eonu = cosyu.P u ea ii 
+ sin? 71 
Sin? (?2«—1)nK' 
er a 
8 duu= N 
D ı ir sin’ nu 

Sin? Qa—1)7K' 

sin? u 
RR Sih?2«nK 
; (Aa sin? 7 07 

C&5?2anKk 


9. mi= 1 tangnu.P 
7 1 


y_ _ m’ nu 
2 = 772 
10. snow = oosygu.pi— 2er N 


In diesen Formeln kommen theils cyklische Functionen des Arcus nu, 
theils byperbolische Functionen des vervielfachten Arcus „K’— Ir vor, 
und die Convergenz der Formeln ist um desto grölser, je größer das Ver- 
hältnils & ‚d.h. je kleiner der Modul k ist. In allen diesen Formeln 
sind für & die mit Eins anfangenden Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
zu setzen. 

$. 167. 

Aenderungeu von 7' und der byperbolischen Functionen von.ny’K, wenn der Modul % mit n 
vertauscht wird; und Aenderungen von 7 und der byperbolischen Functionen von nyK’, 
weim der Modul & mit u vertauscht wird, 

Setzt man = statt des Moduls A, so verwandelt sich nach Zusatz 1. 
zu $. 31. der: Quadrant X in kA K—:K’) und K' in kK, also = in 


K . PERRTER . 
Kt Da nun % = 57 ist, 50 verwandelt sich 
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y ın z, 
Wird daher gleichzeitig kw für % gesetzt, so bleibt y’u ungeändert, Setzt 


aK 
man ferner p = e “= e”*, so verwandelt sich pin eHri_ ne, 


und da "= cos47+ ba pa EN ist, sO Serwandelt sich, wenn = statt 
des Moduls % gesetzt wird, R 
pin pi und pP” in —pi, also 
2 


pP in—p ud pp” in. —p” 


Es ist 
pP = e"*t = Cos(ny K)— ©Sin(ny’K) und 
mens Sing, Mi) + ©in(ar' KR) = 5: 
also ist 5 
Cos(ny K) = 3G +?) = Zu und 
Sin (n ’K — 1I1— — 1m 
| YA) I v) = rd 
Da sich nun 9” in (—1)"p”, also p°" in p* verwandelt, so verwandelt sich 
2 } ö 14 per ie p® 
Cos (2ny’K) in Ir Op und ©in(2ny’K) in en 
oder auch 


Sos(2uyK) in (1. Cos@ny'K) und Sin(Any'K) in (1. Sin(2ny'R). 
Da sich p”*! in (—1)"p”*'i, also p"# in —p*"#? verwandelt, so ver- 
wandelt sich ; 

‘ pP ar? / n 
Eos (Qn+1)y‘K) in er ; und Sin((2n+1)yK) in — are: 
also verwandelt sich 


Sos(@n+1)y KR) in, Ser tDr) und 


vn 


" Ein((2 n-+1)y‘K) in 605 ((2 ar am n! K), 


Fassen wir die gefundenen Resultate Zusammen“ so haben wir 
den folgenden Lehrsatz; | 


ai: man — statt des Moduls %, und ku statt w, so verwandelt sich 


7 in Dslind ya RR, Ferner verwandelt sich 
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p in pi, also ‚p° in —p?. 
Cos(2ny'K) verwandelt sich in (—1)". Cos(2ny’K); 
Ein(2ny’K) verwandelt sich in (—1)".Sin(2ny’K); 
Sos ((Qn—1)y'K), verwandelt sich in (—1)*.2. Sin ((?r—1)7‘K) und 
Sin((Qn—1)ny‘K) verwandelt sich in (—1)".3. Cos(Qr—1)nK). 
Setzen wir 9= e”"“, so können wir aus dem Zusatze 2. $. 31,, 
oder auch aus dem vorigen Satze, durch eine blolse Vertauschung .des 
Moduls mit dem conjugirten, den folgenden Lehrsatz herleiten: 


T statt des Moduls %, und k’u statt u, so bleibt y« 


ungeändert und es verwandelt sich n in ;. Ferner verwandelt sich 


Setzt man 


g in gi, also in —g“. | 
Cos(2nynK) in (—1). Eos (2nyK'); 
2. Sin(?nyK') in (—1)".©in(2nyK'); 
Kos(Arn—1)nK) in (—1)"2.Sin(Qnr—1)yK’) und 
\ Sin(2a—1)yK) in (1). Sos((2Rr—1)yK). 
Zusatz. Ist k>sintr, ao K>K', so it YK>!t}r: also ist 


yK> 13 oder Ban!) Eben so ist 1 wenn k < sin47z ist, Da 


gli 1 K. 
— —17.— und lg— =47.— ist, so ist 
log BR 5 Ts Th } 


1 1 e | 1 »ib mails 

log Fr ne (47), oder log (=) i Iog (7;) gg 
und dieser Gleichung gemäls lälst sich » aus g oder g aus p berechnen, 
selbst ohne den Modul zu kennen. Sind p und g gleich, so findet man 


=> ren . Die kleinste der Zahlen p? und g? ist also immer < 35. 


Die Zahl p ist desto kleiner, je grölser der Modul % ist, und q ist 
desto kleiner, je kleiner der Modul % ist; beide Zahlen hängen nur vom 
Modul ab und sind immer ächte-Brüche. Wir werden im Nachfolgenden 
die Zeichen p und q immer in den Bedeutungen p= e”* und y=e* 
beibehalten. 

$. 168. 


Aenderungen von p und q, wenn statt des Moduls % der kleinere } = 2 


1+% 
Wird statt des Moduls % der kleinere Modul X\ = En 


verwandelt sich nach $. 54, der Quadrant X’ in Z’=(1-+%k')K', also n’ 


4 
, gesetzt wird, 


‘ 
- gesetzt, so 
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, e .,0 \ k' [2 
n ey « Setzt man also gleichzeitig v = ur r für RB, 80 verwandelt 
N Yu 
sich y'% in ar 

Da nun 7 e 'B ist, so ist Ir. En, daher verwan- 
delt sich » in p, wenn 


a statt des Moduls % gesetzt wird; also auch p” 


IL 
1+k 
in p®*, folglich Cos(ny'K) in Cos (er £) und ©in(nn’K) in ws 2 =). 


Wird wieder statt des Moduls % der kleinere X = Ir gesetzt, so 
en Wird gleichzeitig 


verwandelt sich X in .K, also 4 in 


2 
Ifw 


a 
4 
= IE .u statt u gesetzt, so bleibt 7% ungeändert. Da ferner = =?2, 2, 
‘ ’ 
also er Ba = 2. 27.7 a ist, so verwandelt sich q in g’, wenn 


‚ statt gesetzt a 


NE 


Be 
Hiernach verwandelt sich also Cos (ny K‘) in Cos(2nyK’) und 
Ein(nn K') in Ein(InyK). 

Die so eben entwickelten Sätze dienen, in Verbindung mit den im 
$. 51. bis $. 5% entwickelten Formeln, theils zur Herleitung einer Menge 
neuer Formeln, theils auch zur Prüfung der bereits hergeleiteten. Zu den» 
selben Zwecken dienen auch die in $. 166, hergeleiteten Formeln, 


$. 169. . 


Ausdruck der eyklischen Modular-Functionen durch reelle Exponential - Gröfsen. 


Setzt man in den Formeln (1.) bis (4.) $. 166. der Kürze we 


—1 


gen x = e"'* und, wie vorhin, p=e”%, so ist Sinu— ° >= ,„ also 
in? ee 1—2p?+p* 
Sryu=- En und Giny‘ K= 5, also Sin’„A—= ne 
Hiernach ist | 
j_ Sit ıu ag ereret —2p pt pri ar pieiphert 
En 1 —2p pt Up : 
_ Sinn’u __ (1—p?x?)(1—p? x”) 
oder 1= Smyk 7 en Eben so findet man 
14 Sin? ua (i-+p? a’) Fp? x” x) 
SG K a "dirp> ie 


Setzen wir nun zur ua 
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= (der) pr) l—p" 2)... 
3 — (par) 1— par) (1—p"xR).... 
= (1+Pe)(I+par)(I+p"xR).... 
D = HP HE) UH PER... 
YV = 1—-pa) A pa) ip” x”)... 
BY —= 1— Par) l— pr) (i— px)... 
Ce = (1+pPa) + pa) I+p”x).... 
Dd = A+Pa HP UHPEI.. 
und ferner 


a= d-pP)A—P)A-PY) Up... 
9, ) b = 1— pP) pP) A p") AP"). ..» 
| e = + AH AHPN)AHPN)::.. 
p = AH )AHP)AHP)AHP").:.. 
so erhalten wir für die cyklischen Modular-Functionen des Argumentes % 
die folgenden Ausdrücke: 


1, 


rt werk, Url 

7‘ a? 2 +1'D.D? 

d? 2x B.% 

DEE ae ED 

al d? 9% G.& 

3 din” = c® x:+1'D DD» 
I 0 Dr 
sncu = 508? 


und es kandelt sich nun nur noch darum, die einfacheren Bedeutungen der 
durch a, b, c, d bezeichneten Producte und ihrer Verhältnisse zu einander 
zu finden. Eine Relation unter drei von diesen vier Gröfsen findet sich 
leicht. Es ist 

ab = (—-P)A—P)A—P)A—P)A— PN)... 

e.d= (+) AHPHAN)AHP)UrPN..-- 
Daher ist ab,ed = (1— PH) 1— pP) I—p”)1— pP"), ..., oder ab.cd=a, 


und also 
4. bed == 1. 


Setzen wir u+iK’ statt v, also „’u-47 statt „u, so verwandelt sich 
x = e’" in x.&" also x in x’; also verwandelt sich dann I in D und D in 
A; ferner A’ in D’ und D’ in W; aufserdem verwandelt sich B in 6, 
Kin B, 3’ in C und €’ in 9‘ Der Ausdruck 

\ 44 
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1 d x®—1 %.W 


21% samen, Ya +1 DD 
ei 
® S 1 . . 
verwandelt sich also, da sn(u+:K') = on ist, in 
A N A DD’ 
knu ar" —1’%.%0’ 


und wird diese Gleichung mit der vorigen multiplicirt, so erhält man 


L d?\2 1 


Ch "Mi A ie. 

Bea: 
Die Gleichung snu=%- nn = verwandelt sich, da snc(«+:2K‘) - 
ist, in = = Sa und die Multiplication beider giebt also (#) =+ 
oder R ; 

. = = 77: 


Die übrigen Verhältnisse, wovon aber nur noch eines fehlt, um a, b, c, d 
einzeln bestimmen zu können, lassen sich nicht dadurch finden, dafs man 


u+:K‘ statt u setzt; man muls vielmehr A— u statt u setzen; also " A—n'u - 
i R h # 4 —1 
statt „'u. Dadurch verwandelt sich x in e”*.e””“, also x in Fer —T_ oder 
—?2 


“ 06 — 
x in — und x” 
pP? 


in p’x°. 


Macht DR hiervon Gebrauch, so verwandelt sich I in 


(1— px) 1—p’a”)(1—p"x°)...., oder A verwandelt sich in 8’; fer- 
ner A’ in af aopausjagi. p“x?).... oder A’ in ee 7, also A. 
1 
ee . z2—1 x. IE BR 
In In Da sich nun auch See ee re verwandelt in II — 


. Ze, so verwandelt sich 
a A‘ in a 
PX 
Es verwandelt sich ferner ® in (1I— x”) (1—p!x7)(1—p!x”?).... oder 8 
in dl und ® in d— pa) 1— px) 1— pa?) .... oder B in A: 
also verwandelt sich B.%‘ in ie A.A und 
BB . a?! UN” 


2 BE ie 
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Es verwandelt sich C in A+=")(1+ px") (I+px”)(1+p"?x”).... 
oder Cin ZL1,9 und €’ in (1 p* 2?) (1-4 p°x°) (14 p" 2°)... oder C’in D, 


oc? 


also auch 
EEE . a1 D.D 


2 j 2E x 
Endlich ändert sich D in (1+- pa") (i+px"')(1+p"x”°).... oder D in C'; 
ferner D’ in (1+px’)(1-Fp”x’)(1-+px?).... oder D’ in I . Da sich nun 


% 


1 
Ba 1-Hp? x? 


% —1 
Beer verwandelt in — ‚„ so verwandelt sich 
I 2 2 2px 
241 ı ERBE 
FE .D.DO'’ ın FF 


Nun hält es nicht schwer, auch die übrigen Verhältnisse zu finden. 
s } 1 52 ©=2—1 X% 
Setzt man in der Gleichung Inu = 8,8 K—u statt u, so 
verwandelt sie sich in 
12» 3.8 RE 
n a?’ 2px "(x —1)%U.4 


aD 2 BD 


oder 4» mou Zr eg 


incu = 


Lu 4 1: 5°\? 
und da tnw.tncu=-—- ist, so ist — (-.5) oder 


RK n‘ «a? 
A. BR pP 
Ts ya: — 2 %4° 


FIR e.€ . ” 
Da ferner uu=7. SET 3.57 ist, so erhält man 


dr 2 +1 ‚ 2p& duecu__.d? +1 D.D’ 
daca = aa DD. oder Baker 


— 


2x2 'E.€? 
= . k' d?\? 
und da dnw dncu =‘ ist, so ist rer (5) oder 


8 ee 
k Baum dVp, 


Dividirt man (5.) durch (4.), so erhält man 


k 
9 d! V+ 
[} DE —— 2Vp" 


Werden diese Verhältnisse ia den Formeln (3.) substituirt, so erhält man 


44° 
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I, rar 


mu VESteiD.D® 
y£ | 
cnu = Warn ao 
N dnu = Wer 


EV re OEL 
NE wand, ALTER 9° > 
Die Formeln, woraus diese Ausdrücke hergeleitet worden sind, können 
auch wie folgt dargestellt wrerden. Verwandelt man % in K—u, oder x in 


je: „so verwandelt sich 
p* 


ehe AUIYD ne 


Un 
# Tea .%.W.2V p 
B.B in —, 
11 ARE 
® —1 
STET 9.D12Vp 
! ® = 
e€ ın MIRRRVB TI 


x x! j ; &.€& 
p} .D.D .2yp ın a=Vp° 


an 

—_,A.A.2yp und 8.3’ sind daher von der 
Art, dafs, wenn in der einen von ihnen K—u statt % gesetzt wird, das 
Resultät gleich der durch x Y’p dividirten anderen ab ist. Dieselbe 


Die beiden Functionen — 


Bewandtnifls hat es mit den beiden Functionen in u D. D‘.2yp und EC”. 


Zusatz 1. Multiplieirt man die En (7.) und (8.), so er- 
4 2.4? 
—.—— —1, also 
En A pH dp) Hp pi 
4 er pP ee vor 
N 6 le DIEPPOrTun JuFP®). 
Nimmt man p willkürlich an, so kann hiernach aus So er K ge- 


hält man 


funden werden, und da - e'*, also sm= log- ist, so findet sich 


dann X nach der Formel K— u log ‚ oder an 


un i--p? w * 1-+-p° 1—p 1 
15. K= Kan: Fr Ve: 1—p®' de) lg 
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Den Modul % giebt die Formel k = (2)' oder 


4 
Re ie) 
an man hierin p für p°, so verwandelt sich nach: $. 168. der Modul % 


Ä 1—# _ (op 1op% 1ops op 2 
ın Ir daher ist 1a an mw 1-+-p° "Ip? De 9 und also 
to dhp® 14ps ip 
log = k' 2 4logyY(=® . i—p® . I p3 ß ip? .. St 


Setzt man hierin p2 statt 9, so verwandelt sich % in et also %’ in ar und 


es ıst also _ 


1 
zes / er on 1— pi 1+p°i 1—pi "14+p’i''" 
k 


ir! | 
+ RR = 1og EEE}. 1—p?i ,1+p’i 1—pfi Y 


Wird also k = sind, A'= cosd und zu tang(477—9) gesetzt, so hat man 
15. 2!(ir—h) 
— 4X arcsin (p) +48 arc sin (p°) +48 arc sin (p°)-+ 48 are sin(P’) -L.... etc, 
16. I7—9 
— 4arc tang(p) — 4 arc tang (P’) + 4 arc tang(p’)— are tang(p’)-+.... etc. 
Wird p mit q vertauscht, so vertauscht sich X mit X‘, k mit X, und 


A j K' & 
37 —H mit. Wird außserdem v =}r. 7, also g== e“” gesetzt, so hat man 


un 
Tang v.. Tangdv. Kangdv.Tang7v..../ ? 


I RR-- +r.( 


un Are Tangdv. Targsv‘ ErTELBNIE 
R’ = (Tangv.Tang3v.Tang dv. Tang7v.Tang Id ....)', 
89 — AR arc sin (e”) +4 Rarc sin (e°”) 4% arc sin (e’) +4 Rare sin (E”)-L..., 
d = 4aretang(e”) —4arc tang(e”) +Farctang(e”)— arctang (e”)—...., 
Zusatz 2. ka man mit der Gleichung bed = 1, oder 
Bed? —=1, die Gleichung ; 5 = 7 so erhält man ar ae % ‚„ und da 


ir" ist, so ist 


Ve | 
17. 0 = UHNAHMNAH NAH 
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. . . b F 
Wird die Gleichung 3 —=kyk mit der vorigen multiplicirt, so entsteht 
Be 


83 de Tr UA MNIU-PNA— PN} 
Multiplieirt man die Gleichung — Ei Br mit (17.), so entsteht 


k' 


u” d=.n = = EN. 2. 
= kyk mit (19.), so erhält man 


| Multiplieirt man’ die Gleichung 


endlich 
kk' 


20. = u, p ——— [(1—p}) 1— pP) 1—p")(1— p®) Be 


$. 170, 


Zurückführung der Modular-Fanctionen auf vier byperbolische Hülfs- Functionen, 
und Ausdruck dieser durch trinomische Factoren. 


Die fünfte, zweite und vierte von den Formeln (10.) $. 169. .las- 


sen sich also darstellen: 
a 2VYR AS ar 
Sum Tr: Es 
2VYp s+a7! DD 
yE £ D) B, B.B'? 


CHu = 


an E.e& 
Sumykogı 


1 1 
da Snu=tou, Inu — mein : 
‚„e a und Dun’ cz Ist. Nehmen wir nun, aus 


Rücksicht auf die Gleichungen (11.) $. 169., vier Hülfs-Functionen an, 
nämlich: 


a a HL 
- pc I.8.Dd, 
| lm E.°, 

TONER 


die wir, wenn der Modul mit dem conjugirten vertauscht wird, durch 
Mu Blu Gin 


’ 


[ “ < . . 
2 z und Er bezeichnen, so haben wir die Formeln 
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1 Wu . 1 Rh 
% ern - — — —— 
Snu = TazÄRIG? also Snu — Vesm 
k x ! 
CHu— er & Chu = Fi 
% ‘ en Sl’ u N Su 
Du ger - Dmu= AR Ten 
1 RR. 1 CR TIEREN 1 Au 
TR 2 ee Ä 
Nr ae Br mUu— gg Bn 


wodurch die hyperbolischen Functionen auf vier byperbolische Hülfs- Functio- 
nen zurückgeführt sind. Die Werthe der constanten, höchstens von den 
Moduln % und k‘ abhängigen Divisoren 9 und g’ werden bald näher be- 
stimmt werden. Wir nennen Alu die erste, Blu die zweite, Gl die 
dritte und Hlw. die vierte hyperbolische Hülfs- Function, 


Den Gleichungen (11.) $. 169. gemäls ist nun, da ruhe 


A(K— u = em, Hu, 
HUK— u) = era, Au, 
B’/K—ı) = em, Glu 
Sl/(K— u = am), Bu; 
wodurch ein einfaches Gesetz der Reciprocität ausgedrückt wird. Ver- 
tauscht man den Modul mit dem conjugirten, so sind diese Formeln 
AK — u) = ek, Hu, 
HSUK'— u) = ek, Alu, 
BUK' — u) = et, Glu, 
SU(K— u) = eK, Bu. 
Da (1-pta’) 1 pt) = 129 (ET) Hp = 12 p° Cos2ytut p’ 
ist, so erhält man durch die wirkliche Multiplioation der Factoren von W 
mit denen von WA‘, den Ausdruck 


4. == 2yp . Sina. (1 2p' &os2nu+ pl 2p° os2i “+99 
x (1— 2p" Cos27'u+p®) .. 


ist, 


3 


Eben so findet man die Ausdrücke 
5. GE = 2yp.Cosnu. (14 2p' Cos2n'u+p‘) (4 2p° Cs? u+p") 
n x (14+2p" Sos2y'u+p”®) ...», 
6. = (14 2p° &os2yu+p‘) (IH 29° Cos27 u+p") 
x (14+2p" Sos2u'uHtp”) ....5 
7. Hr = (1-29 &os27u-+ pr) 1—2p° Eos?’ u+p%) 
x (1—2p" Sos2yurp”).... 
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Die Constante 9, welche wir weiter unten bestimmen werden, hängt eben so 
von dem Modul k ab, wie 9’ von dem Modul %‘. 
Für die cyklischen Modular-Functionen erhalten wir aus (2.) die 


Ausdrücke x N 
ee ee 2 
„ Je yEge mon ya, 
day = hr dncu = or a 
inu = Veran incu = . ar 


Zusatz. Setzt man in den Ausdrücken (4.) bis (7.) u-+sK’ statt , 
also yuttmi statt y’u, so verwandelt sich, nach $. 16. des ersten Thei- 
les, Sinn’u in 2Cosy’u und Cosy'u in 3&inyu; ferner Cos2y’u in 
— $o52yfu: daher erhält man 

AMWHiK) = :.D8u also auch Alu+iK) = :.Blu, 
e Bl(u+:K) =: Mu, - .- Blw+iK) = ;. Alu, 
d 
pn S(u+:K) = Su also auch Gl(uw+:iK) = Hu, 
L. Ira Hi = Gm - +»... Slautik)= Gl, 

Hiernach verhalten sich also die Functionen Al’v und Bl’u unge- 
fähr so, wie die hyperbolischen Sinus und Cosinus. Die Functionen Gl’ 
und Hl’u stehen in einem ähnlichen Zusammenhange mit einander, 


$. 171. 
Zurücklihrung der Modular-Fuuctionen auf vier cyklische Hülfs-Functionen, und Ausdruck 
dieser durch trinomische Factoren, 

Die gesuchten Formeln, wodurch die cyklischen Modular» Functio« - 
ven auf vier eyklische Hülfs-Functionen zurückgeführt werden, erhält man 
schon dadurch, dafs man in den Formeln (2.) $. 170. wi statt % setzt. 
Ein Blick auf die Formeln (4.) bis (7.) $. 170. zeigt schon, dafs nur die 
Function Alu imaginär wird, wenn wi statt « gesetzt wird; die drei 
Fuuctionen Blu, Glu und Hlu aber bleiben reell. Setzt man 
Alu) =t.Alu, also Alu) =:. Au, 

Blu) = Blw also Bl(w) = Blu, 
Su) = Glu also Glw) = Glw 
Hu) = Hiu also Hlw) = Sl, 


1. 
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so erhalten wir für die vier cyklischen Hülfs-Functionen, wenn wir in 
den Formeln (4.) bis (7.) $. 170. die beiden conjugitten Modul mit ein- 
ander vertauschen, und 2 für u setzen, die Ausdrücke 


2. = — 2y4.sinyu.(l—2g! cos2yu +g)(I—24° 008 24u 4 gW) 

x (1—2g”cos2yu + P)...., 
Zi -_ = 2yg.cosyu.(14+2g*cos271%U + g°)(I+ 24° cos 2yu+ g") 

x (1-+2g° cos 3yu4 g%)...., 
4. — = (+2 oostyu+g)(1+24° 00s27u +”) 142g" cosyu+g") ...., 
5. TE = 1 005 mug) L— 24° 008 mut Ag" Com) un. 


5 
und die Ausdrücke der Modular-Functionen selbst sind nun 


er 1 Alu or 1 Blu 
TOYEA. ANONE = u 

u FERN ya 
6 1% 'Hlu? mer Te: "Glu? 
’ Glu Hlu 
a A ar 0 Hu 

dn U — ve Hl > £) doc u un yk [} Gi Fr £) 

1. : Afı 1 Blu 

tin = VE'BIn? tncu = Van’ 


Setzt man in den Formeln (2.) K—u statt vw, 
erhält man 

AUK—u)= Alcu= Blu, also AlK+w)=Al(K—u), 
B(K—w=Blu=Alu - Bi(K+Ww=—Bl(K—u), 
G(K—u) = Giu=Hlu, - GIK+W)= Gl(K—u), 
H(K—u)=Hlu=Glu, - HIK-+o) = HIK—u) 

Die Functionen Alv und Alx werden negativ, wenn —u statt % gesetzt 
wird: alle übrige hyperbolische und cyklische Hülfs-Functionen des Ar- 
sumentes % ändern sich gar nicht, wenn man — u statf u setzt, 


also 47 —ıyu für Yu, so 


T. 


Zusatz, Da s’u-en’uv=1 und sneu-+cneu=1 ist, so fin- 
det man die Relationen 
8. Alua+k.BPu=%k.Hlv, aso k,Bru—k, Hru+ At, 
9, Bru+k.Alu=k.Glu, +» Brua—=k.G”u+k.Atn, 
Auf ähnliche Weise erhält man noch 
10. A.Glu+k.APu=Hlv, ako k,Gruy=Stu+K. Au, 
1. K.HRrutkBlu=Sslu, - kSrurk. Bu Ölu 
Hiernach lassen sich also aus zwei cyklischen Hülfs- Functionen jedesmal 
45 


- 
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die beiden anderen herleiten, und dasselbe gilt von den hyperbolischen 
Hülfs- Functionen., 
$. 172. 


Bestimmungen der beiden Constanten g und g‘ und einiger particulärer Werthe der acht 
Hülfs - Functionen. 


Setzt man in den Formeln (4.) bis (7.) $s. 170. das Argument 
u=0, so erhält man 


Alo = 0, . 

Bo 2y'yp.d = 2y'vp- Ve) = ee, 
ar ee 

So= yt = .). 


Eben so findet man 
Ao=0, 


" 8 
Blo = 2919: Vor) = MEET 


3 
Glo = 9. (7: 
3 
Hloo= 9. nee 
Den Formeln (6.) des $. 171. gemäls erhält man, wenn = gesetzt 
wird (oder u=K), die Gleichungen 
Blo = y%k.Glo, 
Blo.yk' = yk.Hlo, 
Glo. V k' = Hlo. 


Daher ist überhaupt 


=: o_HVo__G&lo __ s'Vp 


Aufserdem ist Bun 
svVq 


Diesen Gleichungen leisten wir 


auf die einfachste Weise Genüge, wenn wir die beiden CGonstanten y und y’ 
so bestimmen, dals 

Go=1 wd Gfo=1 
wird. Hieraus folgt k Ä 
1. gvp=9:.V9 


Vierzehnter Abschnitt 8173. 355 . 
3 


| afER ; 
’= VW) nn: 


ven 1 2 

9 = Ver) = neh: 
Aufserdem haben wir noch die particulären Bestimmungen 
Alo=BIK=0 und Ao=1, 
Bo=AK=yk - Bo—yk, 
Go=HK=—1 - Gllo=1,. 
Ho =G6Gk—=yKk °- Se YE 
Setzt man noch in den Formeln (3.) $. 170. das Argument @=0, so 
erhält man. 


4, 


3. 


WK= yk.ek, GSIK = yhklek, 
BIKE“, SIK=0, 
$. 173. 
Die cyklischen Hülfs-Functionen der Argumente von der Form v-mK-Hnik. 
Setzt man in den Formeln (7.) $. 171. jetzt —u statt %, so wer« 


den sie 
| Al(u+K) = Blw, Gl(u+K) = Hlv, 


Bl(u+K) = — Alu, Hl(w+-K) = Glu. 
Setzt man in den vorigen Formeln u-+K statt X, so verwandeln sie sich in 
Al(u+2XK)=—Alu, Blu+2K)= —Bluvu, Gl(u+-2K)= Glv und 
Hl(u+2K)=Hlwu 
Hieraus folgen sofort die allgemeineren Formeln 
Al(u+2mK) =(—1)”. Alu, Al(u-+(2m-+1)K) = (—1)”. Blo, 
Bl(ut2mK) = (—1)", Blu, Bl(u+@m-+1)K) = (-1)”"#. Ale, 
Gl(u+2mK) = Glu, - Gl(w+(?2m+1)K) = Hlu, 
. Hi(u+QmK) = Hiu, Hl(u--2m+1)K) = Gl. 
Nach $. 170. ist Alu-tK) = eräKtu), Hlu, 
HSlu+K) = —er), Au, 
Blu+K) = ein, Sie, 
Glu+rK) = et, Blu, 
Diese Gleichungen können auch also dargestellt werden: 
Alu +iK) = i.0**t9, Hl(u), 
Hl(wi-+iK) = i.e0!#t0, Al(u2), 
Bl(wi-HiR) = ertätn, Gl(u), 
GluitiK) = et, Bi(wo); 


2, 


45* 
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und setzt man « statt wö, also —wz statt %, so verwandeln sie sich so- 
fort in die folgenden: 

Alubı:K) = vetk), Hl, 

Bl(utiK) = etw), Glu, 

GlutiK)= eK, Blu, 

Hl(u+i:K) = 2.0“), Alu, 

Da (K+W—W = 2uK+K? = 2K(u+!K) und also 


gu? 


sc KH W— gr = n(E K'+u) ist, so können die früheren For- 
meln, indem man zur Abkürzung X = 


3 


4 E 77 setzt, auch also dargestellt 


werden: 
AUlu+XR) — Hlu Slu+XK) __ Blu 
Rt Tut Teiutk)E 7 eur) 
DBl(u+K) __ Glu Hlu+K) _ Au 
ua = ur) ur — ne 
Setzt man also wiederholt «+ K’ statt vw, so entsteht 
AUlu-+2nK') n„ Au Alu+2nK’+K) __ n Hlu 
eier ud N" Di ; 
Bllu+?2nK’) _ Blu AR. Bl(u+2rK+K) _ Glu 
— elutzagar Bi Te Sr un TRufenKkiHRN)? zer” 
Sllut2nK) _ Slu d ShKu+?2nK+K) _ Blu 
—oNutmRna ur un TTeluhimRtR) Zu 
I(u+2nK) __ „ Hlu K(ut2nK’+K) Rn 
nd = (1. Zr und ne = (1) re 


und hieraus erhält man auf ähnliche Art, wie die obigen Formeln (3.) 


hergeleitet wurden, die nachstehenden allgemeineren Formeln: 
silut2niKt)?, 


are aa 
Alu+2niK')e * = (1) Alu.c®, 
5 ai zu 
A. Bl(u-+-2niK).e ** = Blu.c, 
se(u-F2niKr)2 En) 


Gl(u+2niK').e **. — Glu.ce®, 
ut 2niKt)? ur 
Hl(u+2nikK').ee *"" = (—-1)*.Hlu.e, 
und noch die folgenden: 


Muhr? aus 
Alutln-i)iK).ee WE — jet, Hla,e®, 
turn +)iKt)? nur 
Bl(utn-ti1)iK)e Ra Glu.c®, 
5 } zu (Qntn)iKr)? zu? 
Gl(u+(?2r+1)iK’).e °%%* —HBlu.e“, 


nıtu+(2nH1)iKr)2 tur 


Hi(u+-(2n+1)iK).ee = dt, Ale, 
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Durch eine. leichte Zusammensetzung der Formeln (2.), (4.) und (5.) er- 
hält man die Ausdrücke der cyklischen Hülfs-Functionen eines Arguments 
von der Form um K’--niK’ durch Functionen des Argumentes ı. 

$ 174. 


Reihen für die natürlichen Logarithmen der hyperholischen und eyklischen Hülfs-Functionen 
des Argumenhtes x. 


Nach $. 53. des ersten Theiles ist 
log(1+2p &059 +-p°) 
5 2n2 2p® 2p° 1 
= 298650 —z- 80826 +7-60830— Z- 80840 + —ete, und 
log(1—2p &osP +7?) 
= —_ 29 E50 — 7 60829 — 7 &5 39 — °F &os1p— — etc. 
Entwickelt man hiernach die natürlichen Logarithmen der Factoren des 
für Al’u in $. 170. angegebenen Productes, so erhält man 
logXl’u = log(?y'yYp.Sinn'u) 
— 29° Cos2 ug Eosägu Eh Cos6ylu— BT Cssyu—un. 


nt u 9924 9932 
—2p° &os2y'u —-Z— Cost u -E— Cos6yu—-E— Essyu—.... 


— 2pR Ss -B— Cosdg u Cos6yu—L- EYu—. 
— etc. \ 


Die einzelnen Verticalreihen lassen sich summiren. Es ist 
4 


"+P+tp®+p"..= I 
und summirt man hiernach wirklich, so entsteht die Reihe 
1. log Al’ = ge vPp. Siny’u) 
or &os2 uU, z ; Cosdn'u—; i ir Sos6yu— re — Cossy‘ 72 
Es Bi so findet en die Reihen 
2 A n— log (29°. vp.Sosn’u) 

4 ıp 16 
# Cos2yu— 2 me Sosdy‘ Un, en 5 Kos6yu— True aa. 5 260 
- dl he — logg’ 

8 
+ 7 sr! in - Cost’ en Cos6r/ u kosyutn- 
4. logSlu = logy' 
/ ‚rn 3p® IP? 8 / 
u — Soodn ran: - &086 7’ u— 1, 80689 un 
. V(kk V(kk' OR... 
in welchen g’ = ve ur IR also logy’ = log ve N se #5 ist 
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Diese Reihen haben einen hohen Grad der Convergenz, wenn der 
Modul % wenig von Eins verschieden und das Argument u<4K oder 
loch nicht >4XK ist; sie lassen sich auch wie folgt darstellen: 
log l’u = log(2g’yp Sinn‘ u) 


/ 
. Cos2nu p! GSos4n'u _ p° Cos67’u pl G058y'u ® 
—P- SmonK 2° SinayK 3 SinoyK 4 SnöyK 
log Blu = log(2g’yp Sosn'u) 
Cos2y'u _ pt Costn'u ., p? Cos6n'u —E 608 817’ u 
.„ 0 Kax u A a ER 
5 HP 'Sin2yK 2 "kt: 3"Sin6yYK 4 "SinsyK Toon 
Ä log &l’u = 
od? ru ai 6084! u Cos6n'u Ki Co88y!u 
log + 2 Sin?yK 3: SmayKts 3" Sin6yk #'SindyK haar 
log u = 


log g’— 05 2yu Ei Costr!u Kran Cos6y'u {" Cos 8 7!u 
Sin2y’K SinayK ?'Sin6yK  *'SinsyK 
Ist das Argument «> K, so kann man Gebrauch machen von den Formeln: 

log Wu = log SU (K—u) + y(u—4K), 

log Blu = 10g Gl (K—u)+y(u—ıK), 

log Sl’ u = log Bl! (K— u) + y(u—4K), 

log Su = logAl’(K—u) + n(u—4K), 
welche sich unmittelbar aus den Gleichungen (3.) $. 170. ergeben und 
also die Functionen des Argumentes % auf Functionen des Argumentes 
K—u, welches <K ist, zurückfübren, 

Vertauscht man in den Formeln (5.) die beiden conjugirten Moduln 

k und A’ mit einander, zugleich #2 für u setzend, so erhält man für die 
-cyklischen Hülfs-Functionen, oder eigentlich für ihre natürlichen Loga- 
rithmen die Reihen: | 


log Alu = log(2g.y y.sinn%) 
an 002 u) I le. cos6nu ° .cos8nu _ 
1 En27K& 2" Sin4yK "SnonK 4 Sndywe nr 
loeBlu = FL Areas 


cosIyu g* cos4yu g®e cos6nu 8 cosdnu 
AL 2 AN 2 N + I Yu 7 + 


6 "Sin?„K 2'Sin4yK "Sin6yK 4 Sn Teen 
i | log Glu = 
cos2yu , „eos4yu cos6yu 1 cosdnu 
10894 Say, K 3 mt, m TI Sms tet 
logHlu = 
‚cos?nu En cos4 nu , „cos6nu  _cosdnu 


logie Sind,K *SnmK 3 SniyK Sn es 
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welche desto rascher convergiren, je kleiner der Modul % ist, das Ar= 

gument % mag <HAK oder >4K sein Es it y= Ver): also 
Ik) RX ’ 

logg = lat 4 )) = >70 I 


Zusatz. Ist in den Reihen (5.) der Modul zu klein, oder in den 
Reihen (6.) der Modul zu grofs, so wird man die einer Hülfs- Functio- 
nen auf die anderen zurückführen. 

Die dazu dienenden merkwürdigen Formeln 


log A’u = logAlu + De log &l’u —= log Glu + Euch i 
logöl’u = logHlu—+ da log Su = logBlu + 
können aber erst weiter unten in gehöriger Weise hergeleitet werden. 

$ 175. 


Reiben für die Logaritbmen der Modular-Functionen, welche nach den Cosinus der Vielfachen 
von 7u und 9°. fortschreiten. 

Den Formeln (8.) $. 170. gemäls erhält man für die natürlichen Lo- 
garithmen der cyklischen Modular-Functionen des Argumentes % und seines 
Complementes K—u die folgenden Reihen, welche aus den Reihen (1.) 
bis (5.) $. 174. blols durch die Subtraction gefunden werden: 

1. logsnu 


on nn 2p* Co52ı/u _2p° Cos6n/u _2p!? Cos10n’u 
1 Sin K., 3 "SinoyK 5. "SintbyK 7 9 


2.  logsne% 
ee I a, Gera nr 
= > Vk Sin 2y'K E32 Sin6yK ,. SinlOr/K Eh Sinih/K soo. g 


= log 


k’ 


\ 
3. lgamnu = ling 603 Ei) 
p* 


Cos27'u — Gos4rfu p* Cos6y’u Co587? u 
Pe "Siny‘K 2 KE m’ "Sinn K, 4 'Cos4r’K Bere 


4. logmeou = log (2 VE) a) 
NZ u, p? Cos4y’u _p? Cos6ny’u | pt Cosön’u 
P- Zink Zur) 2 Coyk 5 "Smart 4 "Cos4y’K “re 
vr ) 
2V p. Cosıyu 
+p Cos2y/u__p? Bin u „Pr Cos67' u it Gosöy zeuun) 
"Gy KK 2 Sol K T 3'Cosy KR 4 CochyK 


5.  logdnz = log ( 


an ....,. 
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6. logdocu® =log(?y (PA) Cosy/u) 
Cos%7’ u Ben: Costn'u _p* Cos6n’u ER Co88y! u 
—P Sr TE Tot a TR 


ea 2Yp.Sinn’'u Cos2y/u , p? Gos4n’u p? Cos6y'u 
7. kogiutge log ( Vk )+r- "CosyK +7 "&05%K +7 3 'Cos3YK Tre 


0ö2y/u pP? p® 
8. logtneu = log (7; ara" va ek: DJ at 
Diese Reihen convergiren desto rascher, je weniger der Modul von Eins 
verschieden ist. Reihen, welche desto rascher convergiren, je weniger der 
Modul von Null verschieden ist, werden aus den Reihen (6.) $. 174, her- 
geleitet, nämlich 


9. logsnz 
IN . cos2zu |, gq? cosdyu cos6nu , gq* cosdnu 
= log (2 V2.sinye) eh Cos7K! raue 2 'C0627K’ +5 3 "Co83yK' +7 4 "Grete 
10. logsnceu 


b 91/4  052yu 5, g? cosdyu _ g® cosbau gt cosdyu 
=1gg(? VR.cosmu 1-Sor tr 2’ Syke Some toner 


"11, logenu = 
iD gk’ 7 ) cos Iyu g? cosdnu g? coshnu gt cosdnu 
lo; (2y )-cosqu 4 ‚Sm t% SRÄTTITT TÄLER: "Snazet Snkten 
12. logeaucu = 
gkN ja eos2yu | g? cosdru _. eos6nu , gt cosdnuw 
log (Ye P )-sin u 1 Snk ar "SsyK 3 'SindyR Di Se te 
13. „os do u 
2 cos2yu 2 coshyu cos 1074 cos 14yu 
_ ! ET eres ee 
=logv kt T-SyR T 3 Sinögii 2 5 SintOyK Eon 7 Sina to 
14. logdocw 
cos ?yu 2 cos6nu - 2 cos1Onu 2 coslänm 


= EV ee 7'Sinyk 


15. logtn= log (° 


ang %) 2q9° cos2yu 29% ecos6yu 2g1°  cos1Oyu 
Var“ 1 "S©in2yK’ 3 "SinbyKk’ 5, "SinlOyK’ 


Ar N 29? cos 2yu 2g° _cosbyu 2g1° cos 1Onu 
16. logtne = log (*; Ari ur FT race Sets 5 "Sintögr ten 


Aus den letzten Formeln erhält man, indem u=0 oder v=K genommen 


K' . . . .. 
und 37.77 =v gesetzt wird, noch die folgenden partieulären Resultate; 
1 4 4 4 4 
gg Sinzı T Feind + senior ram re 


18. das ee Ar ee an 2 1 
n 57% 5 Somer 26052 T 3Sindv T ACsv T** 
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1 Det deu, 2dew Ye 


19, log =v—logit Go FT IC + 305% ts Torre 


' Det Ver 2er Jez'v 
BU ee SE Ton Fra tra tr 


| 2er SU De-7u 
21, logK'= logo Bi Sir er EISTETIEE Er rannte 
Die letzten fünf Reihen conyergiren immer rasch, da der Annahme ge- 
mäls v > 47 ist. 
Setzt man in der Formel (17.) statt des Moduls % den nächst grö- 
[seren, dem $. 168. Beh: so Kat man in der Reihe 
log I an 


k' e- aetee tee 


g* statt g una Cr ur - © statt k‘ zu setzen, wodurch man erhält; 


/ ur 
ua large ee an Feng m ter 


Setzen wir noch gi statt g, also dem $. 167, gemäls - u. E statt % und k=sind, 

so ist | 
I+itansO _ _4g_ el 

oe Vans = I te 

Die vorstehenden beiden Reihen können wie folgt einfacher dargestellt 

werden; 


; Er e 1 
2. 309- nn, Tann tTzenmn Fran t- und 


1 1 1 1 

’ al ee are. Se en eye RER Tee Erg —.09 

23, 2 — Co5v 3G053V + 5ß0o55v 7%057v ih 
i KR 2. > 
Hiernach können also aus der Größe v— 47.7 die Quadranten X, X’ 
und die Moduln % und A, wie auch $ = arcsin(k) bequem berechnet 

werden, 

Soli umgekehrt » aus dem Modul % berechnet werden, so dient 


dazu die im $. 57. gefundene Formel 


I 3VYRN\ 1 pop a Bo 2 L 3 10 Ms 
= 108”, = 108 () r@log,, TB gr Tale, +... 


$. 176. 
Reihen für die ersteu Differenzial- Verhältnisse der natürlichen Togariihmen der Modnlar- 
Functionen des Argumentes z. 
Differenzürt man die vorhin entwickelten Reihen (1.) bis (8.), in- 
dem man w als veränderlich betrachtet, so erhält man die Formeln: 
46 
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1 a En El 
ee en N enIork + enter 
an a rn 
up" Ey... 
en a a 
18 en 
57 Banu snou = 7 Tanga un pn +20 7“ Pk 
u rt 
6 N Catalu Hp. a +27 (De 
Ha + 
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$. 176. 


deren Convergenz desto rascher ist, je weniger der Modul % von Sa, 


abweicht. Die Formeln (9.) bis (16.) $. 175. geben: 
en sin2n7u sin&»yu sin6 7, 
LE. non N OO N CosyK Ing. CK! i TE 
Be Ing: sinönyu 
IT? 
encu __ | sin2yu sind yw sin67u 
Pr, cawııy, MARBNETT SUN: Co57K’ ang Go27K ich 53, K 
sinsnyu 
3° Ing”. Far en -- ....,. 
snu _ sn?»yu sin4nu sin6 > 
9 N tan 1 RRIRR Sin 7K BE 60527 K’ mag. SIETZ 
sinSyu 
Ing. SE rn, 
sncou__ 7 sn?yu sin4nu sin6nu 
10. au SO TEN Sin en re Cos2yK’ EI Sin3yK' 
sin8yu 
RAR Cos4 Rt EINEN 
7 . 
ee en sin2yu +4 sin6nu | sinlOnu 
: 1- SinyKı T IN Snonkı F + Sini0yK’ 
N sin14 nu 
4 47 . : ET - ...o 
" Sini4n7K‘ ’ 
1  } » Sin?2yu g sin6nu 10) ‚sin 1Oyw | 
12. Snu.sncu sin2yu Hg Tan, tg "SindyK' rang "Sin107K’ Te 
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h %..17% 


h 1+t “ } 
Reihen für VE. wenn 2 eine yon den Functionen snexu, enu und dnu ist. 


Nach $. 32. a, ist 


dnz — enu dnzv + cnu 
tu = u d eonlu= ——} 
RAT 1 dan ö 1 dan ? 
daher ist 
enc+u __ „‚/dinu—enu __ „/1—sncu 
eon4u ° "dnutenu ° Fi--sucu” 
3 i 1 — cnu u 1+cnu 4 
Ferner ist sn4u = Y_——— und sne3u= | —, und hieraus folgt 
1-+dnu 1--dnu 
sn4z Be ehe 
snctu 1--enu’ 
Aus den Formeln sntu = 1TeM% und ksnchu= Ve setzen wi 
% N ea 1+ duu 270 VY1—ou Dur 
zusammen; 
1— dnz 
ssnlu.snelu = U ——. 
ksnl u.sncH ee 


Werden diese drei Formeln benutzt, und setzt man in den Reihen (1.) 

bis (6.) $. 176. noch 4u für z, so erhält man 

Ii+sncu__ Inf Sinn’ 1. Sindn/u Sinsntu 

/ 422 LEN —/4 10 

Keiie i—sneu Sinyu MP. Sn’ AP Sinöy’K P”. "SinIoyK 


I—sneu__ Siny’u Sindy’u pr. Sin Sind’ u 2 Sin7y'u 
/ nal ‘ > NEE 
2. k Vz snoun  ı® Sinı’K ann Ste “Sinti Rt er. Di 


x A—enu .__,, y'u , Siny’u 42 Sin?y/u pP. Sindy’u 
3. VIE nu — N ‚Zangz -- 2 P- "Siny’K + 2'p P > So! K +2 "Sinsy’K 


+ 21'p a Sind’ u ae 


"Cost! K 
a. Virzy. Go ln A a rn 
a Rt 
5. ln Bang ap DR NV ak 


„a Sind’ u 
ur SA K Tees 
Sinsy’u 


1-4dnu N u 9, Siny’u na Sin?y’u 2) Re, 
6. %k Uran 7’. Cot 5) +. NR: GyRt "GshrK 


1—dnu 
2,3 Sinty’u 
+24} ”". Cost’ K as 
Auf gleiche Weise erhält man aus (7.) bis (12.) $. 176. die Reihen 
46 * 
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4. 1+ sncu __ 7 sSionu „ sin?yu sin3yu 
2 "vr 1— sncu y ct ng: &87K Bee 219* "Cos2n7K' ITTEITR 
| a a EN, 
3. ee ng ag ae N a  Erasn 
+9 teen 
a 
net 
100 Ve nt a ar TE Garne +2 Ska 
N een 
1. gl San en 
| a hun 
12. K. (an ee as: ie tie ng m 
sindnu 


10 
+4 ng Snlmki te 


Es ist nicht zu übersehen, dals 


Ver =tang( I7-+3jamu), Fer — tang(}r + Fame), 
Maren —=tang(17—Lamu), ir an =tang(47—lamcv), 
hizene —= cotangjamı, ee — cot} ame, 

| = ne = tangzamuy en = tang Lamew, 
am =oonzom(eu zn),  VrFmen = eottam(kK—m 7), 
-- I —tangjam (kr), er = tang am (k(K— u), 7) 


und dafs also die vorstehenden zwölf Reihen auch zur bequemen Berech- 


nung der Amplituden dienen. 


Die hier noch fehlenden Reiben finden sich 


in $. 180., und in Beziehung auf sie fügen wir noch die Formeln 


I4+-ksnu 
1— ksau 


‚= fang (ir-+4am (ku, ws 
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1— x snu 


ER BEITRETEN) 
1+ksneu au tang(}7 F3am(k(K—u), N; 


1— xsncu 


Vize = tang(ir—jam(k(K—u), 4)) 


hinzu. 


$. 178. 
Entwickelung der Modular- Functionen der Argumente u und A—u in Reihen, welche nach 
Potenzial - Functionen der Vielfachen yon nu und 7’u fortschreiten, 


Es ist 
| En sneu 1—sneu k' 
12% neu _ 
Er — secu t4R 1+-sncu cncu und 
HR snc 4 1— sncu 1 
11 RE ET? Dad! = Rei — —; 
3h VE — SnCu +Kk 1-+-sncu A tnow tnw? 
1-+ cenu I conu y!Iteon u 1—cnu_ 
? 1— cnu 73 1+ cnu cau snu und = VE 1+c enu = u? ; ferner 
I+dnu ı1/1— dnu 1 
? a 1+-dnu ° ksnu und 
} 1+dnax 1— dnu vr duu __ k' w 
1 du 1-dnu” ksnu , kb cncu” 


Diesen Formeln gemäls lassen sich die Reihen (1.) bis (6.) $. 177. auch 
wie folgt darstellen: 


Bi REN _ 2m’ __Sm'pt Sinny’u _ 8m/p!? Sinsyfu Sn’ p?? Sindnfu 
cncu tnı  Shryu u 1—p* 1—p!? ET 


K 1 __ Sy’p? Siny’w |, 8n'p* Sinay'u , Sn’p!’ Sinsrfu 
Ge a A a a Ta Farre 
woraus man len ae und pe on 


k 47 Dre / 
I = An ir » Siny‘ ATES Fern AP” Sin5y Ute; 


1. N er A n'p® BR r er Ep 
Be Sr im „ Siny’u— ; Sininu— ; _p 78 Sins‘ U— u. 
Ferner geben die Reihen 


1 ERBE ir 
un y Cut = z Sinn'ur 


En Sin In’u 
sie Sindyu— +... 
nn = y'Tang + Sinyu+ Zr? Sin 3y’u 


su u 
FEN Sindn’ut.... 
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I 


durch | PL 


1 \4n/pt 
gm ln = Shıag er warn ee ans Sind ut 3 Sinöy/ Uhren 


Durch Subtraction erhält man dieselbe Reihe für _. wie vorhin. 


Setzt man in den gefundenen Reihen + 2K’ statt u, so verwandelt sich 


k' dnu. keanu 1. . dau 15% 
—— in —— und — in%snz; daher haben wir noch, 


cncu snu Zu. 
weil sich n‘w sg Nutltrt PET die drei Reihen 
4 kZenu= BR." BER: &o8 ZT BE: UP € 3 / 4'p!° z 
. v Seel 603 u 1-+-p? ‘ N Bel 08 N uU— 1+p1° Eos Ry) u+ —o. 
er 7 ee : Au? 
5. dr Cosn u m Cost = Cos5yu—t.n., 
6. ksnu= Sangpu— 12 z - Sind‘ ut er p  Sindy’ PR: En — Sin6y' ut —.. 
Setzt man wieder e”=x, so kann die erste Reihe auch also dargestellt 
werden: 
k A 2’ a 2 7 2n' 


er en 


2 Sn ” 
und da x in A übergeht, wenn K—u für u gesetzt wird, so hat man 


encu = ne 2 


k _ı .2fp& 2y'p 4 2’p® 2y'ps x 

ecnu ey 1+p? tim la a 1+p:% 
a2 p? % 2 up 
"Ip: "1-+p 6 14p10° oe... 


Substituirt man die Reihe 
2 px 
Fe = Wpet2YpP+rnpPertrtnpPae...., 
und bedenkt, =s 
ut ae" 2y'p? x Ms 2n7'p& 2y'p? x° 2n'p®a® 
HN ar a i+p?? ei A+p° wa 
> Be  2yp3x> 
27 P& 1+p'° Kae 14p!° 
ist, so hat man 
KK FREIE An’p? 4n'p® 
Dei, 2% Con NEL Le - Cos3y’u+ Ipi8 Cos5n fur, z — Co ya ın.. 
Ganz eben so ee sich die (2.) und (3.) in 
1 p3 
= ap p „ Sin nN re 2 Sind ur. P Sinsn' 


* tneu —p? = 


1 
2 Se u + Fear Eos? ut FE Gas ;4n’ ud SS 


‚ u.3w 


“.o..,-. 
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und substituirt man noch #+?K’ für w, also u +47; für n/a, so ver- 
wandeln sich diese von Reihen pn 


10. Acncu chen Ir: a Sins u 377 Sign! ha jr Sin5r u 
 Sintyut—., 


Sehen m 
1l. dacva= a  Sosy u — PT Cos5y u 
a? re BERN, 
12. Asnu=y— Feat Cos2yut tb osinu— Cos6n'u 
1 a Cssyu—t... 


Vertauscht man in den vorstehenden Reihen die beiden conjugirten Moduln, 
also auch ? und g, n und 7‘, indem man zugleich u? statt setzt, so er=- 
hält man Reihen für die cyklischen Modular- Functionen des Argumentes %, 
welche nach cyklischen Potenzial-Functionen der Vielfachen von 7% fort=- 
schreiten. 


$. 179. 
Uebersichtliche Zusammenstellung der einfachsten Reihen für die eyklischen Modular- 
Functionen. 
Die vorhin entwickelten Formeln geben folgende übersichtliche Zu« 
sammenstellung: 


2ysinyu ,„ 2ysinsyu‘', 2nsinönu , 29 sin/nu 
1. knu=z;,, „K' res Sin3yK’ :z Sins, K’ S2 Sue t ....,g 
2, ksncu— 2r,cosyu  2mcosdnw |, 2ncosönu 29 C0s7nu 


EinzK SindnK ! SinsyK’ Sin’yK ale or >95 
Sind u Sintnu Sinbn'u 
2 q 7%, 1 76 
Co32n‘ Kr2np "Cos4nK' . Teer: "Sonkt 


3. ksna=ıTangyuw— W'p”. 
an’Sos9n’u , 2’ Cosdinu an! Cos6n'u Eo36n’u 


—oiL ..,: 


an’ Cossn’u EH58n’u 


4. ksncu= NK -f Tom K  GCoöönK I —— Ger — -yasıy 
. > ra tag a te 

6 Sr Ir Ge 4 Sm er =, ee 1] Seh — teen 

Rt = ij Fang u +2yp' a +2p! eat +4p° " GorK u 
het Bee Tanne te 
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ee ee Fe en \ 
10. ku = = — a Tr ee ne — ,.. 
11. kousg,,, ir: Rt? np: rk m at 2 
‚&i u 
a A 
A Ki. 210: E 2 En ai zu 
15. u” Hr 4 en "E arcamı. nina 
16. ent? NP: ae: ’p°. m. te 
17. dr en + ee + re + 
LE 
1. na Bm ra 
20. “near *ylae ara Bram Degen, 
21. Autnou= 9 tangyu— Ing. he + Ing mt re 
+2 d. a — Fer 
22. k.tneu = n cot a Ing’ rs zb BER 
— u. a ET 
2, Ken = yet apa yet ayeiwre 
24. k mug, ok ip Sure M x en 72 he 
‚Zusatz. Aus den vorstehenden Reihen erhält man, co wieder 


ne 


jr. Z =v gesetzt wird, für v„=0 md u=K die folgenden particus 


lären Reihen: 24 


5 Keil tr  enrteo):; 
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2 2 2 2 
ER BEP len bu Wet, RUE £ 
26. K=v (Hntontontunt-) 


2 
27. k.K=4r(,— tan nt) 


rn — 1 
23. AR= 10 + 583 KoL +asse +7 50677 = ar 
AM KR ie ae} here ee 3 
29. KK= I (1 . rt; or unter en +...) 
2 eV Dev 2 eV 2er V 
Fein Sin3v iu nat 


Det | Del De ) 


31. Kim.» + 2 


30. yr(1 
| 


En Ems nur” smt 
a Yemv 2 eV Ye-'v 


a EB ae 5, Trüne Geh? 87277 te.) 
$. 180. 


3% kiK == 47 1— 


; x fit j - 
Reiben für irr’ wenn 2 eine von den Modular-Functionen snu, ksnu, ksneu, emcu 
| und due ist. 
Es ist 
14 snu 1— sn RK’ 
Kuyit = — +ktnu ud KV = — —ktnu 
1— snu enu 1-+ snu en u % 
.. a/ Ak snu ‚ y/1— ksnu 
Klin dncu-+ kcencz und X‘. ae re dnca — k enceı, 
1+-ksncu — ksne 
k. u nn > Inu +keonu und M. an an . —= dnuw — ken, 
1+ eneu Ing } 1— encu 1 ? 
= encu or + Alta. und Ifoeu  sncu Ktou, 
7 (+ dnc u PR: et Perla ae) EM 
"Y1—dncu ° snacu ! enu 1Hdncu ”° sucu cnu’ 


Daher erhält man die gesuchten Reihen leicht durch eine Zusammensetzung 
aus den vorigen Reihen, nämlich: 
1. % 1+-snu An! Siny/(K-tu) An’ 47 Sindn‘(K--u) # 4‘ Sinön‘(K-+u) 
N iu — "Sn K HIT So SinöyK Sin107’K 
| Ay! Sin7y‘ Ku) 
Bu Sin 147 K Be 
‚ı/I—snu 4,’ Siny’(K—u) 7’ Sinsn/(K—u) 4 Sinöy’(K—u) 
2. KR Viren y , SnıyK Be -  ShrK + Ten Io, SintofK 
| An! Sin/y’(K—u) 
eK 
3, kr I+ksnu _ 4,' Cosy’(K+u) SEELE NEN 47 Cosön(K-tu) 
a a  Sin/k,, Run SinärK "Sn K 
4‘ C08717'(K-tu) 1a 
 TeninKkı 
47 


er 
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a I—könu_\ 4n'Sosn'(K—u) _ 4n’Co837/(K—u) ber. nun 23 An’ Co85n’(. Go Ku) 

N THRsnu Sin?’K Sinby’K Sin10y’K 

4n' &087n'(K—u) 
7 SinthyK Me 

sch“. f+ksneu__ 29, Y'p? Cosnfu __ In'p* CosInfu | An'p!? Cosöntu_ Ei 

h 1—rsncu — Gosyu "Sin K Sinßy’K Sin10’K De 

‚ /Iksnou __ An’ Cosylu __ In’ Cos3nu | Am'Cosäntu _ 4! Cos/ntu 

6. k\ non + Shiork SintoyYK  SintayYK Ka 


41-Fksncu Siny’K "SinsyK 


{+ cencı In’ Sinn'u 27’ So82y’u 27!" Sindn/u 27’ Eos4n/u 
q, ve = ET en 


Sin’K G052/K Sins K E05 4’ K 
In’ Sindy/u 
Teeny Ten 
8 1—cncu __ ,__2n' Siny/u a 27’ Cos2y/u __ 2! Sinsn'u I NE 27’ Sos4n’u 
5 i+encu SiıyK ! CK GSindyK | CohK 


2% Be 4 —er]n., 
Sind’K 
9. Kk. yırder _ + 21! Cosy'u i L 2n' 0827 Co827’u Mine: ner eihe In! Cos3n/u 21,’ Sos4n’u 


1— dncu SyYK Gs27’K "Co83y KK 1 God K 1 20 
10. % t—dncu __,, 20’ Cosn/u | 2m’ Co82y/u 27’ Co83yu N 2n'Cosdnfu hi 
rhrfdien Cs Y/K Co" K Cos3y’K Cos4YK die 


Ganz eben so erhält man Reihen für dieselben zehn Wurzelgrölsen, 
welehe nach Potenzial- Functionen des Arcus 1% und seiner Vielfachen 
fortschreiten. Dieselben Resultate findet man aber schon dadurch, dafs 
man in den Formeln (7.) bis (12.) $. 177. K—u statt vu, also Ir — nu 
statt 7% setzt. Daher geben wir nur noch die folgenden Reihen an: 


I+ksncu 2ncosyu | 2ncos2ru , 29 cosInu 
k' — 74 -; ‘ - 
11. "NT ksneu 


2» cos4nu 
a re ar 


&087K’ 80827 K’ S0537K’ Gos47K! |" 
\ 1— ksncu 27 c081u , 2nc0s2ru __2mycosiyu | 2ncostyu 
‘ —— u Zr ——,. 
12. K. VE kmeun 1 S37K Ts 8052, K’ Gos3y RK’ Eu Co847K' Hm 


. P° i— sneu enc:u 
Zusatz. Es ist nach $. 32.a. V-— —— = 2 


14+-sncu  centu ? also 
Vize: _ en(#K-+3u) 
1+snu en K—}u)? 

Vz Kae — Ylzk 14+ksn?zu us Le Aneen 1— ksntusnc}w. 
1+ksnou 14+x"1—ksn?}u 1+-ksnu 1+-ksn4usnctu? 
1— cenu __ sn$u N — ancu En en K-}u) 
i+en« suc}u’ ib ie enc u sn($ sn K+ zu)’ 
ran = konjusnc} iu, also =hnd K— u) sn(4K+ 30). 


Hiernach können die vorigen Entwicklungen auch noeh auf eine andere 
Art dargestellt werden. 


2 
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$. 181. 


Reihen für die Quadrate der Modular - Funetionen, 
Nach $.179. Formel (1.) ist 


| sin (2 +1) | u. 
ksnu = Terre === 4.8 ar sin (24-+-1)yu; 


daher ist 
a R ai le 
Kanu = 167. N der BR sin (24 +1)yu.sin (2ß +1), 
und da 
2 sin (2% +1) nu sin(2ß au re cos 2(P — a)yu — 0082 (&+-P-H1)yw, 
so ist | 
20+284+2 
Kanu 8. S Hemer cos? Fan u 
gat2f+2 
84 (1 ge#3) Fe) d- PR) cos2(a--Pß+1)n%, 
und es hat folglich die Reihe die Form 
1 2 3 n 
RP sn’u=y(A+A cos2yu +A cosdyu -FAcosbnu ++... A cos2nyu + ..,.). 
Der Coefficient A entsteht aus dem ersten Theile der vorigen Reihe, wenn 
man ß=« setzt. Es ist 


Sq 40-2 8q ”s 
4A = S de geat2)2 = a Fee Hate +. .o..j 


also 
2 2 2 


N nee Wallis EI Sana an 
4= zu, t wK tenet mt" 
Zu dem Coefficienten A flielsen drei Haupttheile zusammen, da n = 
+ß—o, n=—P—o)=a—P undn=a+Pß-+1 sein kann; da aber 
cos?!(P —a)yu = cos?(a—P)nu ist, so sind die beiden ersten Theile 


gleich. Es sei 
Fir 8 gret2p+? 
er rear 
8 „?°+2P+2 
= Sc 


d— A- PH) gRR) cond. a+P+1=n, 


cond, B—ıu=n, 


so ist der Coefficient A = 2P—O. Es kann P, dinihınß=n+u 


ist, so dargestellt werden; 
8g 2n+-4a+2 
P=S8 Terre U und 
* gg 
0=S8 Ger) ge). 


y 


47* 
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Der Ausdruck für P ist eine unendliche Reihe; der Ausdruck für © ist 


geschlossener, da 4n— 4a —2 positiv sein muls. Es ist 
ar A gene hi ge +24 EM ger ) 
I . gt«t2 1— tea (1— Fo (1— gentic+2) ; 
gentte+2 N 1 ger ( gte+2 Hs ner ) 
(— get? ) (1— tat?) ur ge 4. ger d.n- er 9 


s a dh 1 gerat? 


ger 1— grtien)* 


oder 


P=,T 


Lälst man nun die sich aufhebenden Glieder weg, so erhält man den ge- 
schlossenen Ausdruck 


8 ER en "yon 
?’= 1—g" 1—g? en ner a u =} 
Ferner ist 
er et da 
a 1— ger? Po 1— gernie=2 +1 — A1- PR) A— grey) 
und also 
g’r 2 gr ar Ben . 
(dd gt+2) (1 — grtte+?) ar 1 gg" Pr gte+2 ara 1— nie? + 1 


Zerlegt man hienach jedes von den n Gliedern des Ausdrucks Q, so er- 
hält man 


8”g ar 10 a 
0= et an ie Hude kr; 
es ist mithin 


—8n An 
Ä= TE = 
Multiplieirt man die Reihe für A’sn’u mit dw und integrirt auf beiden 
Seiten so, dals das Integral für v=0 verschwindet, so erhält man, da 
nach $. 64. [Esnu.3u=u—elu ist, die Reihe 
1 8 3 
u—elu = Aut 27 sin2yu + Zeindygu+ sin6yut.... 

und wird bierin u=K, also elu=E gesetzt, so fällt der periodische 
Theil der Reihe weg und es bleibt bloßs 


A 
K—E = GR. 


also 


Es ist mithin 


E __ 4m)? 2 2 92 ) 
1-7 a K: (8 + ©Sin?3 nK‘ + Sin? ön7K' -- eo... und 
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E  Ay?cos@yu 8m? cosdyu 129? cos6nu 
2 pa 2 m a nn m mn m 
1, Fnu=i K Sin2nK'’ Sin4nK’ Sin67K’ 
_ 169? cos8nu 
Sind„K’ 
E , 4m? cos2yu | 8n? cos4yu | 127?cos6yu , 169? cos8yu 
2 dıu=— + ——r 4 —_—— re + — +... 
K Sin?yK‘ SintyK’ ! Sinsyk’ TSinyK 3 
E 40? cos2yu | 8m? cos4nu | 12m? cos6yu- 
Da ir Er SODAUE 
s. Kung kt Sin7K T SinäyKt TS 
16? cos8nu 
FH + ..o. 7 
SinsnK‘ 
4n? c0s2yu __ 8m? eosdyu I ERBORN 1272 cos6nu 


.»..., oder 


S 


4. Radu=1- + Ga — "SintyK Sin 
ee ee te 
0 Ba ee 


16»? cosönu 
- "Sindn7K‘ HH. 


Zusatz. Erhebt man die Reihe (9.) $. 179. zum Quadrate, so er- 
hält man für das von % unabhängige Anfangsglied die Reihe: 


E_ 1m _ 2 ECRe ke 
or Fr der SGsr7R T Genre LMSTELTTZ u) 
Erhebt man die Reihe (17.) $. 179. zum Quadrate, so findet man 


u N 1+ 0827 KT Cosa, T GR 4... . 
R K' 
Setzt man also wieder 37.7, = v, so hat man 


ED = 2 2 
7. K(K—-E) = (dm. (m v Ar Sin?3v an Sin?5v mi Sin?7v Tier )» 
2 Da 2 2 2 2 2 
8. KUNTRIR) Zr rs AB 0523 v gn Co325v g. 605? 7u A ): 
9 KE= Gr). (YHstıntomtaut) 
Werden die beiden Gleichungen (7.) und (8.) addirt, so erhält man 


86052v ,„ 8E056v 8&0510v ,„ 8Cu3l4v 
[a2 2er 2 A 
10. K.R’=(Gm) ten ten Sin: 100 T Emil et 


Weiter ist, wenn (8.) von (9.) subtrahirt wird, 

1. BR + tan mt 
# Cos?v ! Eos? u  Cos?3v ! ECos?4v v5? dv 

Aus (10.) und (11.) erhält man endlich durch Addition: | 


> 


’ 


a 
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N N 2 2 2 2 2 
2. ententnten trennt 


u 


also 
nee 2 5 2 21: ERBEN WER 
13. K= vllt mtr tomntnmt 
$. 182, | 
Nach $, 62, ist 
1 Ei * 0? log. snu KEN u ö° log cnu 
a, = Kanu - ——, und m, =-Kau— Zu 
Es ist ferner 
Ologsnu _ enudny _ „, nu - 
ou‘ Murnau Aus onge 
HN i sin2nu q sindnu g sin6yu 4 Sindyu 
OO Tr 0 N ae 
also 
O?logsnu __ m? cos2y7u_  g,2,2 cos4nu _ 192,3 Cosbryu 
Our Tan 79 GoönK ul "S27K 7: "&0537K 


Bel 2.gh, cosbnu 
167 g. %847K' ———.. 


Wird diese Reihe von der vorhin für k’sn’z gefundenen ee so 


entsteht 
1 2.2 0c0s2yu a,, cos4nu 
ee ar nu wen "Sind7e NIT SnayK 
26, cos6n7u „2, _088nu 
j 1274 "Sin6r,K = I SinsyK 
Es ist 
__ Ölog nu _ sau 
ou SNC u 
sindyu ,. sin 49 u sin6yu 
= ntangyu + 2ng. Sin, +2ny 37, R + Ein37K +. 
also ist | 
__Ölogonu 7? cos nu cosbnu 


Wird von dieser DR die Reihe (3.) $. 181. subtrahirt, so entsteht 


’ Eine 2.2 cos?yu 2. cosdnw 
am cn? u le, fi; rn +4 "SintyK N "Sin4nK' 


—o0 198. 


; 


7 2 gosänu 3 
du? costzu ish SinyK' rag. 0827 K’ +19, "SinäyK‘ Bi 


} _cos6nu 
+12. "Sinö7K — Hi. 


Es können diese beiden Reihen auch also dargestellt werden: 


LEE a cos2yu  g.2, c0s4nu 2,5 gos6nu 
Me Satan der A 77777 1 GER 
& 1 


——uuny 


„ c0s2yu 0.2 a, cos4yu 2,5 gosbnu 
tnc? RR + cos? ra ng "Sin?yK‘ Sn g9° SindyK‘ K'‘ +12r G « SinönK’ Ten 


Hi 
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woraus erhellet, dafs die eine Reihe in die andere übergeht, wenn RK — u 
statt © gesetzt wird. 


er man in den beiden Reihen 
"cosimu &m?cosdnu 12m?eos6mu a 


2 Zara NEE IF LER 32 

Ksnc’u = 1— g Pr EN SindnK’ Sin6nK’ SinsnK’ Be 
4 g cos?yu o,,  cos4nu 
snc? u =1-7 + a: Yu 49 "SinykKe I. Sina yK' 


9 cos6nu _ 
Tagen 
die beiden conjugirten Modaln mit gie indem man u? statt setzt, 


so erhält man die beiden Reihen 
E' , 4n'?60827’u 807’? 60847’ en. 127! 2 Cos bu u 


4, dez=1-— X "Eh kK Sinyk Sn KR 
v2 
En A 3 ee 
A FEN nk 
| +12" p". a 16n°P- en 


welche desto rascher convergiren, je mehr sich der Modul k der Ein- 
heit nähert, 


| $. 183. 
Reiben für das Modular-Integral elx der ersten Art, welche nach Functionen der Vielfachen 
von zu und »7’u fortschreiten.. Ausdruck der Modalar-Logarithmen’ durch die. 
Hülfs - Funetionen. 


Multiplieirt man die Reihe (2.) $. 181. mit dw, so erhält man 
durch er die Reihe 


Insi sin Inu 2nsin dAnu 2nsin6nu | 29 sin Syu 
® U:-2= "eo u r ers 53 For ! sro. 
1. el en Sin?nK’ H Sin4dnK’ Tin Sin6nK’ HE Sinsr7K’ as al 
E 2ysindyu 2ysinäyu , 2ysinbnw 2ysinsyu 
u lt a le a a a  iin.. 
2. e K + SinmK SintnK‘ z SindyK’ SinsyK' + 


Integrirt man die mit 9% multiplicirte Reihe (5.) $. 182., so erhält man 


Er EN „ n 1.2 Sin2y/u je Sinty’u 
3. elu= (1 ut Zangy'u +2n'p Sin2K — np". Sir 


Sinby’u Sinsr/ı 

9 6 Y / pP. N BIN 
F2Fr: Er Sn t Bit 
und integrirt man die mit — dw. d(K— u) multiplieirte Reihe (4.) 
$. 182,, so entsteht die Reihe 
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4. elcu =E—(1—-) u — 27. Sin 2ry/u y' Sindy’u __o,, Sinby’u 


"Sinayk T N ShK 1 SinoyK 
‚ Sinsy'u 
+29 Snyk ter 
Multiplieirt man die Reihe (1.) mit 0%, und integrirt, so entsteht 
RR u? __ _e0s2yu Di cos nu EAN Ben... cosenu 
K'2 SinnK  *'Sin4nK' Sin6nK‘ * Sin87K’ < 


wenn man die Constante der Integration durch A bezeichnet. Da nach 
$. 174. 
logHlvu = EI En Lo. —4, 


cos6nu 5, cosönu 
SinsyK’ #'SinyK *""" 
ist, so ist Im =2. 7 “ LA—logg -+logHlu. Setzt man, um die Gon= 


stante zu EG er o, so hat man Imo=o, logHlo = log YF#', 
also o—= A—logg-logyk‘, folglich 


Eu? 
%. Ilmu= x, tl (2). 
Wird in dieser Formel K—u statt u gesetzt, so hat man, da HI(X— u) 
—= Gla ist, 
Gl 
6. Imcu = IEK — Eu ii x: .4u° + log (u). 
Wird die Reihe (3.) a du multiplicirt, so giebt die Integration 


kur „ Eos2yu _pt Costy/u 
Imz=B+(1— 2 )-5 —t+log&osy'u+p. - Sn I’ Sinti 


p° Cos6nfu _ R 
+ FEnorK Teni 


und da nach $, 174. 


8082 7’ u * Rost 
log Su = log(2g'vp.Cosı) Hp Rn Tun H7R 


p?° Sos6 u 
rg Sin" K arte 
ist, so ist 
Imu — B— (log2g'vp) + (1— — ).5.+1og®l'u. 
Setzt man, um die Constante B zu bestimmen, =, so hat man, da 
Blo=yk' ist, die Gleichung o = B—log(2g'yp)+logy%k'; folglich ist 
E'\ u? Bu 
7. Im = (1-5).5 +le(T)- 
Setzen wir auch in dieser Formel K—u für vu, so ist BA—v) = 
eriak—u) Gl’u, also 


log dB (K- Wr A— u) +lg 6lfu- Zr nr = — (Ku) — Sr +logCl’u, 
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folglich 


Imeu = (=). ala 


(Ku? nn ur Su 
Far 3 "ae rio ByYr" 


oT E . . . 
Da aber BIT = t%71; 0 reducirt sich die Formel auf 


ana T ur, le ger) + los (vr); 
oder endlich auf 
ine = nal) le) 


Zusatz. Die Formel (7.) wurde hergeleitet, ohne die Relation 


Bi . 8 } i 
ter! SnR anzuwenden; wir können aber diese bei Herleitung 


R Formel (8.) angewandte Relation daraus herleiten, indem wir = K 
setzen. Dadurch entsteht 


m (1= 

Da aber nach $. 73. 
EK = nK 
ImMk = zrie ey und 3/’X= e* 


E' 


„BörH 
m) AR Hlog yr 


veya* 


ist, so ist 
BREMT 
= 

und folglich 


(1—2).4B° + 3%, oder ER'LEIK-KK' — ir 


TC 
Sn he U IR 
8, 184. 
Die Differenziale der acht Hülfs-Funetionen, 


Differenzürt man die Formeln (5.) und (6.) $. 183,, so erhält man 


E olog Hlu 
eleu=—-ur Sofas 
und 
ar o log Gl 
E elcu a 


daher ist rückwärts: 


OlogHlu __ E 

Fr == elu — — u und 
OlgGlu __ E 
—— = E — eleu — — .u. 


Differenzüirt man aber die Logarithmen der Gleichungen (6) 8. 171., sc 
erhält man 


48 
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9 log Alu Olog Hlu “ kenu __ OlgGlu , sncu 
a Ne ou encu ou snu ? 
OlogBlu _ OleeHlu  snu __ eo Gi gene 
ou RE NEN sncu ou enu ? 
Cop tel 5 RS a 
ou Tau. 
Werden diese Werthe eh so hat man die vier Formeln 
ologAlu k’ enu sne au 
l. 5, = du— ut ra =;E eleu— Zut an, > also 
0? UM N E 1 
ou: K tn2u? 
; ologBlu __ E A‘ E k’ encu 
= ER N E — eleu KU a, , also 
9?logBlu __ in E en 1 
ou? K tnc? u? 
HlogGlu E 2 a Ey 
3. ee elum ur snusncuw = E—eleu ZW also 
o?loe Gl« E er 
_— ER, = EasT —+idnc’z, 
| E “ 
4. ua = elu— ih -— E—eleu— u + ik? snu snch, also 
0? logHlu 


E 
ee = —z td Us 


Differenziirt man die Formeln (7.) und (8.) $. 183., so erhält man 


elu — I1— E u _ ol; Bl’u 

(1 FyuU= mau 08 
— Y ou 

E eleu — (1— ar 2,0 2 Dr: 2 


Differenzürt man ferner die Logarithmen der Gieiehunzen (8.) $. 170., so 
hat man 


Oleg U’u __ OlogBlu , Kanu Olog&l’u | sucw 
du Ar Re Hr eucu TEN suw? 
Oleg Hu __ AlogBl’u snu __ Ologßl’u _ _k’encw 
ud PR: PR Plage du nu ? 
; u ugs u er Panuanen. 
u ou 


Daher haben wir folgende Ausdrücke der Differenzial- Verhältnisse der 
Logarithmen der hyperbolischen Hülfs- Functionen : 


OlogAl’ u E' k'enu E' sneu 
. IT =eu—(1-7)u+ Re — E—eleu— (1) ur 3%, 
OlogBl’u E 2 
6. me ela — (1-Z)a=E—eleu— (1 )u+ nu sncu, 


- * 
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 Mlnpzhus BADER Pr — (1-Z)e—R snusncu = E—elcu— (1— )u, 


ou K' K 
oloeHlu _ nE' ) snu __ E' k’encu 
8, em elu— (1 7) % = E—-edeu— (1—)u— En 
und hieraus folgen die zweiten Differenzial- Verhältnisse 
OlgsAll’u _ E 1 OrlogGl'u _ E _R 
IHN ren BEnAni ? ee wre ee 
o?lsBl/u __ E REN los Hu __ E 1 
ru TEE 
$. 185. 


Einfacher Zusammenhang der eyklischen Hülfs-Functionen mit den auf den conjugirten Modn} 
bezogenen byperbolischen, 


Da nach $. 170, und 171. 


or RN" ze “a 
Du = 7 Bu und snu = 


ist, so ist 
Au Alu 
Bu Hu 
Eben so ist 
Su __ Blu id S’u _ Gu 
Bu  Hlu fr Blu Hlu’ 
Diese drei Gleichungen lassen sich aber zu der einzigen zusammenfassen : 
i Au Bl’ u Hu __ Su 
" A ah Ha Bi here Glu ° 
Sind, der gefundenen Gleichung gemäls, die vier Verhältnisse einander 
gleich, so braucht nur noch der Werth eines dieser Verhältnisse gefunden 


zu werden, Da nach $. 183. 
Ima = 2.3 + lee (yo) 
Ima — (1—7.).'S + log ee) 


ist, so geben = beiden Ausdrücke die Gleichung 
u? Hau er E'\ u? Blu 
2 2 rl (7- Die a 2.06 vr) 


E E ur Blu 
G+R-)5 = log Hlu ? 
2 RB I A 
welche sich, da al Ka = rm kt auf die einfachere 


gt u? N 4 Bu 
RR ha 


und auch 


oder 


48° 
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oder ; 
p un } n / Teid I 
E X = eK peducirt. Also ist auch MU ea” 
2 u Alu 
) ® 1% 
Hr u -— RR und Su — a 
Blu Glu ri 


Vertauscht man in diesen Gleichungen die conjugirten Moduln mit einander, 
indem man wi statt % setzt, so verwandelt sich.die erste Gleichung in die 
dritte und die dritte in die erste; die zweite Gleichung verwandelt sich 
wieder in sich selbst, und dasselbe gilt von der vierten Gleichung. Die 
vorstehenden Gleichungen können auch also dargestellt werden: 


7cıı? se u% 


N Al(ui) = i.e® Au,  Glau) = eF,.Gl'u, 
7e1? Te? 


Bl(wi) = e* .Hlu, Hl(wi) = e#.Bl’u. 
Sie drücken nun aus, wie cyklische Hulfs-Functionen des rein imaginären 
Argumentes a? auf eyklische Hülfs- Functionen des reellen Argumentes u 
mit dem conjugirten Modul zurückgeführt werden können. 


$. 186. 
Audere Darstellung der Factoren der unendlichen Producte, wodurch die eyklischen und 
byperbolischen Hülfs -Functionen ausgedrückt werden. 
Setzt man in der Gleichung (3.) $. 171. das Argument = 0, so 
hat man, da Blo=y% ist, die Gleichung 


Fey AHV 


und wird hierdurch die Gleichung (3.) selbst dividirt, so entsteht 
Blu = vk.cosyu. 14277 cos2yu--g® 1-4 29° os 27u+q!® 


dr) Verde 
Es ist 
44-2 g% cos2yu--g® nn 15:3 sin? 7 — 4 __ _S’yu 
(i+- gt)? (14+9g*)? " 60522, K! “ 


Werden eben so die übrigen Factoren umgeformt, so erhält man 


iR . _._eos®yu \l,___costnu \f4___ eos’nu cos’yu ) 
1. Au= vk.singu.(1 N ee mal Ge,k)""r 
ö and | __ _Siatyu ( Ian RE Ne a A (  sin?au 
2 Bla— yk.cosm. (1 ; a, a) ; Bon rt 


Setzt man in der Reihe (4.) $. 171. das Argument #=0, so hat man, 
da Glo=1 ist, 


ZEHN 
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also 
1429? cos?yu+g* 129° 008s2yu+g!? 14 291° cos2yu-+ 20 
lu = — nahe, Were] . 5) Ahr Da u... 
GT Fra ge de 
1-+29? co: cos?2yu+g* 4g”sintnu__ sin?yu 3 
Da aber a 1— ur: = 1 Ger ist, so erhält 
man durch eine ähnliche Umformung der übrigen Factoren das Product 


3 le Me Me) 


&08?7K’ &05?37 K’ 608?597K’ E05?7nK‘ 
und also 
a RL )( _. _eostyu ( cos? nu )( cos? nu 
ART (1 605? nK' ; u) al 608?57 K ie re) 


Setzt man in der Reihe (4.) 171. u=K, so hat man, da GlXK= y%k 
ist, 


Vk 
Fire d— PA— MA—g)...., 
also 
== 1429? cos yu + g* 2 14+29° c0s27u+g'? 14299 c0o82qu+g?® 
Glu=yk'. TERN ENLTPPRRE Ver en ByeTg’" 
1+-2 7 4A 2 
Da aber ren tl- 1 Fate ——1+ al SR ist, so erhält 


man dureh eine ähnliche nee der übrigen Factoren das Produet 
Bi / cos? yu cos? yu cos? nu cos? yu 
5. Gu=yk. (14 Sin’ Eh A" ale Fems, ee Tr ah 
und 
pt ' sin?yu sin?yu sin? yu sin?yu 
6. Hu=yk. (1 tem Em glie: dt rm Elek a gr 
Die Producte (1.) und (2.) lassen sich auf äbnliche Art noch anders darstellen. 


3 
und nach $. 172. ist ’= 1,4; folg- 


kk’ 
47° p 


8 
Nach $. 169. it = 
V(kk) 
a. u = ——-, Da ab 
lich ist a’. g’ DVP a aber 
Alu. Ziunta, AZ 2P* 808 27’ u+-p®)(1—2p° 60829’ u+p'°).... 
= Iyp©iny TEN RER REES GERT La 


at.g’ 


ist, so ist 
Au = y(kk'). _- u 1— 2pt Co89yYutp® 1—2p° &827/utp!® 


(1— pt)? Eee) Te s..0,. 
folglich 
sinyu 1—2p: cos?2yu+ 1— 24° cos?nu-t-gq!® 
Alu = v(kk'). AT a de ..0or, 


oder auch 
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sin u sin?» u sin? sin? yu ; 
7. Au=yv(kk). (a + N z rrollhs Se) und 
sb .ı C08 u cos? yu \ı cos? cos? nu 
8. Bu=y VRR). (ta +! ee 
Aus den Formeln (1.) bis (8.) ergeben sich durch das bekannte Verfahren 
die Producte für die hyperbolischen Hülfs-Functionen, 


$. 187. 


Da AlLK=BIlK und Gl}K=HIAK ist, so gelangen wir noch 
zu einer neuen Umformung der unendlichen Rs indem wir z=4R 
setzen. Ist zur Abkürzung | 

«a=Al(4K)=Bl(4K) und P= ea R)=HI(1K), 
so erhalten wir, da yu=47, also 2yu= 37 ist, wenn v=4K genom- 
men wird, 


= 129. AH- NAHM) AHP)Arg).... und 


= I-NMAHFMALT)---- 
Dividirt man hierdurch die Gleichungen (2.) bis (5.) $. 171., so erhält man 


- en siny%. 1—2g* eos 2yurrg®‘ 23 eitad db Eh a. Laos uächten in 
erg 1+49 187 : 


7 
= 


Ba 


Ya n cos2nu N cos?yu ___eos2nu 
Alu = ay2.singu. (1)! a) (1 er 


Ka cos?2yu cos2nu cos?y7u 
Blu = ay2.cosqu. (14 nr) (1+ Eh +13, he 


Die Factoren dieser Producte convergiren aufs rascheste gegen die Grenze 
Eins. Eben so erhält man noch 


au + ER) 


Be = ler re) 


Es bleibt nur noch die Bestimmung von & und ß übrig. Br For= 


mel (5.) $. 183. ist In} K= JER+ log TER) — ER + log; und 


nach $. 73. ist Im} K = ER + IV); also ist 


B=yk. en oder Be VEN). 
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Da Alu=yk.snz.Hlv ist, so ist , = Vor, sn} K.ß. Da aber sn4K 
1a 
= Var ist, so ist = Varer PB Az und also 
A vad-—i). yk'). 
Werden diese Werthe substituirt, so haben wir die Producte: 


4 cos?yu cos?yu cos?y: 
1. Alu=y[(1—k').2y%’singu. (1- Goch al et 


cos? nu 
x Ur 
» a cos? yu cos? u cos?yu 
2. Blu=y[(i—%Y).2y K’jcosmu.(14 &> r (14 ll En ie) 
. x (1 + ei 
60516, K/ """"? 


2 


4 
_ı/f+% r Rt cos?yu cos2yu cos?yu 
3 u Tr] (tt tt ne) 
cos?yu 
Se) Kuale 
r IHK cos?yu cos2nu cos27u 
4. ua = |“ Vk| (1 Eerveräge lt Be) 
__ c082nu 
x ( Kr) 
Vertauschen wir in diesen Formeln die beiden conjugirten Modulo, und 


setzen wir u? statt %, so erhalten wir noch 


S wre A N 60827’ u __ 80827’ u E32 7’ u, 
Au = Y((-R).2yYA).Sinru.(1- o ” )( Er en 5 2) 


Go5 2 u 
er (gr ann 


eh N Saat 60827’ u E0527'u Co3 27 
Slu=y(i—k).2yh).Cosru.(i+ ee TE )(I+ iR 


605 2y/u 
x rn AN 
; vE& R E082y7’u\/, , E0827 u 6082, u 
/ eh / 
Gru u vk) (i+ (GEPIIZE (1+ Cosöy/ (+ GslOyR/ 
runk, 4.808527’ u 60527’ u 80527’ u 
Dar 5 RR Ki, ü 
Hiu— ve /h). un ai 0 (i re Kuh 


Da nun We 


A +lsB = 
os A— CosB = 26in 


ist, so können die obigen Producte auch also sicli werden: 


2? Cs +? og a und 


AB dt B 
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i : / N in (a K—r' 
5. Mu=y(a—h)2yH Su ren 
Sin(4y’ K-+Hn'u) Sin(An‘K—n’u) ‚Sintöy'Ktn! 1) Sin(öy’K—’u) u) ü 
x Cs 7K +Col2YK Wr 
RL ; Cos(27’ K-+n/u) E05 (27’K—y/u) 
6. Bu=v(a-h2yh) Su 
Eos (Ay’K-+n/u) 608 (2n'K—n’ wu) C05 (617! K-tn/u) E08 (Gr K—ıfu) 
x }608877K 1ColayR 
1-+-k 608 Cos(y’ Kr’ u) Co (Ku) u) 
7. Sru=y(H Yk). 774608277 K 
x 808 (I! K-+n’u) Eos (3 K—nfu) 605 On'Ktn' u) Cos (öy'K—r' Li: 
4605697 K 3606510, 7K 
_ı/Atk Sin(m’K-+nu) Sin(y' K—r/u) 
. SH = Vet. ya UT 1 GR Re, 
x Sin (IK ru) Sin (3y’ R—n‘ u) Sin (5 K+n’u) Sin Sn'K—n’ a 
+C056'K 4608107’ K 
Hiernach lassen sich die Werthe der hyperbolischen Hülfs- Functionen sehr 
leicht mittelst der Logarithmen berechnen. | 


Zusatz. Aus den vorstehenden Producten erhält man sofort 
9. smu= - Tangy' u. [Tang (2y AH nu). Tang (2y K—r'u)} 
x [Tang Ay K + yu).Zang (Ay K—ı’u)} 
x [Zang (Gy K + n'u).Zang (6 K—n' ih 
10. sucu = ve (Tang (Ku) Zang(y K—ı'w)} 
! x {Fang (I3yK + ru). Zang Ir K—y'u)} 
x (Tang Sy Atnw.Tangoy K—yu) .... 
und hiernach lassen sich sn# und sncz sehr bequem berechnen. 


w 688477 K’— cos?yu 80887 K’— eosdr7u ) 

ne == In re - o.. 
‚Ferner ist YAitnu = tan u (RT cos2y,u" E058, K’-F eos2yu 
Nimmt man also auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen und be- 


achtet, dals log Y 2? — ArcZang() ist, so hat man 


tang9 


208 Yyıaı 
11 logtnu=log (SE) — 2 Are Lang (a) — 2 Arc Tang (Ga) 


syn 
— 2 ArcTang ee ae 


je») 


Eben so findet man noch 


12. logdnu = logy’k’ +2 Arc Tan +2 ArcTang (SR) 


+? Ar Cang(gin,R) +... 


„77 


7 a, 
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Statt “ Formeln (9,) und um können auch die ana folgenden ge- 
nommen werden: 


1. og emlog(EIEF) 2a (EEREE) — aan ( 


9 
eg 2 Arc Zang (er), .... 


i N, B, 
14. logsneu = log Er 2 Arc zung “) — 2 Arc Tang ( a 


2X Zang nn - es 


welche man erhält, wenn man in den beiden Formeln (11.) und (12.) 
für u setzt, und die beiden copjugirten Moduln mit einander vertauscht. 
Die Formeln (9,) bis (14,) sind wegen ihrer raschen Convergenz merk würdig, 


$. 188. 
Eutwickelung der acht Hülfs-Functionen in Reihen, welche nach Potenzial-Functionen des 
vervielfachten Argumentes fortschreiten, 


Es ist nach $. 170. die Function 

RA Cosy’u+p*) (1 +2p° Cosiy’ut-p") (14+2p" Sosiy’utp”) .... 
Setzt man wieder @"— x, also 2Cos?yYu=x’+x, so ist nr 
UELI) AHLEN. 
Entwickelt man das Product (1+p’x’)(1+p’x’)(1 p°2?) eu. nach steigenden 
Potenzen von x°, so sind in der genen Reihe alle Coefficienten p0- 
sitiv, und setzt man in ihr x”? für »°, so erhält man eine ähnliche Reihe, 


welche nach Potenzen von x7” fortschreitet, und das Product beider Rei- 
hen hat also die Ferm 


Ga = a+ a +2”) He ta) derten. 
in welcher die unbekannten Coefficienten a, a, a, a etc., welche von x 


unabhängig sind, zu ermitteln übrig bleiben. Man kann leicht eine Re- 
cursions-Formel zur Berechnung dieser Coefficienten ermitteln. Nach $.173. 


Su u 
Z' 


ist Gl’ (u+2K) = ee“ PM", Sf’, wenn N=4rgs gesetzt wird; da aber 
(n+2K>— u? =4uK+4K°, also Au +2 KR — ru" —=2n(K-+u), folglich 
a p% 
Re ZUR, WE =7 ist, so ist 
Gl’(u+2K) = . SV u. 
49 
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Setzt man u--2K statt w, so verwandelt sich «= e”“ in e'*. ern oder x 
in ac daher ist 
p = 
ı 2 3 
a 
GYwr2K) = at zeit Gert ten 
La px ap ap" I or, 
und da 9°. ©‘ EN .Gl’u sein soll, so’ ist 
at as’ + + aa’ + am. 
auf ax Ha Han“ Haste Ri 
Pte + et. 
ap tap' De ap"x a Sl 


Diese Gleichung mufs in eine Identität übergehen. Identificiren wir die 
beiden oberen A Ne und en also 


I 


1 2 1 4 3 
a eier, a =inp, aa. p", a = a.p* ws. w 


so sind von selbst auch die beiden unteren Horizontal-Reihen und also 
die ganzen Reihen selbst identisch. Aus den gefundenen Gleichungen kön- 
nen die unbekannten Goefficienten, mit Ausnahme des ersten @, welchen 
wir durch ®(%’) bezeichnen wollen, weil er nur von dem Modul %‘ ab- 
hängt, leicht berechnet werden. „ie erhalten durch Zusammensetzung: 
a= p.Plk), a = p.Ok'), a = p".P(k'), a= pr.O(k'), usw. 
Der allgemeine Ausdruck dieser Coefficienten ist 

a—= p".Ock‘). 
Werden die gefundenen Werthe substituirt, so hat man 


( Ä Mi li BER ARD 
Du 1ER HEHE HE) +. 
oder | 
2 ri Ru Ne ub... 


Das aflgehleine Glied dieser Reihe ist 2p°, Sos(nn’u), wenn durch n eine 
gerade Zahl bezeichnet wird. Da Gl’(u-+iK‘ = Hu ist, und 7% sich 


in 9 ur verwandelt, wenn uriK! statt % gesetzt wird, so erhalten 
wir noch 


= = 1—2p° Eos 2%y’u + 2p° Cos An'u — 2p° Sos6nu + 2pr Cosa —t un 


R 
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Vertauschen wir in diesen Formeln die _beiden conjugirten Moduln mit ein- 
ander, wodurch sich ®(k‘) in ©(k) verwandelt, und setzen wir ui statt u, 
so erhalten wir 


Glu 2 
nr —= 1+ 2p?eos2yu + 2g?cos4nu + 2g”cos6nu + 2g”cossyu-. nö 
un —= 1— 29°0082y9u +2 gcos4nu— 2g"cos61u4+-2g”cos8y1u— +... 


Setzen wir in diesen beiden Reihen #= 0, so erhalten wir 


5 = AFP HIHI HIPHIP HP Hr 
Ar ZAHLE HPA LIP Hr... 


Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man . 
1+YV 1 
| En = AIFIEHFIF HIT Lin. 
Dieselbe Reihe findet man, wenn man in der Reihe für - g* statt g 
setzt, und also $. 168. gemäls den Modul % zweimal nach einander ver- 
kleinert. 


1 I N) 2yY IK i 1—Kk 

Setzen wir aber = 7 Irw’ also = Ip ferner =; Ir 
_fl-Vw IV kit . | 

— re)" „so ist Doll ao)‘ Bezeichnen wir die zu den Modulu 


k, k,, k, gehörigen Modular- Quadranten mit K, K,, R,, wie in $. 55., 
soist =tE,K ud = ER K,= Sur Ku, also K, 
Se K, Alk 

5 


Wird diese Gleichung mit der vorigen verbunden, so erhält man 
Ph).vK= Pek)vR. 

Wird die Verkleinerung des Moduls weiter fortgesetzt, so ist überhaupt 

Olk),YK=Ol(k,).vV Kor, und wird 7 grofs genug genommen, so ist Ä,, 

= 0, also K.,=47, folglich ist O(k). vR= O(o). vi. Da nun 


1 r r 
G(kar) TERN N 


wird, so ist 
Olk,yK=yir oder hl Vr=Y' und PA)=vVe 
Hiernach ist also 
49 * 
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vK=Y4r. 14H PIPPI He FI), 
VKR) = vr A HPA HRAN HT te reDN 2" 
77 = 1+2p’6082y'u + 2p’Sos4n'u + 2p" Sos6yu + 2p” Koss y’ü 
j +2p°" Eos1Oy/u-h...., 
ve —= 1— 29808 2y'u + 2p°Cos4yu — 2p"Los6 nut 2p” Cossn'u 
— 2p" 60810y'ut ..., 


m — 1-+2g?cos?y1u+ 2° cos4yu + 2gcos6yu +2g”cosSnu 
+27” cos10yu+..., 
= = 1— 2 cos 2y1u + 2g’ cos4yu—2g"cos6yu + 2g”cosdnu 
— 2" 605 10yu+ —.... 
Zusatz. Aus den Formeln (1.) und (2.) folgt durch Division: 
a a re a a 


{+22 +29’ +29 +39’: +.. . 
Nimmt man statt des Moduls %, dem $. 168. gemäls, abn nächst gröfseren, 
indem man y’y statt q setzt, so hat man 1 für k' zu setzen, und es 
ist also 
1—k __ 1-29 +22 +20 te 
1+k aan: +22 #27°°+.. | 
Setzt man nun % = sin, und nimmt auf beiden it die natürlichen 
Logarithmen, so erhält man die merkwürdige Formel 
Ye 29 +29 +29’ +2’ +2 
7. 4 = 2 & arosin (1,51, SIEH IgG LIT DH. —). 


Setzt man aber noch = —itang® statt A, also gö statt q, so erhält man 


8. d = 2arotang („72th +29°°+2g9°’+29°'-+.. 


m hm ——n 


Sg Fe FR HIFI. 


Diese Formel ist jedoch von der vorigen kaum verschieden, da Hal 


lich Tangt 89 = tang$ ist. 


$. 189. 


Die nach Functionen des vervielfachten Arcus y'« fortschreitenden 


Reihen für Bl’u und Il’z lassen sich leicht aus den früheren herleiten. 
Nach $. 173. ist 


SU K- u) =, Blu, Sa auch G(K— u) = Du, 
folglich 
Bu= ayp.Sl(K—u). 


x 
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Setzt man aber in der Reibe 


EEE N a lc BIC EEE 


wirklich K— u statt u, also ee statt x, so erhält man 
’(K— B. ge hie > 
nm Min. 14 + pa t-pra tt protein. 
Pet" Hp" a +...., 


; Ar 9. » 5 
vw ee Y; = pr Hi 4 Hahn. 
25 49 
AU LEER Eulen 22 22 2 22 24 200 


oder 
Blu Kirn 2 28 AN ” 

I. 7 2p° Sosnu-+2p?Cos3nu + 2p° Sos5yut 2p? Los7yu-t 

Setzt man in dieser Reihe noch u--iK’ statt u, also Yuttrt statt „u, 

und erinnert sich, dafs nach $. 170. —=:ı.M'u ist, so er- 


hält man 
"49 
2. Zr ug 2p° Siny' u—2p? Sinsn'u 195% Sindnyu —2p? Sintyut—.... 


Für die men Functionen erhält man hieraus speWich 


3. =" cosmu-t2g? cos3mu42g? oosöntu-+2g®  cosTyu+2g* os nich. 


4. = sin 9u—2g° : sin 3qu-+2g? sin Su 24 "sin 7yu-E2g2 sinyu—-L... 
Setzt man in der Reihe (3.) ‚200 uU= On so PEURG man 
5. Yi&R)= v4r.(2g: +2 +29°+29° en + .), also 
2 298-292 -+29° 429° +2g2+.. yin a 
6. Yang) = = IHRE me 
3 6 
Zusatz. Da Vz ist, so ist Fey, und also 
VER Ba rei he PN En BE HEHET 
Fr PIE PILLE 


Multiplicirt man hiermit die Gleichungen (3.) und (4.) $. 188. und die Glei- 
chungen (1.) und (2.) $. 189., so hat man, wenn man für de, Di 4 
fe) je] 


7 
— h — “ die Werthe aus $. 170,., ferner “z statt % setzt, die folgenden 
vier einen: $; 


x en 
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1.2 V Te er 


m ee naar Rp Ta Cage KRT3TE HERREN" S°WOF 7 WEDIECNENHER 7; TR 297 ESERIGSTEEL STEHE EEE TEE BE STRENGE TIERE Tai 


8. 2yp.%os a PER PERL Hp EosQu4p")... 
N2p® Eosuin2h® Go53u-42p2 6085 0.42? a de 
dp) (1- pP) dp") I—p®).. 
9. (1-+2p 08 2u RR) > 2p°Co82u + p") AH 2p" Cs Ju + pe 


m! 


ne 


10. en a an, Ru IL 2p"E2u+ N. 


I BR N ei 
ng 


in welchen p und % MAeR von einander anabingige Größen sind, und 
wodureh eben so viele allgemeine Entwickelungs-Theoreme De 
werden. 


$. 190. 


Entwieckelung particulärer Formeln, welche sich auf die Hülfs-Functionen beziehen. 


Es ist HI(K— u) = Glu und Glu= ©%.Hlv; also ist HI(K— u) 
dnu 


= 7, .Hiu. ‚Setzt man hierin 4 K— statt , so erhältman HI(4%X -+ «) 


— MESZ, m K—u). Da du K—u).dn4 K+u)=#' ist, so ist 


dn (4 K— u) re dn (4 K— u) 


Vao = nak-to) 9 folglich 
Veen) GR+u) __ "/dn (4K— u) 
Hl4K—u) " "dn(4K+u) 
. dn(a—b) __ 1--k?snasncasnbsnch , s ._ 
Da überhaupt Antrag) n(a eye 1T— r? snasnooasnbsnob ıst, so reducirt sich das 
obige Verhältnifs, wenn man d5=w, und a=}K, also sna=snc« = 


1 2 ra Kia 
er 7 also A’snasnca = Ir 1— k' setzt, auf 


HIG4RK- ee, YiHd=man sn u snc% 

HIGK—u)  F1-l1—R)snusucu® 
Nimmt man nun auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, so er- 
hält man 


\ HI (4 ‚K+u) GIAK—u)__ : Ä h Ä : 
I. Igor) = log) ann (yR en nenn und. 
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N 4 Bl (4RK+ui) _ Gl(4+K—ui) un tn’ 
2 Ztoelmaau) ler; Veoarm, — zaretang (dA) ® iv r) 


a, 3; „h/ir enc’u 
= +arctang (VE). 
Nach $. 185. ist | 
10g BGE +) = logHldK+ u) + EEE? 
und wird biervon die Gleichung 


log Bl 4K— u) = logHl 4 K— u) + ee N 


subtrahirt, so entsteht 


Br’AaK+u) ıK- u) 
log grG >» K— u) an mar) tar 


daher ist SLR 
| Br} 
3. log = au + 4 ArcTang (dk) SnUusuc“) 
und ua 
1 Br’ AK+ui) __ ik u 1—K encu 
4. Zlelgrary — z rare an IFK' nu )- 


Nach den ER (3.) $. 170. ist 
logBl’4K+u) = Yu +loegGl(IK— u) 


und 
log dl’ 4A K—u) = —Yu+lgölA Ku); 
daher ist . 
'AK-+tu) _ u SP’ (AK — u) 
le grgK—.) — 1% +log Ver 4K-+tu)’ 
folglich 
SrAR— ' 
Ds log gr en ander DD ++ + %ArcZang (d—K') snusnez) und 
1 S’(4K—ui) __ _ — r t—_% enecu 
6. zig S(4K-+ui) + zarotan s(y; + %'" en‘ ) { 
Es ist Al(K—-w)=Blw und ir Au 2 also ist ae — Fa a Ale, 
also AlAK+u)=yk'tu(4K+u).Al(: ıR— u) = ‚AlAK—u), 


Veto ee 
Al K+u __„/mGK--u) \ 
All4K—u)  imlaK—u)” s 
Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus und nimmt die Lo» 
garilhinen, so hat man nach Formel (22.) $. 37. 


YuyAakte sau .sne 
w Ba A u 5 5 
log Aldk-u) 3 Arc Tang En nn) fra=1ıK 


oder auch 


Da aber sna = suca = Ve ist, so erhalten wir 


I+7 


Hi 
392 FierzehnterıdbsöonnäirbT 0% 
ACH K+tu) __ BIAK—u \ 

Fe logy an AG ak) 7 log) 5; u “= 5 = 3 ArrTang((I+A)snu sneu), 
also s e 
1 All$K-tui) _ BI} K—ui)__ IHK’ enc’u 
8. log AldK—ui) Zi 8 Bl(} KLu) yarctang ( 1—K’’ re) 

| n tafu 
= Larctang (a 4% )- m *) ; 


Nach $. 185, ist 


lg WR +W) = u: GK+ WU + logAaldK +), 
Hieraus folgt 


WGK+tu) _ ,, NGK+u) i 
1 A(4K— u) Pi ur los ar? 
also ist oe A 
1 A 1 ‘ 
9. log rer == IE + 3 ArcTang ((1+ %') snusne%) 
und 
1 N AraKtu) _ n'u 1+K ene/u 
10. zo ur4K—u) 5 + tarotang (77 Ba er) 


Da nach &. 170. logMA’AK+ “ = Yw-+loghl’4K— u) ist, so ist 
tog VE Bet L 2% (ut logy er ER: ar (4 K—u) 


Us H’/(4K-+u)? 
und also 
11. log 10 En = 5 + 4 ArcZang ((1+%°) snw sncw) 
vn 
SGK—u) _ _ nu 14% encu 
2. 10; eV Er a) Ba ++ aretang ( ars). 


In & 187. wurden schon die Werthe 
AK = Bi}K — Ver), 
G14K = HI4K — VE.) 


ermittelt. Setzen wir nun in den Formeln (2.) $. 185, das Argument 
u=1ıK, so erhalten wir 


S/IK = GlIK = e“ Vere. k') und 


AK Sl4K = e® DE aaa vk‘). 


_ Wir entwickeln nun der Vollständigkeit wegen auch noch die Differen- 
tial- Verhältnisse der Logarithmen der Hülfs- Functionen des Argumentes « 
für den besonderen Werth uv=4R, Ist uv=4K, so ist nach $. 66. elu = 


13. 


14. 


4 
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eku=4E-+ 5” . Setzen wir nun auch in den Formeln (1.) bis (4.) $. 184. 


das Argument u=}K, so erhalten wir für u=, 
OlogAlu __ 1—% pr 


2 Fre Le En aa s me» 
| ER) / 
15, | 
ologGlu __ 1 ‘ kt 1—W/ 
per Me. Te 
OlogHlu _ „| Be Sl Bi kl 
BR 1 Te TR ren 


Wird auch in den Formeln (5.) r (8.) $. 206. das Argument w=4K 
genommen, so entstehen die Gleichungen 


log Wu _ 14% o log Sl’u VER 
Bu „IFE 4 m, ee a, 
16. © HloE Blu ur 1, Sloghlu _ AH. au 
TR —-+4} ei eis u) +31, 
„ A 2.2095 E v. 
wenn man beachtet, dals 1 RE TSEoTETE ist. 
$. 191, 


Allgemeine Relationen zwischen den Hülfs-Funetionen mehrthefiger Argumente und deu 
Functionen der Theile, 


Nach $. 73. ist 
Im(a+ 5) +Im(a—b) = ?2ima + 2imb +log(1— A’ sn’a sn?b). 
Substituirt man die nach Formel (5.) $. 183. bestimmten Werthe der Mo- 
ha Anke in dieser Formel, so erhält man 


2 (erd24 EUFNN ip, „lH. =» 


&K 
Hl?a. Hl? 


=. +2’) +lo g\ ZT —) + log 1— A? sn’ asn’b), 
und diese Gleichung reducirt sich auf 
Hi(a-+2).Hl(a—) = Ah 


. (1% sn?a sn? b)' oder 


2a.Hl?5—Al?a. Al? 
Hl(a-+5).Hl(a—D) = Me AA, 
Setzt man in dieser Formel K—a statt a, so verwandelt sie sich zunächst in 


Ga +).G1(a I) = He Me ?, Supstituirt man hierin, dem 


Zusatze zu $. 171. gemäls, die Werthe Hl?) —= k.GlV’b+%.Ald und 
Bla =k.G’a—k'Al’a, so erhält man die einfachere Formel 
50 
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GI(a-+5).Gl(a— 5b) = Gla,Stb+APa.ARd, 
Gl(a+ 5).Gl(a—b) = GPa.Gl (14 cne’a.cne’)). 


Da Im(a+ = (1-2). wer + lo see) ist, so findet man, wie 


die Formel (1.) gefunden Bl noch 
DBl(a+b).Bl’(a—b) = RL Bi ln k’sn’asn’b). 
Vertauscht man bierin die beiden conjugirten Moduln mit einander, so ent- 


steht, wenn «2 statt « und 52 statt 5 gesetzt wird, 
2 PREAN 2 
Bl(a+b).Bl(a—b) = N Abe ER oder 


3. ; h 
Bl(@+5).Bl(a— 5) = FF? 1 RP tn’a tn?b). 
Es kann diese Formel auch leicht aus der Formel (1.) hergeleitet wer- 
den. Es ist nach $. Mn 
Bl(a+b).Bl(a—) _ 
I (o+5) Mas) — w n(atb).cn(a—b) = 
und auch 


Bl2a.Beb RM , 25% 
nn: 2 ar PR@.chn 


also ist 


ecn?a on?b—k?sn’asn?b k : 
--1—k? sn? a sn?b oh 


Bl(a+5).Bl(la—b) _Bl2a.Bl2b % (1—%? tn2a tn?) 
Hl(a+b).Hl(a—b) Hi?a.Hl?5°% ' 1— x? sn?a sn?b ? 
und wird hiermit die Gleichung (1.) multiplicirt, so erhält man die Formel (3.). 
Da Al(a+5).Al(a— 5b) =ksn(a-+b)sn(a—b).Hl(@a-+b).Hl(a—b) 


%. (sn? a_— nt } N 1. 
Rik Fer Te .HI(+b).Hl(a—b) ist, so erhält man, wenn diese 


Gleichung mit (1.) multiplicirt wird, 
Al(a-+5). Alla) = el? 


— (ksn’a—ksn’b) oder 


2 > A p} 2a ware 2 
4 S Alla+b).Al(a—b) _ Ara. ab. ‚ia _Ala.Blb =. a.Al? 


k’ 
= Al’a.Gi’d— AP D.Gl’ u. 


$. 192, 
Wir leiten noch einige allgemeinere Relationen her, auf folgende 
Weise. Es ist nach $. 183. 


Ima+Im5 + Imce = K 


ARE ERE $) 


an ae Wirk EZ) + log Hia.Hld.Hle 


- 
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ha ne. die a 
; Im(a+5-+e) en a a a 
also ist 
Ima+ Im +Imc-+Im(a-+ 5 +0) 
— Z(@ ++ +ab+ac+ be) + log Hla.Hlb. nemts, 


Addirt man ferner die drei Gleichungen 


Int = el), 


E (a-.c)? ale 
Im(a+ ec) = EL 2), 


Im(d-+e) = en + log Te, 


so erhält man 


ala LEI Ind Elm (bc) 
— Z(@ +5 +0+ab +ac+ be) +log IarT &) HI EB (A-Ire), 


"VRs 
Wird von dieser Gleichung die obige subtrahirt, so erhält man, der Glei- 
chung (10.) $. 73. gemäls, 


Vk.Hl(a+b).Hl(a+0).l(&+0) _ 
lo 087 HiaHis.Mohllahb-te = logt1+K’sna.snb.sne.sn(a+5+e)), 


oder auch 
Hl(a+b).Hi(@a-+c).Hl(d-+c) 
— Ma ni Fe ELTTI, (1+-A’snasndsnc.sn(a+d+c) und 
1. | Hi(a+).Hi(a+c).HI(b-to) 
Ha. EID.Me.Ela-+b4+) +Ala.Ald.Alo.Allatb to) 


m mm nn nn ln m nn 
mn m mn nn 


Ganz eben so leiten wir aus der Formel (7.) $. 183. die Gleichung 
Bl’(a+b).Bl’(a+c).Bl’(d-+e) 

— a A le (1+ k’snasndsnesn(a+5-+ c)) 
her, welche sich, wenn man die conjugirten Moduln vertauscht und ferner 
ai statt a, Di statt 5 und c2 statt € setzt, in. 

Bl(a+b). Bl(a+c). BI(b a 
” Men Fett, (1+k”tnatnd tuc, to (ab +c)) und 


“ra. 0. Bl(a+b). Bl(a+c).Bl(b+e) 
IR Bla.Blb.Blc.Bl(a-+5-+c) + Ala.Ald.Alc.Al(a--b-+c) 


> 50 * 
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verwandelt. Die in den vorstehenden Gleichungen auf der rechten Seite 
befindlichen zweigliedrigen Ausdrücke lassen sich noch auf andere Art Gays 
stellen. Da nämlich, der Formel (2.) $. 40. gemäls, 
1+k’snasndsnesn(a+5b-+.c) 
ee EI = — na ah en («+ b 3. e) 
ist, so erhalten wir, wenn die Modular- Functionen durch die cyklischen 
Hülfs-Functionen ersetzt werden: 
Hla.Hlb.Hle.Hl(a+5-+c)-+ Ala. Alb. Alec. Al(a+b-+e) 
2,2) —= Gla.615.Gle.Gl(a+d-+c) — Bla.Bld.Ble.Bl(a-+5b-+e), und 
{ Bla.Blb.Ble.Bl(a-+5-+c)-+ Ala.Alb.Alc.Alla+b-+ c) 
—= Gla.615.Gle.Gl(a-+5-+ ce) —Hla.Hlb.Hfe.Hl(a+b-+.c). 
Zu denselben Resultaten gelangt man aber auch, wenn man in der For- 
mel (1.) K—a statta, K—D statt b und K—-e statt c setzt. Die Glei- 
chung (2.) verwandelt sich aber wieder in sieh selbst. 
Zusatz. Setzt man in der Gleichung (3.) das Argument c=o, 
so hat man 


yk'.Hla.Hlb.Hl(a-+b)-+ y%k.Bla.Bld.Bl(a+2b) = Gla.Gld.Gl(a-+b). 
$. 193. 
Reihen für die cyklischen und byperbolischen Amplituden, welche nach Potenzial - Funetioneu 
der vervielfachten Arcus y7u und ‘u fortschreiten. i 
Integrirt man die mit d% multiplicirte Reihe (17.) $. 179., indem 
man sich erinnert, dafs dam& = dnu.0u ist, so erhält man 


sin?nu sintnu sin6yu sinSnu 
1. emu=nutr —— L,, arte +4. Mine +4, 2 a 


&052n7K’ Co34, K' 6056, K’ E088nK‘ 
Wird bierin K—u statt u gesetzt, so verwandelt sich die Reihe in 
2. amou = Ir nu mu sin?nyu 4 sindyu 7 '.Sinbnu ı sinsnu 


C0827K’ 7" CosanK' ! FC SITE = 
Multiplieirt man die Reihe (19.) $. 179. mit du, so giebt die Integratipn, 
wenn man sich erinnert, dals 0! — —{. 3 ist, die Reihe 


Siny’u __2p? Sinn ya Sindyfu 
SinYK 3 'Sinäy'K |! 5 "Sins K 

2p" Sin’nyu | 
7 &mKtTr 


3.  amu = Inu) + 2p. 


und die Integration der Reihe (20.) $. 179, giebt 
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tg Einy’u | Eindy’u Sindy’u Sin’y’u 
4. ameın = 3 2. mt > SKK 5 "Snykt ti = wu, 
n at „ Sin9y'u 


I Ey 
In der Reihe 3) kann’ das Anfahgägtied U‘ u) auch nach der Formel 
I u) = 4r —aretang(e””%) berechnet werden. 


damu__ ou 


Da oR amu = en) 
Ccnu SDICA 


der Reihe (6.) 5: 179. 
| = $ sınyu 27°, _Su3yu sin3yu 9° sindyu 
5... tamu = 0 A ST REN a, a nenink 


ist, so erhält man durch die Integration 


=. sin/yu, 
Gun TyB, da + — 05} also 
Sr _cösyu _cos3nu , 29° Cosänt 
68 amod4 = L(a# Bi) ai 24. 1 SinK' + "Sin3yK’ ne 9" SindnK’ 


iR c0s7nu 
25 7 ennkaher: 


Die Reihe (8.) $. 179. ; siebt integrirt 
Sin?y’u 1 Sindyu Sinby'u Sinsyu 


71. Lama =yUur goyK TE SET 3 SrKT 3 nk Tr 
und die ‚Integration der Reihe (7.) $. 179. giebt zunächst 


2 Co62nfu | pt CosAyu | p° Coshyfu 
Lamcu = const.— log Siny’u—p". OK? - ak 3 Cork: 


„.p? Cosönfu 
LRITERTO he 
Die Ermittelung der Constante erfordert eine heaondere Untersuchung. 
Setzt man in der gefündenen Reihe K—u statt u, so mus die Reihe (7.) 


hervorgehen. Es sei wieder er4— x, also 


| ’ Dr 4(p? —’ 4 2 
Famcu = const.+ I ) a a ) 
i —- 12 Bee” 


' Ip? .— 110708 


> 


Wird nun Kt statt Kcal wodurch sich x in ri verwandelt, SO Of= 


halten wir \i N in 
Ak IR. 7 pP? pin - psua-® 
?amu — conist. , ie =* irn 2 GP) S(1-+p") »as» = 
k » ng pr 29: 65.2 p!?.xt p!8.x® 


ndhrpt Zap) Str) or 
Da log (i; A)emainere zer lung und ferner 
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Din px En ca x pi wi p!?.* pin 
if 1m 2 2A+p) Sd+p) . 


steht die Reihe 
! Sin? u Sintn’u 
} ai is AL 
& amı =. const. +lg?2p) Hyu+ OxPrZ +4, GR Hi. 
welche mit (7.) übereinstimmt, wenn const. = —log(2p) ist. Daher ha- 
ben wir 


u. 8. W. ist, so ent« 


aisses Di ) Cosdru pt Coslrtu p° GCosbntu 
Fuer foot DENE Ann pP" COBONEH 
8. Samceu = log ee PS KR 2 Ch KR 3" CosbırK 


p? Cos8n’u 
. ; 0 121:77 "aueh 
i "PT amcu__ k’du 1. k’ou 
Da or (4 7 — ame“) gne u e3% cn und Ot(4z— ama) a ar cnc u 
ist, so giebt die Integration der Reihe (13.) $. RL 
sinnu g? sin3yu  2g® simöäyu 


9, RL ar—amen)=R(nu) en, 3 "CosinK! 5 "CosönK’ 


2g° sin?/nu 
+ 7'C87yK ben? 
cosyu . 2q9° cos3nu 2g° cosöyu 
"CoönK' 3 Cos3nK? 5 "Cos5yK’ 
2g? cos/nu 


| ; TR STIZT 
Die Integration der Reihe (15.) $. 179. giebt 
% Sinyfu |, 5, Sins’ u Sinn’ u Sin’n’u 
n. IE: 7 ame u) = =2. Seat et Cos5n‘ rer he a. fe hi C0577’K ten 
und durch dasselbe Verfahren, wie bei Herleitung der Reihe (8.), findet 
man hieraus 


10. LGzr— amu) = Ldr—u) —2g 


= 1 Cosnu  2p® Cos3n’u 
12 27 ame) = log Zangınu) fi GyK FT vr ı ar 
ps Cosöntu \ 
5 "Cosdy'K re 
$. 194. 
Da & am (ku, —) = dn (ku, =y. ihnpendhern ou ist, so iebt di 
7. Far . 9 5 ıe 


Integration der Reihe (9.) 8.179 
13. am (ku, = FAR, sinnyu ale 4: sind nu 


k Co8y,K‘ Cos3nK' " 7" Co85yK‘. 
; Sin/mu 
| Ä Ai ran, mtenn also 
, BEN, a. cosnu cos37u cosdyu 
ir Er (RK: 2), ;) = Sm . Cos3nK‘,: ;® 3 "Cosönht % 


cos/nu u 


+. * 087nK' Tr 


oo... 


: Ar | 
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Die Reihe (11.) $. 179. giebt 
Sinyfu u rich, Sinsy!u 2395 Sindy'u 


1X ein: 2p® u _2p? Sindy’u 
15. am (ku, —-) = I(u'u) ia CK 13 "Cs3YK 5 "Cosir’K 


2p" Ein?y’ u u 
FT GERT errebn. ujchegn 


und die iatebehion von a2.) in $. 179. giebt, wenn die Constaute auf 


ähnliche Art wie bei der Formel (8.) ermittelt wird, 


1 ' Sosytu | , Sosiy/u „ Sosön/u 
16. am (R (Ku), ) = cher Co87’K +3 Sos3y K  °" CosdnK 


Cosiy’u u 

2 

ne Co37yK Pe. 

Die Canstante läfst sich hier auch leicht dadurch bestimmen, dafs man 
u=Kä setzt. 


i 1 
oOamlku, 
Da O8 am (Ra, 2) a ee ae ksneu.owu ist, 


i l 
en (ku, -) ba as 


so erhält man 
1 ) sinyu „.  sindnu ,„ sindyu 
17. Sam (ku, k ige SinyK'  °° SinäyK’ ! ?" SindyK 
Einen sn?7nu ie 
ann t vo... und 


1 cosyu cosInu cosänu 
18. Yam (R (Ku), .)= 2. Singki T 8 SindgK T °* Sinn 


.„  c0s7/nu 
= Er Sin’/nK' ns +: nr 


1 Ar Sin?yu Sintn’ u ı Sinby’u 
19. am (ku, = NUT ah 2 Case K 3 CosbK 
Sind’ u 


u 
+3 sy KK EEE 
EN. 1 a Sos2ny'u pt Costyu 
20. au (% (K-),;) Ense aa) Bw "CoiK 2 'Cos4K 


p° 0867’ u m Cossn' u 
Nas "Cos67’K 4 Eos’ Rn 


Die Constante log 5; findet sich, indem man u = K setzt. 


kencu.du 
ksncu 


1 
Da OR (Ir —am(k(K—u), 4)) an: dam ( (Ku), —) 


— 


sn n(k (K—u), —) 


ou 
{ncu 


Ba 4 


—= k'tnu.du ist, so findet sich 
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NY (Ir—am(k(K— u), )) 


u 2 , c0s2nu _g® cos4yu , g® eos6nu Fiaih 
CH nn +4 "C05%7K’ 2” Co84nK’ nl 3. Cos6nK' ter 
1 
Da ei ‚r— am(k (K—u), 2))= is log] en ist, so erhält man 
zur Bestimmung der Constante C die eh | 


\ LBN Ei 

lo syH Ch — 3}. I +3. pr —engeg | 
welche aber och einfacher dargestellt werden kann. Nach Formel (10.) 
8.175. ist für = 0 


j 
logY = = let uratbpete. 

Setzt man hierin g° statt g, SR sioh der Modul % in den kleineren 

t— k' 

1,8 

log vr 


verwandelt, so entsteht 


/ wei g42 REN 


1-+k 
ik rs tn — 2: Ra, ar}. an 514g: “re; 


woraus zu ersehen, dafs Ba ist, Daher ist 


B Mast Ag AN LT g’ g? cos2yu__g“ cos4yu 
21; e(4r am(A(K u), -)) —_ HR g008% -) 1 60527 K' 2 "CostyK K 
g®e cos6bnu __g® cosdnu 
+75 3'C56nK. 4' Co 8n7K’ Te, und 
1Y 1 cos? nu 4 cos4r 
F er Ri Res ) — TBRNSSTEENEN BEERRP, BE u 
PEN am (ku, ) on la TE pr Dre 
R __g° cos6nu cos6nu cos8nu 
3’Co6,K 4° psönK' or 
Aufserdem finden sich noch. die Reihen 


wu 


— 


R 1\ Eosnu Sos3n/u Eosäntu 

{ Del . ee BEN: an OR: 4 

ee" (ir oe (A (Ka) z)) 57 2 SR Sumkt 3 "Sinsy’K +3: Sinöy’K 
Cosrntu u 


ET E087YK Tor 
24. (gr —am(ku, 5) = I Dt 2 pP: Std Fre Eos 3 y'u 


Siny’K "Sind R 
2 2P? &os 5 Hu u 
gr: 5 'EindyKT 


Um zu beweisen, dafs in der Formel 5 die Constante =0 ist, dient 
die Gleichung 


log: a or Pain 7 en a det rt 7 hen 
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Die Reihe (24.) lälst sich auch aus der Reihe (12.) $. 193. dadurch her- 
leiten, dals man % für. und n statt des Moduls % setzt, 


$. 195. 
Die cyklischeu und hyperbolischen Amplituden dargestellt alg unendliche Reiben von Arcus, 


Da 
29? sin?nu g*tsin4nyu g* sin6nu g®sin8nu 
amu = u ® % 20 4 ——_ .... 

ee Fr ee 


ist, so erhält man, weil ve = (+ "gt... ist, 


ama = 74 +29 sin?yu + 394° sindyu + 34° sin6nu..., 
| — 217 sin2yu + 39” sm4yu — 39" sinbyu..., 
+ 29" sin ya + 29° sindyu + 2" sin6yu.... 
— 2g" sin2y9u — 39° sindyu — 39" sin6n%u.... 
u. 5 W. 
Die einzelnen Horizontal -Reihen lassen sich nach $. 56. des ersten Thei- 
les summiren. Es ist namentlich 


s FR g?sin?2yu | 
2g°sin? yut3g sindyu+ 39 "sin 6yu. .. = 2arotang (; 77 ee 
und also 
24 gq* sin?» ‚u g’sin2nu ® 
1. amu = yu 4 2arotang (7175, )— 2 arctang(7? era) 
gt’ sin?2yu sin? yu 
9 ER — 
+2? arctang (GT 70005 ea) 2arotang( Tree; Bir Ban. 
er q sin?nu q sin? u 
2. amcy = Ir nu + 2aretangl U) — Zarotang(I-1.5 32) 
sin?yu 


+ 2arctang Vera rermie +. 
Die Reihe (1.) formen wir noch um. Es ist | 
g’sin2yu :__ 2 g? sinyucosyu 2g’tangnu tangyu 
1— g’cosayu 1=g?Joos’ u H IF g°) si’ 7% ig +(1+ 9?) tang?nu 


I! 2g*’tangnu 3 
Setzt man am 53 Kae rrm Prg — tang A, so ist tang(A-+ ga == 
1-+- 9? tangyu 


tangy u 
I-g tangyu = FangyK ‚also A= arctang En N x) 


Weise können auch die folgenden Glieder umgeformt werden, und es ist also 


—9yu. Auf gleiche 


tang } tang 
‚amy = nu Larctang (31, 9 UK’ — ?aretang SR) 
21nU | + 2nu 
“ angyu 
+ Bart (Gun) + +. 
— 1n1U on... 


Sl 
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Diese Reihe kann wie folgt dargestellt werden: : ° «. 
u tangyu ‚tangayu 
3. amu = +9W + 2aretang N e #) — 2arctang Cm. 37 ) 


+ 2 arctang (nz 4... 
wenn + in — verwandelt wird, falls das letzte Glied der Reihe positiv 
ist, hingegen + in +, wenn das letzte Glied der Reihe, welches in Rech- 
nung gezogen wird, negativ ist. Hiernach lälst sich also am aus % noch 
bequemer berechnen, als nach der Reihe (1.) oder (2.). 

Da 


am = Ku) +2 


Sy Sindr! ale 1, Sindn‘ u——.. 
ist; ferner ar ei + 4p ei + ....: so erhält man durch Entwicke- 


lung der en Glieder: 
ama® = I(yu) +4p? Sinyu— #p’ Sin3y'u + sp" Sin5yu—-t.... 
+ 4p* Siny’u — $p” Sin3yu + sp" Sin5yu—+.... 
+ 4p° Siny’u — 4p® Sin3y up" Sin5yu—-.... 
u 83 W 
Da aber, 4p’ Sinnu — 3 pP’ Sin3yu+ sp" Sin yu— 4p" Sin7yu + — 


y' 
= 2aretang (Sr) ist, so erhält man durch Summation der einzelnen 


Horizontal-Reihen: 


. Sinn’u Ein y' 
4. amu = I!(n’u) + ?arctang (2) + ?arctang (26) 


Siny’u 
-+ 2arctang en) te 


Da dem Zusatze zu $. 23. gemäls 
I2OyK+YW—IAyK—yu) = Yarctang en a) 
ist, so kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 
J. amu = 
Ku) Hay K+nW + TA R+na) + I KW) HU K4+ WW) + +.. 
— 1 K—y/u) — ld Ku) — 167 K— nu) — (84 K—n' a Br 
Die Entwickelung der Reihe (4.) $. 193. giebt 
amcu = 417 —4p Sinyu-+ 37 Sinsyu—4p: Sinsyut—.... 
— 4p° Siny’u + 3pP’ Sin3yu—4p" Sin5yut—.... 
— 4p° Siny'u + 3p" Siniyu—4tp? Sn5yut—... 
u % We 
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und die Summation der.einzelnen Horizontal-Reihen giebt 


Sinny’u Sinn’u 
6. ameuy =47— 2aretang (er „K. ) ud; Br tanz (® 3 nz, 


Siny’u\__o Siny’u 
Er) x arolapg (rer) 
Durch Anwendung der Longitudinal- Function kann diese Reihe einfacher 
also ke werden: ' 


j .»e9% 


— 2arctang ( 


7. amı = 
UELI) ED THE 
— I Ku) + 13 K— nu) HS E-W HUT Y BU) + +.. 
Vertauscht man in der Reihe (4,) die beiden conjugirten Moduln und setzt 

u: statt w, so entsteht 


8 Samy = 8 u)+2 Are Tang sn + 2 ArcTang (x) 


Binz & snyu 
+ 2 Are Tang (ee) +... 


und | 
A 37 5 cosnu & coSyu 
9, Lamcu = L!(ldr—yu) +2 AreTang ee) + 2 ArcTang nn) 
\ s cosy u 
+ 2 ArcTang Pr 4... 


Durch ES Verfahren ne sich die Reihe (3.) in 


10,  Lamuı = ty w+ 2Xrctang () — 2 NrcTang (er) 


Zangnu i 
| Fan (te 
und in Beziehung auf das Vorzeichen + gilt re Bemerkung, wie bei 


der Formel (3.). Es ist übrigens auch 


a ea 
4 


5 & a 
Stellen wir aler Reihe (8.) $. 193, entwickelt also dar: 


2p* Sosiy'u — Era) 


8 amcu = log 3 27 Eee )— 


+ 2p° Sosıy'u Eh 5 Cody ur I— a Sos6y'ut-, 


— 2p Cos2y' u— a Cosiyu— = R-  Kosbq'ua—.. 
f » Sysları | er RN 
und: benutzen die Formel 
rt” 
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‚ 2p® et ie Ihn OR“ i 
_— 1p* Cosıy'u—- Sosiyu— u Cos6y'u _—. = TORE EL P 7» 


so entsteht die Reihe 
12.3, 8 amou = 


1 ef 1 1—2p4 60834 up ® 1—2p1?60827 Zur 1 9p20608%, ’urp‘® 


2p Siny/u' 1—2p°Cos2y/utp! 6“ 1—2p!°Cos2 utp®*" 1—2p?*Co82y/utp+s '*')° 
1+snc u 
1— sncu 
yu=}ri gesetzt wird, | “ 
log VER — log I. ln ad An a A42ptihpte 1-42920.4p@ \ 
1—k br SE WOTTEENTEE RDTTEHENIEE RE Teen a2 

Wird diese Gleichung von der vorigen subtrahirt, so entsteht, da 


Da 8 amcu = log ist, so erhält: man, wenn u =:K‘, also 


1—2p*&os?utp® __ 1 4 Sodtrfu __ 422 Codtoru 
1 H2p HR RAT Cos?2 7’ K 


ist, durch eine gleichmälsige Umformung aller Factoren: 
13. 2amcu = 
os? 7’ u Sos?m’u Gos? u 


tw Ifitr,_ 1, SswK — CosionR __ Cosr10yR 
51 1—k'"Sinnfu" Cost fu ' Gos?y/u Eos? 7/u "L° 


— &s?4nK Roy K ae 
Setzt man in der Reihe (8.) noch %’u statt % und = statt des Moduls A, 
so verwandelt sich amu in I#7—amc%, und es ist also 


14. BChr ano) = 8) 2 ang (gi) +2 ra (Te) 


— 1ArcTang (ee) Lou, 


16. Kran) = ru (a) +2 rc (a 


cos 


Da nach Formel (11.) $. 193. | 
4pSiny’u , „ pSindnfu ı 4 REN REN 
1+p? cha 2 ahlch Pl al ur ie Ange, 
ist, so erhält man durch Entwicklung 
(ir —amcev) = 4p Sinyut4p En3yu+ttp: Ein5y N N 
— 4p Sinyu—4p’ Sin3yu— 4p" Sindyu—.... 
+ 4° Siny'u rip" Sin3n’ uhr); Sin5yut...ös 


U 8 We 


und da 2» Siny’u+3p? TATEN ut = Arc Lang (En 


%(}r—amcıu) = 
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ist, so erhält man durch Summation der einzelnen Horizontal- Reihen 
16. 8(d4r—amcv) = 


5 Siny’u su Sin yu 5 < Siny u 
2Arc Tang (Eimr&) 2 Arc pe ang (Sir) +2 ArcTang (Sur) 


— 2ArcTang (CH UWE )t—.. 


SinTK 
Da der Bormel (12.) $. 193. Serkfh 


(47 —amu) 


buchen; 1 __4p?Cosyfu pP Cos3nu  Apt?Cosdnu 
STOP DT ER TEN 7 SD 


ist, so erhält man durch „Entwiekelung zunächst. 

&(ir—amu)= log I. — 49° Cosy' u—4p° & 0834 1 —4p" eönu— fe 
+ 4p* Cosy’u+ 4 p"? Cossy'u-t sp" Cossy/u.. 
— 4p° Sosnu— sp" 80837 Anand he un 


Us So We 
Da aber 


2pCosfutzp'Cosdnutzp"Cossrut.. = ArcTang ar) und 
eu 


108 gung = ee = 2 re Zang(e”") 
ist, so er man die 2 
17. &8(d4r—amu) 
— 1NrcTang(e”) — 2 Arc Tang ( u ) +24 Tang (6% u ) 


E052,’K C054,7’K 
Cost u 
— 2NrcTang (use K) in — 
' 1 a a er 
Da !(i!r—a)= log 1 = in 3 also 8 (47 — la) = log <.ist, SO kan) 


auch (47° —1(y’w)) für das Anfangsglied 2 Arc Tang et Ei werden, 


$. 106. 
Nach Formel (13.) $. 194. ist 
re 4gsinyu g’sin3nu g’ sinönu 
am (ku, -) Bee) 172° +3: get. HH IFg" ++ 
und also | 
am (Ku, =) = 49 sinyu +39 sin3yu + 5g’ sindnut...- 
N — 44° sinygu — 49° sin3yu— tg" sin 5yuU—.... 
+44 sinyu + 4g"sin3nu + sg" sindnu te. 
| u% Ws ai 


20. 
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Da aber 24 sinya+ 24 sin dnu+2g® sin5yu-t... .=arc tang (er Sk‘) ist, 
so erhält man 
| 18. am (ku, =) 


SinyK' SindyK' SindnyK’ 
— 2 arotang(z erk Rt un 


SinzyK’ 
19. am (k(K—u),t) 


— Iaro ee sin uhr »)— 2arc tang (a) + are tang ( En 


= 2arc tag (2331) — 2arotang (SEE) +2 aretang (7%) 


— 2arc tang (S17,K7) to. 


Nach Formel (15.) $. 194. ns | 
am (ku, t) = Ku‘ u) an Are 


To: ht +—,...., 
und folglich ac 
am (ku, =) = !(n’w) dig Sinn’u+ $p° Sind ER +. 
+ 4p S&iny’u — $p" Sin’yu + Ep" Sindn'u — ei i 
— 4p Siny’w+ Ep" Sin Inu — 4p" Sinsyut—..., 
u. Ss. 
Werden die einzelnen Horizontal-Reihen summirt, so erhält man 


n (R % =) — Inf) — 2 arc tang ( 7 ) + ?aro tang ( ge ) 


E05’ K Gosty/K. 
Sinn'u 


Rs auch nach $. 22, 
am (R u, = = UywW)— Ian B-+y'u) + Ay K-+nu) —1(61'K+ Hu) ho... 


+12 Kr u) — Kay K—nu) + IR ns 
Auf ähnliche Art findet man 


21, am (KK), =) = 47 —2arc tang (en 2) + 2arc tang (> Co8 7‘ ak 


SinK Sinsy'K 
ER ae 
! | a 
Da 
2aretang (> zu = —#— are 0 Can ‚(ci en N pa IKK u} + KH) 
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ist, so kann man die vorige Reihe auch also darstellen : 
am (KiK—w, 2)e # rt Kt HK HH WHEN KH W)—L... 

+ KW) KW) Hl K—W)— +. 
und in dieser Reihe muls das obere Zeichen vor dem Anfangsgliede +47 
genommen werden, wenn man die Reihe mit zwei negativen Gliedern 
abbricht: hingegen: das untere Zeichen, wenn man die Reihe mit zwei po- 
sitiven Gliedern abbricht. Die einzelnen Glieder in der vorstehenden Reihe, 
wie auch in den Reiben (4.), (7.) und (20.) können auch entweder nach 


der Formel 
IO = 1# — Yarctang(e”?), oder nach der Formel 


Id —= 2arctang (Tang 4) 
berechnet werden. Will man nur logarithmische Tafeln, nicht also die 


der cyklischen und hyperbolischen Functionen anwenden, so kann man, 
zumal dann, wenn ® ziemlich grofs ist, auch von der Reihe 


Ri 2 2 62--%,)2 | 
Wear 
Gebrauch machen, da dieselbe so sehr rasch convergirt. 
Auf gleiche Art findet man noch die Reihen 


Lam (ku, 4) = 2 reSung (gu) + 2Anean (63) 
| + 2ArcTang ee a 


22, 
1 ce: cosy u s cosyu 
%am (KK) ,.) = 2ArcTang Vai en) +2 Are Tang “. FERTIG 
j s cos nu 
| +2 Arc Tang Gr nl +. 
1 
23. &am (ku, —) = 
nua—% RUME.; Sin?y’u p Sin2y’u 
1 2 Area (een (SEPZZ 2) + 2UecTang (her: GEPTT I) 
m ESSEN. __,.,, 
2 Arc Tang (ee )+ . 
Da | 
a Sindy/u fc ap“ Siny’ u Co8 y’u Su _ AN 2p? Tangn ___ 
ey (1-Fp? )&s? na —(d—p?)Sin®r'u ll LEN 1+p? EN -—pr)Tang?y'u 
(airH Zang ru 
i IF»: 
== rer —- = Tang We Ares (IZE: n Zangy ! u ) 
1- Xanp? y'u 


a 
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ist, so ist auch | 
Sam (ku, - m 


Hunt 2 Ars Tang (7 2) + u Are Zang res Sangn N) — .....0der 


Got '’K Sot3y’K 
A Tangyu Ä Zangn’u 
94. am (ku, +) — tu +2 %rc Fang Garn) — 2 Arc Tang Cot3y’K 
Zangn’u 
+2 Arc Tang Gotör/K o... 


In der folgenden Gleichung gilt das obere Vorzeichen des Anfangsgliedes 
+»'u, wenn man die Reihe mit einem negativen Gliede abbricht, und 
das untere Vorzeichen, wenn man die Reihe mit einem positiven Gliede 
abbricht: 
1 
25. gam (kK—u), —) = 

: en 1 „Ir2p* Co52y’utp®  1+2p!? Cos2y/utp?* 14+2p?? 60827/u+pt? 
°B 2p Eosn’u" 1+2p® E08277° utpt®" 1-H2p!° Cos2y/u+p%2 142p? Eos futptr"J? 


g (4 7 — am (ku, a = 


vn 1 _ 1—2gtcos s2nu+g? , 1— 1—2g'? cos2yu+g?* 1—2g?° cos27ur.g‘? ) 
or q sinnu’1—2g® cos2yu+q!° 1—2g18 60s27ufgq?? "1 2g? 8 cos2yutfgee'""")? 
x (}# —am(k(K—u), 2) — 
( 1 4- 2g* cos?yu+g? 1429"? cos?yu+g?* 1-4+2g?° cos2nu+gt 
% 2q cosyu 17 2g° cos2yutg!® ’1r2gt® cos2yutg®?' 1-4 29? * cosIyu+gts ''* .) ’ 
27. eG 7— am (k u, z)) = 
ya Co nfu Eos nu 
2 Arc Tang (oe) +2 Ars Fang (Gar) +2 Arc Tang (er sh 
; Cosy/u 
+2 ArcTang (m) In Be 
1 
28, 2(jr=am(k(K—y),—)) = 


u 
2 Arc Tang (Gr +2 Arc Zang ER +2 ArcTang ke ) iR a 
$. 197, 
Die Amplituden als Arcus, deren Tangenten Brüche sind, mit unendlichen Reiben für den 
Zäbler und Nenner, 
hanen 
1— sncu’ 


N cosyu 142g? cosnut+g* . 
und 2 Arc Tony (ed) = log a re Are Fan ist, so ist nach For- 


ih ei cos nu 


En ; u 
1— cos yu = log ootg 


Da Zamcou =log & (4r—yu) = log 


Er 


ei. 
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mel (9.) 8.195. 
Ver — ot} G u): 141-429? 41-429? cosnu+g* 1-4-24®' ehe 1-+24° cosnut+gq!? 
cu N 1-22°: cosyu-+g* 1—2g! cosyut+g® 1— 298 cosnuf-g!?* a 
Setzt man in der Formel (8.) $. 189, vg statt p und 3(9w3) statt w, so 
erhält man 
2Y is Ai 4424 a ini ai ur Tech omg e 
= Ash eoahtu) + gen sand H2gF eos a2 onsitm. FR 
1 g?)d—g*)(1-g°).. ; 
Setzt. man hierin #—yu statt nu, so erhält man eine ähnliche Gleichung; 
die Division giebt also 
1-+ sncu sneu x dreos Hand -+g% cos1@&nu)+g* cost Gr + 2 ost. 
1—snou gE sind (7u)—g* sin +G@nu) +g% sin} öyu) + g8 sin}(7mW+—. Rn 
Setzt man hierin K—u statt w, so erhält man 


yet “ es(in—4lyuW))+ eos am nu) Hat starr)... 
TEE g® sinz(4r — nu) — dein 4n—yu)+ gE sins gr — u). ... 
Bezeichnet man diesen Bruch durch 5 F+0 Po’ so ist famz = 1085 +9 


0 == 
2 Arc zz) also 


1. Bar SR 


g8 cost (mu) — pfcos 43) — g8cos 3(ö57u)+- g& a Kr 
Setzt man gi statt g, go erhält man 
i+enu __ 1—2g° 1—2g? cosyutgt 1+2g* cosyut-g®. 124° cosyufg!? 
1-eonu” ta (mu) TE2g? cos 1-29? cosyu+gq* "1—2g* cosnutg® "1429° cosyugt2 '°"* 
a: die Formel (1,.) verwandelt: sich in | 
Fer: Al her, ho 


2ArcTang (et gE Sin 4m <+ a8 ein} (Bd — a eins (ru) — ati ug 


2ArcTang & sin 4(nu) — a sin (8nW)-+g% sind. (5 wa sin 4 (7yu) + —.. De ; 
dh eos} Qu) gcos4 @nu)-4g? cos} (mu)+gt cos} (Zu) 4. 
Die Formel (12,) $.195. kann auch wie folgt dargestellt werden: 
1+-sneu a“ 1 1—2p* 6082y'u-+-p® un 2 So82y/ut-p? 
1— snou 2p 2p Siny’u'1—2p® 60827 u+p'! 8°1—2p}8 Saagı‘ u--p®?'"** 
Da aber nach. Formel (10,) 8, 189. \ | 
kein IprCosry' u-+p°)(1—2p” Sos?y up) = 9p9 50824 Kar a 
’ _ ‚don2p 6052 7° u-+2p!° 60847’ ep lapaerr uhr; 
di NUR lbistrs 


52 
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und nach Formel (7.) $. 189. 


£ ’ 
” 


2p Siny'u(1=-2p° Cosyutpyı—2p" Coma p” Lang ea +49). 
_ 2 &inr’ a ap Su? Fi, 
EN A) AHA). Tror 
ist, so erhält man ie. Niries 
| 3.) Same = = Vi ne 


1— eng u 


ae Sr ey a 2 FE EEE ENTER TET WESTERN Ber BEER TEEPERE RN. 2 SS RETEREN, 


Die Formel (10.) $: 195. läfst sich wie folge darstellen: © 
I+snu__ 


1—snu 


1+Zangy/u Sangy'R4+-Zangr’u Tangıy K— Langu! Zängör eich Lang 
14 Tanga" Lang K— Zang u" Tangdn' K+ Tangy'u' Tangdr K— Zangıyu 
Da hier die Factoren nicht nach dem früheren Verfahren vereinigt wer- 


den können, so formen 'wir die Formel um, indem wir sie zunächst wie 
folgt darstellen: 


BR URL Ba 2 Ca nd I u Ch € dan mt Hs Reha)... 
‚Xameu = log. pP (<a) —p® ne ar pre Er 


e"— x setzend. Wird nun K—u für u, also. Er für. x gesetzt, so er- 
hält man 


!amu = 
1—2p* Co(27’K—2n/u) +2p}° Cos(dy!K—4rfi) —2p3 ® Cosl6y' K—6nfu)H—. 


1—2p605(27’K+27/u) +2p!° Co5(4n’K--4n/u) aD LT IHR m 
Diese Formel läfst sich auch also darstellen: 
| 8amu — | 
| Ip Sin'y'K. Sinyfu—2p1SinbyK. Siniha4-2p3 Sinbn’K Einbr'u— 
u 2öetang (FESTER. Sn2r ee + p° Stn6n’K Einbrlu— +... 


1—2p* Eos2n/K . C0827’ A, en Bor ae Eosöy/K. Eos67’ ur. : 
oder auch‘ 


4. Same Kuh | | 
Yu 2a? in, > an 4 p°9 1--p12) Sina u—+ 


Es ist der Kon (16.) & 195. gemäls 
van" Aa 


1—eneu Nu 


'142p S&iny/u—p? 1 2p Syu pn feiazi ano 
4—2p Siny/u— pi LMapP Sinn’ Sen 1-2p5 Sinyu—pte" 
ferner ist'nach Formel (10.)' $. 189. 
(1 2p&osu +PA—2pEosutp) A—IpPEosu-kp Bar: 
BER. = AN, BL eWerichuan BB Loc se nett 
GERHERENITII FT ETUI MT 
Setzt man -in ddl Formel pi statt p und 7 u li statt ©, -wodurch 
sich Cos« in ; Sinn u verwandelt, so erbält man 
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(1-+2p Sin’ u— pP) 1—2p Sina p°) (+ 27° Siny’u—-p").... 
— ren u —2pt C0827'u — 2p®. pP° Singyut p!® es u bp?> Sinus 
dp) AP) AT PN). Bine man an ar u 


Setzt man in dieser Formel —% statt %, und div die vorige Formel 
dutch die neue, so erhält man 
14, 243 —ameu) = 

141-429 Siny’u—2p* &082n7’u—2p? Sinsn’ uFp1oCo8hy/ u--2p? tr... 
1—2p Be Sr u+-2p° Sindy/ut2p:°Co847, u—2p2> Sind sSindn’u—. 
740 


PO vor, so hat man 


“ 


log 


Stellt man das Glied auf der rechten Seite durch log 


5... 2(4r—amcu) = 
2 ArcTa Bir e 2p Siny’u—2p? Oindn/ut 2p? > Sinöyfu — 2p*? Sin7yut —.. 
ir Sand 1— 2p*&082,/u-F2p! 6 6 Cosırfı u— 2p°° Eos fu Pr) u 


Die Formel (17.) $. 195. lälst sich also darstellen : 


I-penu 41 4m). 1—2p?Cosy/utp* 14+2p*Coör’ ut+p® 1—2p° Cosy/utp!? 
1—cnu 7 *1+2p?GCosn/utp®" 1—2pt Cosy/ufps * Bad up 


Da aber nach dem Zusatze zu $. 189, 
2yp.Cos Km), (14+2p°Cosn PX PS up Cosy‘ utp")e. 
2p3 Cos} (n’ w)-+2p% Cosı (3n' az Sn iler u)--.. ng 


u ud BEE NER N ad Bet AAN Bat Pl N a RT 
— — 


ayp. Sul u). A—2p°&osy! pay Es ee, UP")... 


_ 2pF Sind u) —2p% Sint (37 DE ER HEILSZDERER if 
dep) pt)1—Pp°).. a Se 
ist, so erhält man, wenn man die erste Gleiöhune durch die zweite divi- 
dirt, und dann pi für p setzt, 


I+ nu x 
6, 8!Gar—amı) = ‚logy7 DE 
pt Cos4(wW)— opt Cs Co84(3 7’ ARE Cos4(5n/ HERE, Go3 (7 u) — —. I) 


106 BEN SEE SUN TR EB HIT ren 
; p3 Sinz(n’ u)-+p% Sin” u)—pt Sin}(d7’ u) —piSin} GCyW)++..:. k 


ati auch 
tan 2 zamu 


=” p* Sin; Sin} (n' at p* Sind Sins(3nfu) — p* Sin yon örlu)— pi Einzln 4(7n Wrton..., 
p* Sos4(n/W)—p # Go8} 187’ DE God y(n dr Go84(79/ u) ——.. 
und ‚diese Formel ‚verwandelt sich, wenn «i statt © gesetzt wird, Gig die 


beiden conjugirten Moduln mit einander vertauscht werden, in 
94 * 


1a 


N 


” 
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vn 


| ei zama en 7; 
ir u sin + BUEICHIDE 22 EDER EZ RR we 


gt cos (nu) — „€ cost(I3nu) — gt 0084(57 1) — guensi (4 u) 
Stellt man die obige Formel (5.) durch £ (37 — ame) = 2Xrc Zang(U)) vor, 
so ist rückwärts U= Zang3% (437 —ameu) =tang} (417 —amen), daher ist 
tang (47 —Lamev) 
‚..2p, Siny’u —2p? Sinsr’ ut 2p?> Sin5y'w—2p4? ‚Sin? uf... 
a ae Ip: 608 2Yu +2 p1° os An/u —2p3° Cos6yfut 2p°* 60687 Su... ? 
und die Formel (2.) kann noch also dargestellt werden ; ; 
 tang( Fe u 


BR ed sinz. (nu) = gE “ sin} @nu)4-gt sn ng sin4(7 nu) + —.... 


gF cost (W)+ g* cos4(3yu)+ g? cosH(Inu)+ n cos4(/yu) =... 
Daker ist rückwärts 


7.  ame®t =: 


3r—2arctang (a monde + gE sinz(önu) — g* — g° sin4 (7m) +... = 


® 8054(n%) + g* cos4(Iyu) + g% cos4(5r7u) + g& cos4(/nu) —. 
Le ameu = 
47—2arctang (OBEN Mike a ne NEL see Sn — 


Q, nn = 


Tarctang (ee et gt sin+ (Snn)— sin O4... -)» 


# c0s4(yu) — g* 0084 (37 u) — g%cos}(5 n gt cos4(/nu) + —.. 
10. amu = 


N ne (e Sint{ pt Sin ru) = u) — ni Sin Siny(ön’ u: pP Sinä(Yn/ (rd)... 
Oo 1 

p* Cos4(n/u) — p? Cs} (Inu) — Re; 608 4(577 u) KEN: Cs47y/u) + —... 

Für amu — 2arctang(U) kann auch amd = 2XrcTang (U) MEI EPERM 


werden: daher dienen die Formeln (9.) und (10.) aueh. zur Bestimmung 
von Camz, wenn man nur die Vorsylben are tang in Are Tang abändert, 


Da %(37 —amev) = log en 


statt der Formel SL ) auch genommen werden 
amceu = 

2p Sinn’ 1 2p4C082%) /u-l2p9 Sin3y/uL2p1®Cosdrr/u——2p* 9° Sindn’n. 

“Hp Siny'u—2p*E982yu—2p* Sindn/uF2p!°Cos4ry" u-f2p? Sindytu u... u ee), 


encuÜ 


nam = log eot } ; amc % Ta so kaon 


- 


Jaretang de: 
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Ny 198, ; 3 j 
Setzt man in der Formel (10.) pi statt p, so erhält man 
1l. am ur) —_ 
7 arc era Fein an’u)—p* EL 2? &in +39? DEZ ben 4ön’u) pt Sin 37’) + Gl ni 
8 6081 Un! o)-E pt 05437’ RR 608 Kar) p* 605 My). 
und auf der linken Seite kann man 8% am (x u, 2) statt am (ku, a setzen, 


wenn man auf der rechten Seite die Vorsylben arc tang in ArcTang ver- 
wandelt. Vertauscht man in der Formel (8.) die conjugirten Moduln mit 
einander, indem man #3 statt @ setzt, so erhält man 


!am (Ru, =) = 


2ArcZang (—T- 2q sinnu—2g? sin3yu-b2g”® sinönu—2g° sin7yut—... 
1—2g' cos?nu-f2 g!°cosAnu—2g3°cos6nut2g°tcosdyu— +... 


oder auch 
1 12. am (fu, = 
?arctan reden sin3gu+2g?° sind nu—2g*? sin7yut—.. \, 
ih —2g* 00827u-+2q!* c0os4nu—2g°* cos6nu-2g°tcossyu— +... 


Es kann aber die vorhergehende Formel auch also dargestellt wer din: - 


Ku u (4 . ENN 
(de Zn = + jam (ku, )) 
— i-+2gsinyu—2gt 2g* cos2y7u—2g° sin3nu-t?g!°cos4nu-t2g?5: on 
— 41- 2gsinyu—2gt 2g* cos2nu+2g° sindnut+2g!° cosAnu—2g:>sinöyu, 


1--k sncu 

13. 1— ksncu 

9 1+2gqcosyu+2g* c0os?nu--2g°? cos3nu--2 g!° cos4yu-2g?3 cosänu.... 
41—2gcosyu-+2g* RER cos3nut2g!? cos4nu— 2g?’cosöynu.n 


= tang (} en Ham (k(K— u), —)). 


—.dn IN a 
Da : Pony nn u - = tang zam (ku) ist, so kann die Formel (11,) 
auch also Aariestält werden: 
14." t— dnw 
ee MER 


un 
ES Ne BE allen sind se 
= 


pP Gr A &s4(5 7 pe City uW)++... 
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— — 
mm 1 000000 mm u m 0 


Setzt man in (13.) «ö statt «, indem man die conjugirten Moduln ver- 
tauscht, so erhält man | i | 

16 ‚/A-dneu __ 1—2p Coön/u+2pt Co5Y'u—2p? Cos3y/ut2pt? Sssrlu—t.... 
i 14 dncu —  14+2p Cosn'u--2p* S0827'u +2p? Eos3n/u +2p° Ss ut +...’ 


und da log] Tor = 2(}jr—am (kKK—u), eo ist, so ist 


1—ducu 


(47 — am (k (K— u), -)) 


— Hr. BEL lest Seal -_ 

Ar 2 Arc Zang (Goa EragE Cos4 ut 2p°? Cos6yfut.../? 
oder auch | i 
17, am(kK-u),—) 


mm ln 0000 


= In 2are tang (nee So547'u+2p?°Co567/u+... . 


$. 199. 


Zweite Darstellung der Modular-Functionen in unendlichen Reiben. 


Da ö® am (kKK—u), 2)=—k snu.öu ist, so erhält man, wenn 
man die Formel (22.) $.196. differenzürt, die Reihe 


298605 nK'.sinnu 2 2780557 K. sinnu 29C055nK’.sin nu e.6 
Co5? 7 K’— cos? zu |" E08? 59 K’— cos? yu au E08? 5n K'— cos? nu 1°" 


Die Formeln (25.) und (24.) $. 196, geben, differenziirt, 
2. kaum 


I. knu= 


RENTEN 2n Sinınfu | Ay’ Sin2yiu ‚2 Sin2y/u hi 
l ale et Sos4r/ K+Cos2u ! EosSn‘K+Cos2n'u  Kosl2yK+Eosdy/u ! 
3. .„ksacH = . 
2n'Sin2m'’K In’ Sinbny'K 29’ Sin10n7’K + 
be a wre N SAUREN, eo... 


+‘ 2 ALTER. NUN gie 
T Coon KH Cosdr Cos6n KT Cosdntu | Eos10y/K+Cos?n u 
und in dieser Reihe gilt das obere Vorzeichen vor +7, wenn man die 
Reihe mit einem. negativen Gliede, und das untere Vorzeichen, wenn man sie 


mit einem positiven Gliede abbricht. Da dlog ItFmen _ dp ame — 
Re le. 1— sucu SU 


ist, so geben die Formeln (9.), (12.) und (10.) $. 195., differenzürt, 


2, zn 
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ur; 298052». K’.sin sinnu ;,,,2n7 6084» K'.sinyu _ 
4 snu ET “sin g PER KTTEETT: 605227. K— cos? c08? U Yu 1 Cogeam Coö?47 K’— cos? „u 


MR Auanılch 2 296056, K’.sinnu 

Zi E08? 67 K’— cos? nu 
aa. ua ren 27 Sin2y’u RES ITET 
* snuu Sm 347’ K— Cos2nu u CsEr K— Cos2yu 


2y’ Sin2n/u * : 
TI RK hf ra be 


.vo.;. 


6 1 Zum 'L 7’ Sin2y’K Einen K ER 
* sucu wech, Sin’ Kr u)Siny Ku) Sin(3n’ Ku) Sinldy‘. Ku) 
ySin1Oy’K K ARRRE 


+ horn Sr, u) Sind K— u) 
Auch in dieser Reihe mufs das Vorzeichen vor dem Anfangsgliede n’ im- 
mer dem Vorzeichen des Gliedes entgegengesetzt sein, mit welchem man die 
Reihe abbricht. Die Reihen (2.), (3.), (9.) gestatten noch eine einfachere 
Darstellung, da man ihre Nenner in Producte verwandeln kann, Ks ist 


TERRERT RS NE y' Sin2y'u 
Kanu wre 1 Sara Eo5(27'K-n'u) Eos(2y’ K—n u) 
& y' Sin?yfu a’ Sin2y’u n_. 
Cos(4y’ K+ru) Cost K—yfu) , Cos(6y’ Ku) Cos(‘ Gos(ön'K—n' 7 K—n/u) nz 
| 'Sin2"K y'’Sin6y’ K 
5 an ir a a a a a Han IN ra 
ksncu= tur Evs(y’K-+ny'u) Cosa Kniu) Eos(3n’ Ku) 808 (I K—n’u) 
2. \ eng 
+ GrK GERA) u) Co’ K— u) — Ten 
al a ee N 
snu  Rangyu ' Sin(2y’K-+nu) Sin(2y’K— ru) 
n' Sinin’u nSin2nfu Be 


Hemer u) Sin Ay’ K—r/u) Fan Sin(67'K-r/u) Sin’ K—ı/ 70) 
Da dam (r u, =) — kcnu.du ist, so geben die Reihen (18,), (20.) und (21.) 


$. 195., differenziirt, 
27 SinnK’.cosyu _ 297 Sin3nK’.cosyu | 27 SindmK’.coszu 
Sin EUREN Yu " Sin?37K' 37 K’-+sin? nu + SinorK mm 67 
SER. 2,’ 608 HK. 205 27’K. 608 yu 
= u N Sos(2yKtn/u) Coslan K—n’ ni 
2n' 084!’ K. Kosnw 2n' 605 Ens6r’K. Cosn'u 
F CostAn’ K-tn'u) Eos(an K- nu) re u) Eos(on’ K—' u) Er oa 
2n'Sin’R.Sinm'u  _ ab In Sinsy’K. Sinn’u 
RT ‘u) Sn ) — Ge KEn u) Cos(37 K— nu) 
ei | A a dei, ömyK. Sinn'u_ u 
TORTEN + Cos ön’K-+n’u) Cos| m’ K—nu) tm 


1 Imau= 


8 kou= 


9 künca t — art 
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Da d%(47— ameu) =o, ou ist, so geben die Ten (14.), (16.) 
und (17.) $. 195., differenziirt, 
10 DR 208 27 K’. cosnu Eh 27 60847 K?. cosyu - 
* cnu  cosyu 7 &o3? 2 K’— sin? ae 605?47K — sin? 27% 
8 E08 6nK?. cosyu ie Lu 
82 6, K'—sininu MET 
en 2 Sn: 27 Sindy'K. Codyfu 
I. an — Sina chru) SinofK—ıru) " Sinn Ku) Su Ru) 
FH 2 Sin Sr K,Rosn'u a 
Sin(dy' K-Hıyu) Sin@rK—r'u) 


19, - u SH EEE 8 2n' So 2 K. Siny’u 
- oncu En u | Sin®yK4u) Sin(2y'K—ru) u) 
2y' Cosi! K. Sinn’u 2’ Coshn’K.Sinnu 


Ss Sin(äy’ Ku) Sina K—nu) Sin(öy'K+n! u) Sin’ K—y“u) med 
Differenziirt man die Formeln (3.), (4.) und (6.) $. 195., so erhält man 


| id EEE SEEN IN 
13. dnu = + un Sin?7K’+sin? nu Sin? 37 Kt sin’ nu 
| nSin10nK ___ 
‘y Sin? 5n7K’+- sin? MU Lore; 
U ı 
14, duv= 29 60827 K.6C08 y/u 


4 2niCob2giK. 
Cosnu N Cosa K-Fru) Cosa K—r u) | 
ei 27’ 6084 'K. Co a en au. 2 Cp G086 7 /K. Cvsn’u e- 
CHE KH) CR RT) FON Ru) Cs Ra 
a 2808 'K.Cosntw 280831 /K.Cosy’u 
15. dncv= Ss KFr/u) Cos(y". u) ECTErZe Cos(3y'K+ ru) Cos(I K— ru) 
28 260851’ K. Sosnyfu ia De 
| " &o8(öy’K-r’ u) Cos(ö7’ Ku) 
’ e I dneu In ii | ah ie r 
Da endlich dlog iu > 8 (ir am(k (K—u), N —= k'tnv. wu ist, 


so erhalten wir 


Aysindyu 2ysin2yu 
NE tnü = um en 
16 en TnEN 60347 K + c082yu cos2yu + 8058 A’ cos2yu 
2ysin2nu 


"808127 K'+ c082yu Frmbn 
/ 2 7! Cosa’ K.Sinnfu 227! C083 y'K.Sin 
a kKtwu= — Syn v) Siny Kr Ku) Hasaızı Er Kr 
Ha 2 Con K.Sinm’u ni 
a Bin . 


7 


j 26082y/K. Siiyus a; 
18. ktneu = Sn u I ner kp) Sin(rK—rfu) u) a 
| 20084 K. Sinn’u _ u ” 260867’ K. Snyu u 


ad Sinn’ Atıru) Sin (dnK—nw) Simon Ku) Sinöy Kr) I at 
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Die Differenzial- Verbältnisse der Logarithmen der acht Hülfs - Functionen, als eben so viele 
neue oder abgeleitete Functionen. 

Da Alo=o und Al(K)=y% ist, so wächst Al(w) und mithin 

auch log Al(%) zwischen den Grenzen u= 0 und u=K gleichzeitig mit 

u; und gleichzeitig nimmt Bl(«) und mithin auch logBl() ab. Hieraus 


log Al © 
folgt, dals 5 Fr = zwischen den genannten Grenzen positiv und glogBl() 


ou 
zwischen denselben Grenzen negativ ist. Wir setzen also 
hab OlogAlu _ 1 OAlu 
; u TE 
B(v) = __2logBlu Pit. —1 oBlu 


dur Bluidue 
Da Hlo=y%’ und HI(K) =1 ist, so wächst also log Hlv zwischen den 
genannten Grenzen, und Gl(%) nimmt gleichzeitig ab. Daher setzen wir 


al OlogeGluw) _ __1 9Glu 
GA ri er 00° 


2 OlogHll(u) __ bus u oHlu 
Eu) # ran WIR TTTORT:T Di 
Die Reihen (6.) $. 174. geben hiernach 


ER 27?.9?.8in?yu |, 2ng*.sindyu | 2ng°.sin6yu , 2u7g®.sindyw 
Au) ee Side T Sur T Sönke T ensm tr 
Me 2rg?.sin?yu  2ng*.sindnu, 2ng°.sinbnu _2ng®. sinsyu 
g, B (u) =tangyu-t- SindyK  Sinänk‘ T Sin6yK Sindykr 3 re 


__ 2nsintyu  2nsin4nu | 2nsinöyu _ 2ysinsnu 
Bu = Sin?yK’ Sin4yK' T Sinn Sin67K Sin87K I Frärans 
I 2ysin2yu | 2nsin4yu 2nsin6nu 2ysnsyu 
Al = En, T Sna,R Sin47K TE a Sin6nK’ T Sus,w SinsyK’ Tre 
so dals wieder A(K—u)=B(u), B(KR—-u=A(u), G(k—u) ='H (u) 
und H'K—u) = a ist. Die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) $. 187. geben 
ya __2ysin in2zu 5 ___ 2nsin2 sin Iyu 
A (u) SnE Yu + Got 6084, Ki —cos2yu TR 038, K’— 082774 


2 sin Iyu 
+ 60m C0512y7K’— cos2yu Teen 


-2ysin sin?yu Znsinamu _ 
IB N nzaR T GsmR- Co547 K’F-cos2yu tosRH (5088, K’-+-Cos2nne 


EI EN 2nsin2yu i 
| Co812y7K’-Foos2u 1 
2 sin dyı __.2ysin nu 2nsin 2yu 


27, sin 2yu Insın _  Ansin?mu An sin nu 
u) = — — —_— 3 
HAB) E52, K’— cos2yu ya Evs6nK’— cos2nu # Ch10,K’— nein + 
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Die Formeln (3.) und (4.) $.189. und die Formeln (5.) und (6.) $.188. geben 


n (u) = N er cosyu Aue cos3nu--5 42 cosdnu q7g® cos7/nyu +09? u+9g? cosyu _ ne .) 
DE Een 1m EEE ee Me U Aa a u BE N ; 
Sr. ? sinyu— g” sin3nut 2 sin dyu— a“ sin /yu-+ u jr Iyu— Ft .. 
B we nC d sinyu Hat sindnu td 4° sind, sin Iyu uch 798 sin /yu sin nu 0g® 9g? sinInu-t....) 
a 


g? 2 cosyu-t- .“ cos3yu-+- EYRERERN g? eos/ru+ EN 
GW)= 29 (29? sin 370 +4g° sin Ayu +6g"° sin 67u +Sg°? sin Sy +10g% sin REN u A 
uch ich em Li cos4zu +2g” EIRRTRTERGN Per Ip Ka 


sh 


H(u) = ee a cosbyu Ro TI RI Be client 6 
Die drei Functionen A’u, Bl’ und Gl’ wachsen gleichzeitig mit «; 
da aber S’o=y%k und S’K= 0 ist, so nimmt Hl’u ab, wenn % wächst. 
Aus dem angeführten Grunde setzen wir 


log Al’u __ 1 Mu 
"ir AulpkheTer Mu’ du ? 
SlogBl’u __ 1 083’u 
ou Pr: Bu’ du ? 


lgGl’u . 1 8&lu 
De Su’ du ? 
Olog Hu REN ONL 
a. ee el 
Wird der Modul mit dem conjugirten vertauscht, so ändern wir A’ (u), 
DB’ (u), &’(u) und H’(u) in Alu), Blu), Gla), Hlw) ab. Aus den Rei- 
hen (5.) $. 174. leiten wir nun her; % 
2n' ’p? Sinim’u IR. 2y'p* Sindn’ EN 2m'p® Sinbntu u 
Sin6yK 
ni rer pn DiBen a Un, 
EStn8y’K. (5 419 
fan at Sana L 20° Sndnta "pro 1 2p* Sinby’u 
Bw = Tangyu h Tank SmayR FT Sn6rK 
Ba EN 
Sirs7’K 
6 In’ Siniy’u Br 2m’ Sintn’w 2 as ch Men In’ Stunt 
a: EintK Sina K Sins’K Sinsy’K 
Zn’ Sin2y/u , 2’ Sindn’u , 2n'Sin6yfu | 2m’ Sindn/u 
t : 
Hu) = Ener K I Su Einöyk, TamaR ı.r 
Differenzürt man aber die Formeln (5.) bis (8.) $. 187. logarithmisch, so 


erhält man 


0 


eg; 
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A, u al Sin 2yl u | 
a) Cota u Sin(2y’K+y'u) Sin(2y’K—n’u) 
YSinzmu __ 9 Sin?y’u 
Shiny u) Sind Ku) Sin6y KH u) Ktau) Sinn Rn) Be 
PS nSinn’u u 
3’ (= =) zangN u + ars Gos (?n’l (2 K-+y/u) 608 u) (508 (27 K—nu) u) 
u y' Sin2n'u ga sale y’Sinin/u _ 
Costa’ Ktr'u) eK) 7 os (67 arr CR) te 
Gu)= 7 Sin2yfu u Ei Zr SEN SWEHU ı u 
608 (Ku) u) Cos(y K—n’u) | Eos (Im K-+y/u) Cody’ K— u) 
n'Sin2n/u 
T Soslay“ Co (dy’K+y'u) 68 öy Ku) rt» 
HH W) =-—— y’ Sin2y’u BUNG NIE RES  nSin2y'u 
> Cos (y’K+Y u) Sin Ku) T Sin(37’ Ku) Sin(iy’K—r/u) 
SU 
+ EnBrK- Sin(ö7’K-Fru) Sin(dn’K— nu) oe: 


Die Formeln (1,.) und (2.) $.189. und die Formeln (3.) und (4.) $. 188. 
geben jetzt 


Alu) = 7 ( "(Eos yfu —3p* 69834 (ur 5p® Gosönfu— 7p® Gos7ı ut... = 
pP? Siny’ u— ne Sindy uröp Sindn'u — P* Sin’yrut—... 
Bu) = n’(p? 8 “(p Siny’ut (ut 3p* Sind Sindy’ iu -+öp® Sinsy/ut- 79% Sinn ut...) 
9 2 057 u+ BE Co53y’u+ 1? Cosöy! ut. p3 Cs? ut... 
GW) = ar Sin2yfu + SP 4y' et Sin 6y/u ae al Sn’u A u, 
+ 2p? E06 27’u + 2p° Eos 47a + 2p" Eos 6n7’u + 2p? Eos su... 
HU) = an en Any'u — Ap° Sin day/u ale 67 8" Sina. »), 
p? So8 27’u-+ 2p? Co54’u — 2p"? 805 67a + 2p?? Eossy'u ——+.... 
Alle acht Functionen A(w), B(w), G(w), H(w), A’(u), B’(u), &’(w) und 
H'(u) ändern ihre Gröfse nicht, sondern ihr Vorzeichen, wenn —u statt 


u gesetzt wird, Ferner ist 
Ao— Wo 
und Bo=G6Go=Ho=Vo= Go Ho= 0, Aulserdem ist 


Au) = Er, so wie umgekehrt A(u:) = on 
jo. Bw) = 2.8), -» = -..- B(ui) = ::B(u), 


Gau) =1.6W, -- + +. Ga) = :.6G(u), 
Hw)=:,9W), =» * 0. Hlui) = t,UH(w). 
Die Formeln (3.) $. 170. geben, logarithmisch differenzürt, 
53 * 
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"RK-W)= 14H, Abo WK+W= Y— HM), 
1. )HR-W=—r+UwW, - SKı+W=e—— Wu), 
B (K-W= 1-9 w), % B K+)= 174+6W), 
$&(K-W= 1Y—B (u), - (K+ü)= . +3). 
Hieraus folgt, wenn üW== 6 gesetzt wird, da 
Note 1 Bin 05 G'o=6 und Ho6o—=6 ist: 
Ran, BR), S(K)=y und S(K)=}. 
Aufserdem hat man dem $. 190. gemäls 


13. AGM)=BGR)= TH, 6G4K)=HUK)= IE, 


und noch 


12, 


wan=- 4m UM =-H-5, 


"ra IK= 4, Sa = tm. 
Die Formeln (2.) $. 185. geben, logarithmisch differenziirt, 
A (u) = Het er "+ A), oder Aw) TH iA), 
dYıW)= 7 t+H@W)=7°+H(u, oder d(u)—" FERN 
hi $W)= SER Rn oder YHw)= iS), 


SW) - t+B)=- TB), oder Sa)=-7 m iB(u). 


Aus den Formeln (14.) sieht man zugleich, dals 9‘ immer zwischen den 
Grenzen 1%’, 1-+%‘, also 4 zwischen 1—%k und 1-+% enthalten ist. 


Setzt man in den Formeln A(K—u)=B(ii), BK-W=A(u), 
GK-W)=H() und H(K—u) = H(@, —u statt 4%, so hat man. 
A(K+u = —B(u), also ist ARK-u) = Au), 
16. B(A+%) = —-Au, =- - BQK-+u) ==: B(2), 
GK+W) = —H(w, - - 6RK-+u) = G(w, 
HK-+u = —6G(w, - - HQK-+u = Hw). 
Die Funetionen A (@), B(w), G(w) und H() leiden also keine Aenderung, 
wenn das Argument beliebig oft um 2K vermehrt oder auch vermin- 
dert wird, Setzt man also in den Formeln (15.) w+2mK statt u, so 
erhält man, wenn 3» eine ganze Zahl vorstellt: 
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Wut2mk) = Ted A, 
B(ut2mk)—= UF rd uw), 
| G’(u+2mK) = ur] _ GW, 
Hu +2mK) = Fed Bw; 


und werden hiervon die anfänglichen Gleichungen subtrahirt, so erhält man 
r A(u+2mK)= my (u), 
17 B(u+2mRK) = Imy+-Bu), 
’ S(u+2mK)= Imy+®u), 
S(u+2mK) = —2my+H(u). | 
Zusatz l. Differenzürt man die Gleichungen (8.) bis (11.) s. 171., 
so erhält man zunächst 
Alu.8Alu + k.Blu.0Blu —= %k.Hlu.öHlw, 
Blu.0Biu+ k.Alu.0Alu = k.Glu.oGlu, 
%.Glu.89Glu + %.Alu.9Alu = Hliw.OHlw, 
k'.Hiu.0 Hlu-+ k.Blv.0Bla = Glu.8Glu; 
und substituirt man hierin die Werthe d Alu=Aluw.Au.du, OBlu = 
— Blu.Bu. ou, 9Glu= —Glu.Gu.0u, OHlu=Hlu.Hu.du, so ver- 
wandeln sie sich in 
AluwAu—K.Bl’uBu= %H’uHu 
— Bl’u.Bu+ k.APu.Au = —k.Glu.Gu, 
— k.GluGurk.Alv.Aum= Hilu.Hu, 
k.HPu.Hu— %k.Biu.Bu = — Gl’u.Gu. 
Dividirt man nun die erste Gleichung durch %.Hl?u, so verwandelt sie sich in 
sn’a.A(u) — cen’u.B(u) = H(w), also 
sne’u.B(u) — cno’u.A (u) = G(u); eben so findet man 
k?sw’u.A (u) — dn?’u.G(v) = H(w) und 
R’sne’u.B(u) —dnec’u.H (u) = G(w). 
Setzt man in diesen Formeln wi statt %, indem man den Modul mit dem 
copjugirten vertauscht, so erhält man 
snu.A(e)— cem’u.H (u) = Bu), 
dn’u.9’ (uw) + 4 sn’u.A (u) = Blu), 
19. ene’u.A (u) — sneu.H (u) = Ö’(u), 
dn?u.©‘(u) + A?’ en’u.H'(w) = k"B’(u, oder 
(u) + K’sne’u.H' (u) = duc’u. 3’ u). 


18. 
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Differenzürt man die Formeln (6.) $. 171, logarithmisch, so erhält man 
die Formeln 


Ko) Hu) ee ae 


tnu encu ? 
B(w) -+H(v) = tnu dau = 
G(u) + H(w) = k’snu sncu, 
Aa)+ Bu) m ou 


Lk’ cncu k'? Snu 
B (u) —G (u) um cnu ET dnu enu? 


A) + 6G(u) —_ mu _ 1 


snu tnudnu” 
Vertauscht man hierin die beiden conjugirten Modul, und setzt wi statt 
u, so erhält man noch 


Au) +HW Sun snon? 
B (u) +H (u) = tnudau = — 


20. 


sncu’ 
Y k’?2tnu. __ dnen _ Koencu 
21, © @) + H (@) Pig dnu —. tncu cnu 
dnu | 
/ / 
U) —B u = en) 


B (u) —©'(u) = k’sousoncuy, 
Aa) — (wu) = 


sn u 
Zang (a + b)— Zung(a—b) ne Ein? 


Sela L 2) Ca) ist, so können die Eor- 
meln (8.) auch also dargestellt werden: 
hi 
„' Soty at Ct Kt) + 7 Kor Ay K-tnu)+n' Set (Gy K4n W-+... 
—y Kay An) — n' Kot K—yu)— nn‘ St (6 KW)... 
Di 
„ Zangn at Zang2y Kt u)+n Tang Ay KAtnu)tr Zange Kt)... 
—ıTang(27 A—yu)—n Tang In K—y u) —y Tangly A—yo)—...., 
Sa) = Tang(y A+ru) +7 Tang (Iy K+y u) + nr Tango K+yw)-+... 
—n Tang (y Ku) —n Tang (In K—n u) —y' Fang Sn Ku) te... 
Saw) 7 ko Knu)+ 7 Kor (Sy Ka) + Cor SAW) +. 
— 1 Ct Kt) — 7 Ct In Kt) — 7 Sr Kt) —.... 
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Hiernach lassen sich also die Größen W'(u), 3’(u), ©'(w) und &’(w) noch 
leichter berechnen, als die gleichlautenden cyklischen Functionen A (u), 
B(«), G(w) und H(v). 


$. 201. 


Allgemeine Relationen unter jenen Functionen. 


Differenzürt man die Be (5.) bis (8.) $. 183., so erhält man 
1. elu = and 
E N. u +6), 


2. elew 


l 


3 elu = ehe ah 


4. ekuv= E—(1— Z)u— © (u). 

Substituirt man in der Formel el S +u) =ela+elu— k’sna sn E sn(4-+ u) 
$. 65. die Werthe law) = K (au) +H(a-+u), ele= at H (a) 
und ela= 2 u4+H(w), so reducirt sie sich auf 
|H(a+w) = H(a)+H(u) —Ksnasnusn(@a+u), also 
!H(a—u) = H(e)—H(w)+R’snasnusn(a— u). 
Auf gleiche Weise erhält man | 

an u) = DB(A) 4-B’(u)—k’snasnusn(a+n), 

Bla—u) = B(lV)+B (u) + k’snasnusn(a—u), 


Vertauscht man in den Formeln (5.) und (6.) die conjugirten Modul, in- 
dem man ai und u? statt @ und % setzt, so erhält man 


4 Hla+u) = Hl a+H(wW)+h"tnatnutn(a-+ u), 
F Do = H()—H(wW—k"tnatnuto(a—u), 


5 


und 
8 B(atw) = B(a)+B(u)+k”tuatnutn(a+u), 
Ä B(@a—u) = B(a)—B(wW)—k"tnatnutn(a— u): 
Aus den Formeln (5.) und (6.) $. 65. können eben so noch allgemeinere 
Relationen hergeleitet werden, 
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$. 202, 
Ausdruck der Modular-Tutegrale der zweiten Art und zweiten Classe durch die Hülfs- 
Functionen und die davon abgeleiteten Functionen, 
Nach $. 116, ist © (u,a) = u.ela— an, Da nun nach. 
$. 183. ! 
= ‚El Hi(a-+ u) 
Im(@+u) = +1lo el a) und 


Im(a—u) = 2 ja: 4.0 sl) 


ist, so erhält man durch ee 


Im (a-+-u) —Im(a— u) Hi(a+u) 
2 


E 
= ru -F log ae: 


Ferner ist nach $.201. auch ela= .4+-H(a);.also w.ela= Zau +u.H(a), 


Werden diese Werthe substituirt, so erhält man sofort für das Sinus-In- 
tegral den Ausdruck 
Hl(atu) 


l, ©&(wa) = u.H(a) — I . 
Das Cosinus- Integral wird nach $. 116. angegeben durch 
Ca = —u(E—elca) + —— a ea, 


E:0—6(0) ist, so findet sich 


‘ 4.4 h Hl(a+u) 
2. Ewa) = u.G(a) + log Mann)" 


und, da nach $. 201, K—eleao = 


Für das Differente- Integral wurde in $. 116, 
Du, a) = ulEla—a) Het ty 


gefunden. Setzt man aber in der Formel @.) $. 201. aö statt @, indem 
man die beiden conjugirten Modul mit einander vertauscht, so erhält man, 


Cla= 1-2) a-+- B(a) oder 
Me-ı=—— 2.a+ B(a). 


Funfzehnter Abschnitt 8 20. 425 


Wird dieser Werth substituirt, so findet sich 
Hl(a-+u 
3. Diwa) = u.B(a) + log en. 
Da nach Formel (7.) $. 183. 


Me 0) 3 18 ver 


ist, so findet man auch 
Im(a—+u)—Im(a—u) __ DR B/’(a-+ 
2 ul Ke) au + lo en 
Ferner ist nach $. 201. 
u.ela = (1 I) .autu.Ba: 
also haben wir für das Sinus-Integral roch den zweiten. Ausdruck 


4. Sua= TO ren 


und da nach $. 201. E—elca = (1-%,)a+6‘(a) ist, so ist der zweite 
Ausdruck für das Cosinus -Integral 


s u Bl’(a+ 

5. Cu, a = — u. (a) + eignen en. 
Aus der Formel (1.) $. 201. folgt El’a =. a+-H'(a), oder auch. 
Ca—a = —(1— 2)a+ 9a), und wird dieser Werth benutzt, so ent- 


steht auch für das Differente- Integral der zweite Ausdruck 


} Y(a u 
6. Du)=u.S (a) + log a 


Setzen wir in den Formeln (1. 2. 3.) K—a staft a, so werden sie 


Suw,K—a = u.C (a) log Va: 
7: C(w,K—a) = u.H(a) + log re 
Du K—a) = u. Al) Hogan. 


Setzen wir auch in den Formelit (3. 4.5.) K—a statt a, so ist 
nach $. 170. 

logB/(K—a-+u = ny(4K—a+u) +log&l’(a —w) und 

log 3’ (K—a—u) = Y (4 K—a—u) + log6l’(a+w), 
also 


B’/(K—atı) _ „ .ı/SV (au) 
log Van = u—log Ver 
54 


11. 


12. 


' k:snacnadnasn?« 
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Werden aufserdem die Formeln (11. $. 200.) benutzt, so erhält man 


(SW K-)=—u. On nt 
5 ICwEK-D= 0.8 eyetn, 
Dom K-)= aM) —gySretn. 


Zusatzi. Setzt man in den Formeln (1. 2. 3.) den Parameter 
a=4ıK, so ist nach $. 190. 


Io. HI(!X--u) 


HG4K—u), 3 ArcZang ((1—K') snu sneuv), 


also 
Sw+R)="7® 


9. C(w,+K) = Austin + 1 reTang ((1—k’) snusnacu), 


— + Arc Tang((1— X) nu sncv), 


D(wıK) = ud + + XArcTang((1— k') snu snea). 


Setzt ınan aber in den Formeln v=4K, so erhält man 
©(4K,a) = 1K.H(a) — 4 %rcTang ((1— %k‘) sna suca), 
10. !8A4K,a) = 4RK.G(a) + 1 rc Zang((1— X’) sna saca), 
\ DA4K,a = ıK. B(a) + 4 ArcZang ((1— k') snasuca). 
Zusatz 2. Differenzürt man die Formeln (1. 2. 3.), so er- 
hält man | 
Blu — B’(u— 
a ee BD) Se Fee , 
k?snasncacn? u BE — u . DB(u-ta) — B’(u—a) 
I nr PRIR ee 


tina dnadn?’u  _ B(a)-+ as a) — H(a)+ er RE 


1— k? sn?a sn?’u 


Hfa-+u) ee) ri 


Eben so erhält man aus den Formeln (7. und 8.) 
k?sncacncadncasn?u_ G(a) u a a la) Bun) 


1—k?°snc?asn? 
k? sna snca cn? u 

Bee rin i Bla) — 
1— k?snc*asn?u —H a) (a) 
tnca dnca dn? u (gi Zn hg —a) | — (a) IR &'/u--.a) = & u—a) 


1 — k? snc? a sn?u 


Gt G(u—a) _ 


Sa te)— Ö’(u—a) 
4) 7 
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S. 203. 
Ausdruck der Modular- Integrale der zweiten Art und ‚vierten Classe durch die Hülß- 
Functionen und die davon abgeleiteten Functionen. 
Vertauscht man in den Formeln (4. 5. 6. $.202.) die beiden con- 
jugirten Modul, indem man gleichzeitig a2 statt « und dz statt d setzt, so 
erhält man, dem $. 117. gemäls, 


Bl(a— u 
'S(u, a) = —u.B(a)+log Var 2, 
1. T Eauo) = —n. LO a ee 
D(ua) = u.H(a)-+log ern 


Auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (1. 2.3. $. 202.) in 
'S(u,a) = —u.H(a) + los YA 


Hla+u)’ 

2 ua) = u.G(a)-+ ee 

D(ua) = u.dB‘(a) + log Se: 

Seizt man in den F'ormeln (1.) K—.a stati a, so werden sie 
'S(u,K—ı) = —u. NO a 

3. '&(w, K—a) = — u.H(a) + log rent 
[DWK—-a)=. On 


Will man in den Formeln (2.) ebenfalls K—a« statt @ setzen, so ist, den 
Formeln (3. $. 168.) gemäfs, 

logHl (K—a—u) = y (4 K—a— u) + logAl’(a+u) und 

log HS (K—a+u = yY(1K—a+u +lgA(a— u), 


also log Ver 2 — — yu-log Ve 
Benutzt man aufserdem die K'ormela (11. S. 200.), so hat man 
'S(u, K—-a) = — u.N'(a) + log ae 
4. '&ıwK—a) = —u.B‘(a) + log dream 
Du K—a) = —u.6‘(a) + log Ve 
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Zusatz 1. Setzt 
so ist nach $. 190. 
BI K—u 
‚log HK, : 
; 'S(u,4 K) — 
3.2 eu, 4 Rh) = 
'D(u4K) = 


setzt man aber das rl u 


'S(4K,a) = 
KaRKa)= 
DGaRd) = 


b. 
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man in den Formeln Aue den Parameter a=4K, 


nr jAtrcSung (di +%')snusneu), also 


RE k') u) +4 4Xrc Tang ((14+%‘) snusucuv), 
— 4((1— ku) + 4 ArcTang((1+ %') snusncu), 
4 (1—k')u) + 4 ArcTang((14+ k’) suu snc”); 
=1KR, so erhält man 

4K.B(a) +4 ArcTang((1-+K')snasnca), 


— 4K.G(a) + 4A rcTang((1+%') snasnca), 


4K.H(a) + 4 %XrcTang((1+ %’)snasnac a). 


Zusatz 2. Differenziirt man die Formeln (1.) und (2.), so erhält man 


ydnca 


sn? u 


tnca "snc?a — sn? u 


dnca 1 


Bi ee 


LI ga Kute! (u we) 


Blut e)--Büu—e) 
tnca a8 sn? u vr) a 
7 R snc? a : y 
sn a ine, © Amer But Bun 
snca 1% sn®u He) aa 
snc?a 
— Bela) as erh Ser 


differenziirt man hingegen die F'orıneln (3.) und (4.), so erhält man 


[e: sn? u A(u-a) — A(lu—a) 
E aM) 2 a 3 
A ge un nr s 
dna 1 A(u-t-a) — A(u—a) 
{na sn? u —H(a)-+ 2 
" sn®?a 
— % (a) vi hair a ben Ci ch 
q snca ° dn?u A(u--.a) RER: 
sua " su Ga)+ 2 
 sn?a 
es a, 8’ (a) ae rn, 
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S. 204. 


Hl(a-+ u) 
Hl(a— u) 
Hülfs - Functionen. 


Br 


und a Ausdrücke mit anderen 


Entwickelung des Ausdrucks log y 


Der Ausdruck Toy ah und die ihm ähnlichen, welche in den 


vorhin entwickelten Formeln für die hyperbolischen Modular - Integrale vor- 
kommen, lassen sich leicht unmittelbar nach den oben entwickelten For- 
meln berechnen; aber diese Berechnung versagt, wenn eine von den bei- 
den Gröfsen «a und % imaginär ist, während die andere reell bleibt, und es 
sich also um die Berechnung eines eyklischen Modular-Iniegrals der zwei- 
ten Art handelt, welches entweder der ersten oder dritten Classe, dem 
$. 117. und $. 122. gemäfs, angehört. Es ist alsdann durchaus nöthig, 
dafs der vorgelegte logarithmische Ausdruck entwickelt werde, damit, wenn 
eine der beiden Grölsen @ und u imaginär genommen wird, die imaginäre 
F'orm des Ausdrucks auf eine reelle Form zurückgebracht werden könne. 
Die erwähnte Entwickelung kann leicht auf mehr als eine Weise ausge- 
führt werden. Substituirt man in den Formeln (6. S. 174.) zuerst a+ « 
und dann «—u für v, so erhält man durch die Subtraction 


{og Alla-tu) — ArcTang (aus” ») ie g? sin?» asin?2yu 


Ala—u) tangya) 1.Sin2yK' 
g*sindyasin4nu , g’sinönasinönu 
i oe, 2 SuEra Beten 
Bl(a — X g? sin?nasin2yu 
lo Ar ArcTang(tangna tangnu) + en 
| bl Ka TE LE 
1 2.Sin4n7K' 3.Sin6n7K'‘ 
. 108 Gla—u) _ Sin2ya sin2yu sid 221  REEIIIE 
> Gla-u) 1.Sin27K' . -2.Sin4nK’ 3.Sin6nK 
zenbun., = 
4.Sin8yK' Er 
log H(a-+u) __ aa all Ute En Ben 2a Pe eek 


Hl(a—u) — 1,Sin2yK 2.Sin4yK' 3.Sin6n7K' 
| sin8ya sindnu 

Er Sinsy7K T REN 
Setzt man in den vorstehenden K'ormeln a? statt @ und u statt u, so 
verwandeln sie sich in 
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en — HrcTang | ze) — g’ Sin27aSin2yu 


Ulla ang na) 1.Sin2nK‘ 
 g'SintnaSinäyu _g’Sin6naCinbnu _ 
; 2.Sin4yK 3.Sin6nK‘ SATT. 
3 | ? Rn: 2 ® = . 
log Set — ArcTang (TangnaTangyu) + IT" < Te 
g* SindyaSintnu , g* Sinbna Sin6yu 
2.Sin4nK' 3.Sin6r7K za 
N Sla+ı) __ SintyaSin2yu _ Sindya Sin4yu 
EYSa—u) :  1.&in27K "2.8in4yK 


Bl(a— u) 


Ente Ana u ER 
3.Sin6nK’ 4.Sin8y K' "rei 
log Ye) Kurt a a ee 


Hatu)  71.58n27K 2.&in4y7K 
Sin6na Sinb6yu , Sinsya Sindnyu 
\ art Sin6y7K Zu; 4.Sin8yK‘ vr 


Bemerkenswerther sind die Reihen, welche wir aus den Formeln (5. — 8. 
$. 187.) oder lieber aus den ihnen unmittelbar vorhergehenden vier For- 
meln herleiten. Ihnen gemäls ist zunächst 
Mlatı) _ 
AUla—u) 
IB ya a-+-nu) &084n7K'— 06 (2y7a-+ 2nu) 8058, K’ — &05 (2na+27u) - 
Sin (ya— nu)’ C084n7K'— 695 (27a SEE a—2nu)')? 
Bl(a+ 
1o Akıre (a— „— 
1% syiet au) C054nK’+ 608 (27a+ 2nu) 80889 K’ + Co5(2ya +2 mu) 
ni Eos (7 a— nu)‘ &0647K' + E05 (27a — 2 nu)’ C088yK’+ Eos (2ya— 2 u)‘ )? 
log St (a - u)nEr, 
Gla—u) 7 
yGet2uR’+-6sst ya-t-2yu) Cos6nK’+Cos(2yat2yu) Co810nK’+Cos(27a+27u) .) 
160527 K’+Cos2r7a-+27u)" Co86n K’+Cos(27a—2nu)" 60810, K’+Eos(2y7a—2yu) "N? 
Hla—u) _ 
los year) — 
Vi K’— Co8(2ya—2yu) C086n7K’—Cos(2ya—2yu) E0810yK’—Eos(2ya—2yu) | 
60827 K'—605 (2ya+-2yu)' 60867 K’—Cos(2r7a+-27u) k 605107 K’— Eo8(2y7a-+-27u) a 


Da aber 


log 


Sin(a + b) u Targa + Zangb 

log Sin (@a—b) log Tanga — Zangb 
1 + 8anga Zangb 

log eh (a = log Vi — Tanga Bang b 


ar ie 2 ea 
= ArcTang (g,, a 


— NArcTang (Tanga Tangd), 
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60820— Cos(2a+?2) _ log yEir(o+e- a--b). Sin(e—a—)) 
Cos2c— Co 2a—2b) Sin(c+a—b).Sin(c—a-+-b) 
= ArcTang (Tangd. Cot(e+a)) — ArcTang (Tangd . Cot(c 


6082 c+Cos(2a+22) Cos(eta-kd) .Cos(c—a— 3) 
log Ve 3, les Cos(e+a—b). Cos(lo—a-b) 


log 
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—4)), 


= ArcTang(Tangd Tang (c+a)) — ArcZang (Tangd.Tang(c—a)) 


ist, so lassen sich die vorigen Formeln einfacher also darstellen: 


Ulatu) 
3. log 1 


= ArcTang re u 7) + ArcTang (Tangyu. Cot(2yK’ + 7a)) 
— Arc Tang (Tangyu. Cot(2yK’— ya)) 
+ ArcTang (Tangyu.Cot(44 K’+Ya)) 
— ArcTang (Tang yu.Cot (4y K’—na)) 


+ ArcZang (Zangyu. Cot(6yK’+Na))+.... 


— ArcTang(Tangyu.Cot(6n K’— 7a)) — 
U(a-+ u) 

a on 
— Arc Tang z ) + ArcZang (Zangya. Cot(27K’+u)) 
— NrcTang (Tangya . Cot (294 K’ — yu)) 


+ ArcTZang (Zangya . Ct Ay K’—yu)) + .... 
— ArcTang (Zangya. Cot Ay K’—nu)) —.... 


Blau 
5. .,l0g nn 
= ArcTang angaa, BangaR + ArcTang (Tangya.Zang (2yK’-+4ua)) 
— ArcTang (Tangyu.Tang (21 K’—1ua)) 
+ ArcTang (Tangyu.Tang (4y K’+na)) 
— ArcTang (Tangyu.Tang (44 K’—ıya)) 
+ ArcZang (Tangnu.Tang(69yK’ + u)) 
— ArcTang (Tangyu.Zang(6n K’—ya)) 
Bllatu 
6. log ea 
— NrsTang (Tangye. je U) + ArcTang (Tangna.Zang(2yK +Nu)) 
— ArcTang (Tangya.Tang (29 K’—yu)) 


ER 


+ ArcZang (TZaugna.Tang(4yK’+7U) +...» 
— ArcTang(Tangya.Tang 4yK’—NU)) —.... 


- 


id 
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.y/Sla-+u) 
7, lo Gl(a— u) N 


— AreTanglTangnuTangyA’+ya))+ ArcTang(TangyuTang(3nK’+7a)) 

— ArcZang(TangguTange A’ —ne)) — — ArcTang(TangnyuTlang(3yK’—ya)) 
+ ArcTanglTangyulang 5nK’-+ya)) + : »-- 
— ArcTang(TangyuTang5yKi—ya)) —. ».- 


Sllat u 
log a 


— a MERAN SR «2, +yu)) 
— ArcTanglZangyaTangn K—yu)) —ArcTang(TangyaTang(3yK’—yu)) 
+ ArcZang(ZangnaTang(IyK’+nu)) + »--- 
— ArZang(Zangyatang yK’—u)) — ...- 
(a — u) 
9. log ’g ER 
no ArTang (Zang yu Cot GRK— 7a)) - AreTang (Zangyu Iot (HK 1a)) 
— ArcTang (Tang ya CotyK’+ 9a)) — ArcZang (Tangyu Cot (3, K’+4a)) 
+ ArcTang (Tangyulot(yK’—ya)) + ---- 
— ArcTang (Tangyu lot (yK’+ya)) + --»- 


l(a—u 
„10. los Vor nn 


— ArcTang(Tangya StyK— yu)) + ArcZang (Tangya ot (3yK’— yu)) 
— ArcTang (Tanga Lot („R’+ 1u)) — ArcTang (Zangya Sot (3nK’+nu)) 
+ ArcTang (Tangye lot (mK’—yu)) +... 
— ArcZang (Zangya Lot (mA + U) — :... 
Alle diese acht Doppelreihen, in welchen die zu je zweien unter einander ste- 
henden Glieder nicht getrennt werden müssen, haben einen sehr hohen Grad 
der Convergenz, und die Berechnung der einzelnen Glieder ist so aa 
wie sie nur gewünscht werden kann. 


Die Convergenz in diesen Reihen wird sichtbarer, wenn man die 
zusammengehörigen Glieder vereinigt. Man erhält alsdann 


Ulatu) __; Zangru\ _ Sin2ya Sin?2yu 
log Ua—u) Arc Zang ee ArcZang ee 6052726032 -) 
Y Y 


Arc Zang Gen) FR 


Bl(a+u) rang ie - Sin?ya Sin?yu 
log V BET ArcZang(TangnaTangqu) +ArcZang (a 05 KH Coslya =) 


Sin?ya Sin?yu 
+ Are Zang NE eit2rats den) Tor 
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Sl(la-+u) 
Key 


Sin?ya Sin?yu "Sin 2ya Sin? 
2 | aSiniyu u 
Arc zang en) * ArcZang (er ee) 


Sin2ya Sin2yu 
+ ArcZang argre une) te. 


Hlla-+ u) 
log ve: (a— u) 


LLETENER, . . Sin2na Sin2nu ) R Sin2ya Sin?7u 
= Arc Fang (Gp9,E— Coryabasızu) F MCLUNG (G,g9e Kr enedredeeir) 


Sin?ya Sin?yu 
+ Arc Zang (en nr: 


Die Convergenz in diesen Reihen ist desto gröfser, je kleiner der Modul A 
ist, weil die Größsen Cos2yK, Re IK, Cos6yK', Cos8nK’ etc. dann 
sehr rasch zunehmen. 


$. 205. 
Da nach S. 170. 


logsn’(a+u) = log _ + logAl(a + u) — logdl(a+u) 


ist, so ist 


Ala-+u) de Bl(a-+u) _ le Ye (Ger u) 


log Ula— u) 5 Bl(a— u) sn’(a— u) 


Eben so ist 


Blla+ Hla—u) __ en’ (a— u) 
log ee 1 u) +1 08 em (a+ 1) = log y= (a + u) ’ 
Blla-tu) log Sat) __ dn/(a—u) 


Veh.) 8 Noel,’ 
A(a-+u) Hla—u) __ tn’ (au) 
log Ula—u) a: I ng tn’ (a—u)’ 


Gla-t u) Hlla—u) __ sne’(@a— u) 
log ee 108 Vecz Sur ve: A-Ba)ı! 
u Er Shla+u) __ enc’(a+u) 
log Ula—u) log Gla—ıu) log v= (a—u)’ 
und diese Formeln können, dem $. 37. gemäfs, auch also dargestellt werden: 
AU(a-+ u) Bl(la+u) __ tn’ dn/a 
AU(a— u) 0 Blla—u) Arc Zang er 'a dn‘ :) 
Arc Tang (m Sur ) D 


en/’u cnc’a 

Bl(a+u) ) Hla—u) __ sn’u 
3. log DBl(a— ; a0 Re = Arc Tang a): 
55 


1. log 
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3. log ru an —= ArcTang(k”sn’asnc/asn’usne’u), | 


ET. ‚erh: +2) +1 0£ Hlla—u) — ArcZang ns er) | 


Hlla Seen) sn’asnc’a/ 
l(a+ u (a — u Al, 
5. . log een Een 5 ag Ve | = ArcTang (= cn’a rer ) ? 


U(a+t u) ee Br snc’a sn’u 
6. lo al (VE log Glla—u) ArcZang (D, u) 


Setzt man in den Gleichungen (3. 8.170.) noch u+a statt u, und nimmt 
auf beiden Seiten die Logarithimen, so erhält man die Gleichungen 


7. log RR) FT na + lo Ve 


a , ei Apr 
8. — log rm vl Varaar> 
9. eu ga Is yon 
10. en = nat. 


Aus den Formeln (2. $. 185.) folgt 


Blla+u) _ mau Hlait ui) 
11. ea ae oe: Su He Von, 


Ulatu) _: mau A’ (ai-+ ui) 
12. Wenn — zur rl in’ 


Hla+u) _ wau Bl’(ai-tui) 
13. los Ve) = Er la Var un 
Slla+tu) __  wau Sll(ait ui) 
14. lee) 2 8 Ga Tag‘ 


$. | 206. 


Die bequemsten Ausdrücke der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe 
welche rasch convergiren, wenn ihr Modul k<<sini rz ist. 


Da | z 
Sa —=—iıS(ua), lus,a)=i. C(u, a), DD (ui,a)=i. D(u,a), 
und auch eben so 
S (wi, = —iS(u,a), E(ui,a) =i.'Clua), D’(ui,a) =i.'D(u, a) 
ist, so verwandeln sich die Formeln (2. und 4. $. 203.) und die Formeln 
(4. 5. 6. und 8. $:202.), wenn wir der Kürze wegen 
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er 1 Hlla — ui) 
TeleVT ns > 
log Ve at ui) H(u, a), } 
Ua ui 
ln = Aa), 
1. N Blau 
| 210g Veen — B(u, a), 
11 Sat ui 
; log mn FT am a); 
setzen, in die folgenden: ' | 
Sua) = — Hua) +u.Sla) und Su,a) = Biwa—u.B(a), 
Cwa)= Hwa)+tu.&(a) - - Cua = Bwd)—u.&(a), 
Dwa)= Haa)ru.da -- Diaa—= Biwa)+u.5(a), 


S(u, K’—a) = — Alu, a)+u.Aa) - - 
CUuK—a= Aıua—uBla) - - 
D(u, X —a) = Alu, a) — u.C(a) 


Su, K’—u) = —G(u, a) +u.6la), 
Cu, K'—a) = — G(u, a) + u. Bla), 
'D(u, K—u) = — G(u a)+ u. (a). 


Bezeichnen wir nun der Kürze wegen durch [Ä] den cyklischen Arcus, 
dessen (trigonometrische) Tangente die von den eckigen Klammern ein- . 
geschlossene Gröfse X ist, so werden die cyklischen Arcus H(w, «), 
A(u,a), B(uw, a) und G(w, a), welche in den vorstehenden zwölf Formeln 
. vorkommen, am. bequemsten nach den folgenden . Doppelreihen berechnet, 
welche man, dem $. 204. gemäfs, findet, wenn man in den dortigen Rei- 
hen (3. 5. 7. 9.) ui statt w setzt, und den dadurch entstehenden F'actor @ 
wegwirft: 
3. Alua) = [ingyuCotya] 


+ [ing yu Sot (2yK’+na)] + [tngyu Cot(4yK’ + na)]+ [ingyaCot (64 X’ tya)] + .... 
— [tngyu Lot (2n&’— na)] — [ing yu Cot (Ay&K’— ya)] — [ing yu Ct (691 K’— ya)] — .... 


4. B(wa) = [tugyu.Zangna] 


+ [tingyuTang(2n&’-ya)] + [ingnauTang(4y&K’+9a)] + [ingnutang(yX’ ra) + .... 
— [ingyuTang(%K’—ya) J— [Tingnutang(4dy 2’ — na) | — [tingyuTang(&yk’—na)] — .... 


5. 6a) = 


[tngyuZang(nX’+na)] + [togyuZang(37K’+ya)] + [ingyuTang (yA’+HYya)] + .... 
— [ingruZangnk—na)] + Lingnu ang —na)] — Eingmu Lang nk—n)] —.. 


6 ..Hua = 


Ling Rot naj] + [tngyußot(3nK'—ya)] + [ingyulst 5X’ —ya)] + .... 
— [ingyu Cot(yA’+na)]— lingyußot(3yK + ya)] — IingyusstSnKHNa)] — .... 


Jedes Glied in diesen vier Reihen ist also ein cyklischer Arcus, dessen 
Tangente das jedesmal von eckigen Klammern umschlossene Product ist. 
35% 
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Mit Beziehung auf die vorstehenden Formeln haben wir nun dem Zu- 
salze 2. zu $. 201. gemäfs 


7. S(wa) = —H(u, a) 
+ nuloty K'— na) + yulot(3n K'— ya) Hyulot(5yK—na)-+ .... 
— u Soty K’+Hya)— nulot(I3nK + na) —yulot(5yK’HNa)—.... 


8. Cwa) = Hua) 
+ yutang (nk +na) + yuTang (37 K+na) + yurang(5yK na) + .. 
— zuTang(mK’—na) —nurTang(IyK— ya) — nutang (In K—na) — «.. 

9. Df(wa) = H(u,a) + yuTangya 
+ nuTang(?yKX + na) + nuZang(4nK+na) +yuZang (öyK’+ya)+.... 
— yuTang(2n X — ya) — yu Fang (In K’— na) — yurang (In K— ya) — .... 
10. 'S(wa) = B(u, a) — nuTangna 

— 1uZang(2y1K’+ na) — yuTang(4y KH na) — yutang (61 Kt Na) — .... 
+ nuTang(2yK— ya) + nu Tang(AnK’—na) +yuRang(6yK’— na) + .... 

11. °C(wa) = B(u, a) 
— nu Zang(nK’+ ya) — nu Tang En K’+ na) — nu Rang (5yK' ya) — .... 
+ nuTang(yAK—ya) + yuTang (In K’— na) + nu Zang (IyK—na)-+.... 

12. ‘D(uwa) = B(w, a) 
+nußot (m X’— ya) + nuCot(3y K’— ya) + yuCot(5yK’—ya)-+ .... 
— zu Cot(yK+Hna) — nußot(39 K’+ na) — yußot(5yK’Hna)—.... 

13. S(wK—a) = — Alu a) + yuCotya 
+ nu Sot(2nK na) + nu Cot(dyK+tna) + nuCot(6nK’+tna)-+.... 
— nu Cot(2y K’— ya) — zu Eot(4y K'’— na) — nu Cot(61 K’— ya) — .... 
14. C(wK—a) = A(u a) — yu Tangya 
— yurzang (2yK+nya)—yurTang(4y KH ya) — yutang(6nk ta) — ... 
+ nuZang (?y&K— na) HyuZang (49 K’— ya) HyuTang (6yK— ya) +... 
15. DiwK—a) = Alu, a) 
— nu ZangyAt na) —nuTang(3yK'+9a) — yuZang(5yK’+9a)— .... 
+nuTangy K— na) + nuZang(3nK’— ya) + yuzang(5yK— ya) + .... 
16. 'S(wX—a = — G(u, a) ! 

+nuRZang(yA+na) + yuTang(3n KHya) + yuZang (ö5yk tra) + .... 
— 7% Zang(yK— ya) — yuRZang (37 K'— ya) — yuZang(9yK—ya) —.... 


- 
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17. Cu K'—a) = — G(u, a) + u Tangya 
+nuTang(?yK+9a) Hu Tang(4y K’+na)-HnuTang(6y X +tna) +... 
— uTang(?y K’— ya) —yu Tang(4Ly K’—ya)—nuTang (6yK’—ya) — .... 

18. DiwK—a = —G(wa) + nu Cotna 
+ nu Cot(2y KH na) + yulot(AyK'+na) + yuCot(6yK+na)+.. 

— yu lot (29 K’— ya) — yußot(4y K’— ya) — yuCot(6yK’— ya) —.. 
Setzt man in den vorstehenden Formeln v=K, so wird yu= wu 
Ferner ist 
19. ABRa=}r, BK,o)=}r, GK,aQ)=0, H(K,a)=0. 
Auch hat man 
A(K—u,a) +B(wa) = Alu, a a 2% 
20. G(K—u, a) = H(uw, a) und 
H(K— u.a) = G(u, a). 
Setzt man in den Formeln (1— 6. $.205.) ebenfalls v2 statt w und di- 
vidirt durch 2, so erhält man 


A(ua)—B(uua) = arcing (O2 


.SDU snew) i 


sn u 
B (u, a) 26 H (u, a) ELALG ing (a. *snc ) 
dncu 
‚tncu 


)= = arcing (%"sn‘ asnc’a.. 2) : 


B (uw, a)—G(u,a) = arcing (sn‘ asıc/a. nn 


21. 


tnu 
Alu, a) + Hua) = aretng (runs en)» 
GW a) + H(u,a) = arcing (k.“y- 


.SNUSNC u) 3 


snce’ a muy, 
sn’a "sncu 


A a —G(ua) = arcing ( 
Zugleich wird man sich erinnern, dafs nach dem Zusatze (1) zu $. 200. 
und nach den Formeln (7 — 10. $. 205.) ist: 


er cn’a 
(9) —- Bu = TE = 8, AK—-a)= 949), 
sn’a S(K—a) = —y+ la), 
B(a) + Hla) = snc’a ‚) B(K—a) n— © (a), 
Bla) — Gla) = k’swiasıcaa und G(K—a) = n— Bla), 
ee 210 
a H(w, K—a) = —yu+A(u,a), 
G(a) + H(a) = k.T- B(wK—a) = nu— G(ua), 


GwK—a= 1u—B(u,a). 


sn’a 


|t0-6@ Ne, 
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Zusatz 1. Die Funetion G (u, a) ist = 0 statt v=0 und v=K,; 
daher giebt es einen Werth von % zwischen den Grenzen u=0 und 
u—=K, für welchen die Function & (z,a) ein Maximum ist, und dasselbe 


gilt von der Function H(w, a). Für den Werth u, zu welchem das Maxi- 
mum gehört, mufs ru sein. Benutzen wir diese Gleichung und 
differenzüren die Gleichung S(w,a)=-—-H(w,a)+u.S(a), so erhalten wir 
zur Bestimmung von u die Gleichung 


dS(u,a k? tn’a dn’a sn? 
Sn a 
? du en‘’?a(i1-+-k?tn’?asn?u) 
oder 
1 1 
H(a) 77 / / / 4 -2 4nt2 9 
sn‘’asnc’a sn’asnc’a(1-4- k? tn’? asn? u) 


und hieraus folgt durch Auflösung 


sn’u —= tne”«a ee 
" sn’a sne’ a ET 


— -.— H(a)= Ala) ist, auf 


1. sau. —= ineay2 92 


welche Gleichung sich, da 


r 


U (a) 
12 Ar aR } 
reducirt. Hieraus folgt enu = — vertan etas, oder, den 
Formeln (19.) im Zusatze zu $. 200. gemäfs, 
RN, 6(«e) 
2 u Ta) also 
3. tina —= sneta. VL) 
KT (a) ' 
Da der Formel (1.) gemäfs 
_ na ı/ Da) _ 1 ,/sn?aX(a)— en’? 9 (a) 
knu= or, Va also dnau = el an 
ist, so ist 
U le) 
4. dnıu= al Kay also 
ö Kl. $ (a) 
5. snıeu= inc’a Ba’ 
6. eu # en ala. 


Für den durch die Formeln (1 ) bestimmten Werth von « ist H(w, a) 


ein Maximum; nimmt man aber das Complement K— u statt u, so ist für 
diesen Werth G(w,«a) ein Maximum. 


ki ? - 
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Zusatz2. Die Formeln im Zusatze zu:$. 202. und $. 203. Beben nun 


Sw3RK)— 44 M).u—zareing((1+ 1.4"), 
Ar t 
C(u, ıK) = — a 4 tareing((1+%) 2 a) e 
D(w}K)=  4(—k).u + taretng((+%). zu), 
S4K,a) = 4K.$(a)— Fareing (1%). 472), 
CGK,a) = 4K.G(a) + Faretng (IR). 2), 
'DAaR,a) = 4K.B(a) + tareing((1—%). 472) R 
Ferner ist 
'S(w4K) = —4(1—k).u + taretng((1—R). nn) 
Cw3K)= 4(1—R).u+ Yareing (dr). 2%), 
DwıK)—  4(+%).u-+ Faretng ln = 
S4Ka) = —+K.B(a) + taretng(I+M). 22), 
'CaK, a) = —4K. (a) + }aretng (A+%).2), 
DaR,a)= +K.H(a) + Faretng((1+%). 22). 
| S. 207. 
Die bequemsten Ausdrücke der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe, 
u welche rasch convergiren, wenn ihr Modul k > sint» ist. 
Da 


S(u,ai) =:.S(ua), Kwa) =i.Cuwa, Diuar) = :.D(u,a), 
und eben so 

S(u,ai) = i.S(wa), Ilwai) = :.'C(wa), 'D(uai) = :.'D(u, a) 
ist, so verwandeln sich die Formeln (4. 5. 6. $.202.) und die Formeln 
(2. $. ic wenn man zur Abkürzung 


Br’ T Y 1 vi - ı ie N 
Log ut Bau) ud Los LE) = Aa, 


(u—ai) y 1 Sl lu ai) ee 
gina ai) =H (@, Ka 7 log Sl(uw— ai) G RT 


setz in die folgenden: 


a 
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S(wa) =: u.B’(a) —B’(a,u), 


Cwa = —u.6(a)+B(au), 
D(uw,a) = u.H’(a)+B’auw), 


'S(wa) = —u.H'(a)+H'(a, u), 
Cua)= u.G'(a)+H'(a u), 
Dua = u.B’(a)+H‘(a, u). 


Die Functionen A’(a,u), B’(a, u), G’(a,u) und H’(a,w) sind dieselben mit 
A(u,a), B(u, a), G (u, a) und H(w, a), wenn man in diesen @ mit u ver- 
tauscht und statt des Moduls % den conjugirten %’ nimmt. Setzt man in 
den Formeln (7— 10. $. 205.) a? statt a, indem man die conjugirten Modul 
vertauscht und die Gleichungen durch 2 dividirt, so erhält man 


A(,K—u) = vYa+Hlau), A'(K—a) = Bla), 

(a, Ku) = —Ha+ Aa, chin PR-d=AK 

B’(a,K—u) = na— G‘(a,u), G(K—a) = H’(a), 

G(a,K—u) = va—Bla,u), H(K-—a = G‘(a). " 

Setzt man in den Formeln (2.) noch K— u statt v, so erhält man 

SK—uwa)= (K-—u).B’(—ya-+ G‘(a, u), 
CK—wa) = —(K—u).G(a)+Ya—G‘(a, u), 
DK—-ua)= (K—u.H(a+ya— Gau), 

4 S(K-u,a) = —(K—u).H/(a)—ra+ Aa, u), 
CK—ua= (K—u).GCa)— ya+ A'(a,u), 
DK—ua= (K—u.B()J—ya-A(au). 


Bezeichnen wir wieder der Kürze wegen durch [X] den cyklischen Arcus, 
dessen trigonometrische Tangente die gegebene Gröfse X ist, so haben wir 


5. A’(a,u) = [tngy’a Coty’u] 
+ [ingy'a.Cot2y' K+n'u)] + [ingy'a.Cor(Ay' K+Y'w)] 
— [ingn' a.Cot(27 K— nu] — [ingy’a.Cot(4y’ K— 7 u)] 
+ [tngy/a.Ct(6yY Kt] +... 
— [tngn’a.Cot(6 "K—yuW]—.... 
| 6. B’(a,u) = [ingn’a.Zangn‘u] 
+ Iingn'a.Zang(2yY K+ uw] + [ingy‘a.Zang(4y'K+Y'w)] 
bi [ltingn’a.Zang (2 " K—ıu)] — [ingy’a. Zang (4 yK—nu)] 
+ [ingn’a.Zang (6 K+ WW] + .... 
— [ingy’a.Zang(6yY K+Yu)]—.... 
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ua afla, u) = 
[ingyaTang(y K+ Hu] + [ingra. Tanga K+/u)] 
— [tngy/aTang oh —yu)] — Iingy/a.Tang (3 K—’u)] 
‚tr [ingra.2ZangöK+tya)]+.... 
— [ingy/a.Zang Sy K—yu)] —... 
ba Ren 1 hd RE — 
Iingr/a.Eot (Y K—n'u)] + [tngyfa. Sot (37 K—n’u)] 
— [ingya.CotyY K + u) — [ingy/a.Cot(3y'’ K+n'u)] 
+ [tngy/a. St 5 K—yu)] +.:... 
Ä — [ingyia.St öyY K+ Yu] — ... 
Hiernach ist also 
A’(a,0)=47,B’(,0)=0, G(a0)=0, H(a0)=0, 
AXa,K)=n'a, B’(a,K)=ya, G'(aK)= ya, H’(a,K)=1r— n'a, 
37 —A'(K—au) = B/(a, u), B’(K'—-a.u) = 47 —A/(a,u), 
G'’(K—a.u) = H’(a,v) und H’(K'—a,u) = G‘(a,u). 


Wird in den Formeln (2) das Argument = K, oder in den Formeln (4) 
das Argument =0 gesetzt, so erhält man 

S(K,u)= K.B(a)—ra, 

CKRa) = —K.G(a)+ ra, 

D(K,a) = K. H’(a) +n'a, 

S(K,a) = —K.H'()+4r—ra, 

CKRa)= KG(d)+!ir—ıa, 

D(Ka)= K.B(a)-+4r—ıa. 


Subtrahirt man hiervon die Formeln (4), so erhält man noch 


S(R,a— S(K—-ua = u.B(a)—G’(w, u), 
CK,a) — C(K— ua = —u.6‘(a)+G'(a,u), 
D(Ka)— D’K-ua)= uHa)+G'au), 

I SVSCK,a)—'S(K-u,a) = —u.H’W)+4r—A'(a,u), 
CK,0)— 'CK-ua)= u.G(a)+4r-A (au), 


D(K,a— DK— ua = u.B’(a)+4r7—A'(au). 


Mit Beziehung auf die Formeln (5. 6. 7. 8.) erhalten wir nun die folgen- 
den zur Berechnung der Modular-Integrale der ersten und dritten Classe 


bequemsten Formeln. 
| 56 
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ar, 2 " j / 2n'u.p* sin2n‘a __ 2n'u.p*sindy’a 
Su, a) = —B'la, u) yutangya + Sin2yK Sin K 
Iy’u.p® sin6y’a _ 2y’u.p? sindn’a 
T SinaY KK Sins K Se 
Yyrusin?y’a |, 2y’usindyfa 2ylusinßy’a , 2y'usindy’a 
Cu,a) = B’(a, u) — Sin IK 2. Smyk 7 ShörK 7 r Snerk et 
Bu 2y’usin?ny'a 2! usin4r’a 2n’usinßy/a 2n'usinSn’a 
N) D(u,a)= Bau + —-r Sn ıyK + Hr EnhyRK n.- SnorK + Sinhy/K ++... 
Mr 2 2 2y’usin4 % 6 
a Eh — Bl ER 
2y/usin?yla  2m’usindn’a , 2y’usinöyfa 2nfusindn’a 
7 9 Ku Bine ahead} a de Sen 


—— 


/ un ‘ a a EM BE 7 EN 

Casa) =HAUT Cu K,.ıCirK | Shör/k', Enbrk %r: 
m 2nfu.p?sin?y’a 2yfu.p* sindy’a 

Dia) = Hau) + Yulngra + 7575 en ze a On RE 


EL p* sin6yfa _2n’u.p® sin87’a = 
Sin6n7’K Sin87’K > Sie 
eK 
Kk—e ?’* jst. Ferner hat man 
2n'K.p*sin?y’a 2u’K.p* sindy‘a 
& NS TH af 2 73,P EEE Me! 
S(K,a) = —ya w Bang? u Sin?y’K Sin4y’K 
Re 27’K.p’sin6n’a __y'K.p® sin8r/u et 
Sin6rK Sin8»7’K 
2,'Ksin?y‘a |, 2y‘Ksin4y/a  2'Ksin6n’a , 22'Ksindy’a _ 
nn el ZERENTSTME 7 ES Er} ü RT. 
| OKa)=ya— Em27K 1 SindyK  Snönk 1 EndrK 
NER, 27'Ksin?y‘a | 2n’Ksinty/a | 2n’Ksin6n’a |, 2n'Ksindn’a 
13: IKa)=yat EnarE Tr EnarK T Shörk T SnsnE te“ 
27'Ksin?y’a _2y'Ksinty’a _2n'Ksinbn/a 27‘ KsinSny’a 
! — —— — — 
S(K,a) = 4r na "Sin?2yK ‚Sin4yK Sin67’K Sin8n’K 
2n'Ksin2y'a _2n‘Ksin4y'a | 2n’Ksin67‘a _21'Ksindn'a 
‘ —Ir—y 62% a uk: 
N Tr Lola da war re „K  SiniyK | Sin6yKR SinsyK ai 
$ 27'K.p?sin?2y’a  27’K.p*sindny’/a | 2n’K.p*sin6y'a 
/ Pie ' VEm / SEINE She, ‚he 
N aa rn Gais, Sn, 


Die Modular- Integrale des Arguments K—u werden berechnet nach den 


in welchen p = e 


...o 


Formeln 


f | S(K,«a)— S(K-u.u = 
2n’up?sin?y’a 2 ısindn’a „ 2u’up® sin6n’a 
4 4 Be yup TE y'up Yu NUR K E 
- Ca HR T Si K Shan It (em 
CKGV)—UCK-uva= 
2 usin?n'a |, 2n/usinänyfa 2rusin6nya , 2nusindr dh 
U ER a a) dl Br 5: en 
G'(a, u) - Sin27’K ET Sin4ny’K Sin6ry’K + Sinsy’K ea 
D(K,J)—-DK-ua = 


r 2y/usin?2y7/a , 2y/usindy'a |, 2ny/usin6n/a , 2y'wsindn’a | 
/ BT WE TE 
t4. Gau) + Sr Sin2yYK TreniK Sinty'K % Sin6y’K TeinsrK Sin8„’'K ROTER, 
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S(K,0)— 'S(K-uu) = 
2yfusin?y’a : 2y/usindy‘a __2Iyfusinönfa  2yfusinsn'a 
Sin?yK  SintyK SinöyK,  „SinsyK 
CK,a)— C(K-ua) = | 
2y/usin?yfa , 2n'usindy/a ,. 2y'usinön’a  12n'usinsy/a 
ir AST, eind7) KT Sin 4 ER Li Er 6 en Zr Fe u ME 
D(KR,aa— Dk—-uq)= 


r— Aa) — 


17 — Ala,u) + yutngya + p* sin2y/a , , 2nfu p* EN 0 Pe 


Sin27'K Sin#y’K Sin6yK 


Vertauscht man in den Formeln (21. $.206.) @ mit % und den Mo- 
dul % mit %‘, so erhält man 


dn 
A’(a,u)—B’(a,w) = arelang (su‘ a suc’a. =) oder 
1 tn 2) 
sn’a snc/a” dnw/? 


B‘(a,u) + H‘(a,u) = arctang (©), 


snc’a sncu 


47 —A'a,u) + B‘(a,u) = arc tang ( 


B’(a,u) — G’(a,u) = arctang ( Bd 


15. A'’(a,u) + H’(a,u) = weiang Kae ER f ) oder 


Re; a’snusncu 


.k snusne 1) } 


ir—A/a,u)—H‘(a,u) = arctang ("- .SNU SDC u) ; 


k' cnc “) 
ecnu /? 


sn’a sncu 
snc’ a" snu 


G’(a,u) +H‘/(a,u) = aretang to asıca. 


A/a,W—G’(a,u) = arctang ) oder 


Ir —A/a,u) + G‘a,u) = arctang (er8; EZ AN. 


sn’a sncu 
Aufserdem ist dem Zusatze zu $. 200. gemäfs 
(a (@a)+B’(ea) = - 


sn’asnca’ 
sn’a 
B’(a)+ Ha) = 20, 


B‘(a) — G‘(a) REN tn’a Bi k cnc’a 


16. dn’a a cn’a ? 
dn/a uk ‘ 
O1 Br 
G’(a)+H(a) = k”sn’asnc/a, 
Aa) + Ca) = E. 
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Setzt man in den Formeln (11.—14. 8.205.) noch «2 ; für u, und 
dividirt man die Gleichung durch ö, so erhält man 


„Wo = tan uw) = En e, 
Au)= 2. tir—Aau), GW) = Zn e@ u, 


und den F'ormeln (15. $. 200.) gemäfs ist 
Ad) = 5;mtAQ, Sd= rm 6), 


Bd (a) = ZmtHl), Sa) = et Ba), 

Durch die Formeln (17. und 18.) lassen sich diejenigen $. 206. auf die so 
eben entwickelten und umgekehrt diese auf jene zurückführen. 

Anmerkung. Da, wie die Erfahrung lehrt, die Modular- Integrale 
der zweiten und vierten Classe, welche von hyperbolischer Art sind, in 
den Anwendungen (der. Mechanik und Geometrie) selten oder vielleicht 
gar nicht vorkommen, so übergehen wir der Kürze wegen die Zusammen- 
stellung der Reihen, durch welche diese Integrale ausgedrückt werden. 


18. 


S. 208. 
Reihen für die Quadrate der acht Hülfs-Functionen. 

Erheben wir die Reihe 
= 1424608270 +2Q°Eos4yut2g°Cosönu+2g"Cossyut.. 
Ye Quadrate, und machen wir Gebrauch von der Formel 280854 Cosd 
—= (os(a+b) + Ios(a—b), so erhalten wir eine Reihe von der F'orm 

= =a-+ 2a Cos2yu En 2a Cos4nu ++ 2a Cos6nu +. 
und für das Anfangsglied « die Reihe 

a=1+ 2? HI HI FI HI" LH ..H 

welche leicht summirt werden kann. Setzen wir nämlich in der bekann- 
ten Reihe 


Air 2 PERF FI. 
g° statt q, d. h. statt des Moduls % dem $. 51. gemäls den nächst klei- 
neren Modul X = VIER also statt des Quadranten X den kleineren Z 


= R so verwandelt sich diese Reihe in die Reihe #; daher ist 
au yHHE_y = 14242 +2 PH H2 He. 


75 
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Die übrigen Coeffcienten a, a, 4, etc. werden leichter recurrirend gefun- 
den, wenn man bedenkt, dafs in Anwendung der Bezeichnung x = e”“, 
Ga+2K)=F.Glu ist. Setzen wir aber auf ähnliche Art, wie in 
$. 188., in der Reihe ) 
ee —— at ax x ax + ax ag +... 
- ax u. ax - ax in ax +.... 
u+?2K statt u, also „ statt x, so erhalten wir die Gleichung 


1 2 E} & 
6 8 
a-+t an? — ax . ER — Er, -- amt +... ac* &l?u 


q* gq° 4 2 EN = I, 


u. MEHAE, tag" 4- ag’? > agx en 


a ieh a Es a Ei a 2 0 
tatatn 
9: —2 ne ax de a "10 
ga “tt EEE 
und wenn wir in ihr die ersten = auch die zweiten Horizontal-RBeihen 
identificiren, so erhalten wir übereinstimmend die folgenden einfachen Be- 
slimmungen: 


1 ı 2 4 $ 1 & 2 2 5 3 16 6 & 
ua a=adı, a=ma.d, a=ag", a=a.g”, a—=ag), ..., 


welchen gemäls der Üoefficient a allein noch unbestimmt bleibt. Setzen 
wir, was erlaubt ist, «= aug, indem wir « als noch unbekannt ansehen, 
so haben wir 
aa. %4, a=a. "x aa. ug, a=a. 9°, a a.09°, a=a.g” u. 8. W. 
Substituiren wir diese Werthe und setzen k=sind, also k’= cost, so 
erhalten wir 
Tv = e0s49.(1+20g Sos2yu +24’ Cos4yu +2ug’ Cos6nu 
+2" Sos8y1u +2ag”’Los10y1u + :...); 

und diese Reihe verwandelt sich, wenn u-+:K statt u, also yu+47i statt 
yu gesetzt wird, in 
G; = c9s+4 120g Co 2yu + 27? Sosdnu— 2o,g’ Cos6nu i 

+2g°C088yu—2ag? Los 1yuF—...). 
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Setzi man in der. ersten Reille K'- - U statt, a, "also = statt. x, so erhält man 
Se (K’_u) a Be Het + ag"x° 4 at. 
nt een 

und da Blu=xyg. GIK—u) ist, so. verwandelt sich der 2 in 

v - cos20(® a a -) oder 

+ g& + ag'x + fx +aglat + . 


— — c0s}d(a+298os!1u+ 2ug'Sos4yu+2g’Cos6yu-t2agCossyu +...) 
fi 


Setzt man hierin noch u+:K statt u, so entsteht 
U? u 


yet 19(—a+2g8os2yu—2ag*Cosdnu+2g’Losbnu— rag Eossyut—....). 
Die ndeh unbekannte Constante & finden wir leicht, wenn wir drei von 
den vier Reihen in einer von den Relationen des Zusatzes zu $. 171. sub- 
stituiren. Da namentlich 

k.SAuMu—k'Bu=0 
sein soll, so erhalten wir die Reihe 
0 = (k—a—uk))— 24 (ak—1+%') Sos nu + 29 k—a—uak') Cosdnu +...., 
in welcher wirklich jedes Glied für sich =0 ist, wenn 

k—a—ak' =0 und ak—1+k —= O0. 
Aus diesen beiden Gleichungen 3 sich aber übereinstimmend, wie zu er- 
warten war, der Werth «= kr: a welcher sich, weil k‘ = cos# gesetzt 
werden soll, auf «=tang49 reducirt. : Seizen wir daher zur Abkürzung 
1 Nu)= 24 Sostyu+2g Los6nu+2g°Cos10nu+2g"Cosidyu +... 
Mu) = 14+2g’Cosdnu+2gCossnu +2g"°Cos12yu F2g"Cosl6nu + .... 

so erhalten wir die vier einfachen Formeln / 

Ur u 


v7 cos4d.N (u) — sin 4H.M (w), 
vr —= cos}d.N(u) + sin4H.M(w), 
2. SI? u 


\v, = cos19.M(u) + sin4d. N(u), 


I —= cos4d.M (u) — sin49.N(w). 


Hiernach sind also die vier hyperbolischen Hülfs-Functionen auf zwei 
Functionen desselben Arguments zurückgeführt. 


# 
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Setzt man in den vorstehenden F'ormeln x: statt v, und zur Abkürzung 


g, . N (&) = { 


24 e0s%yu +24 cos6y1u + 24° cos10yu + 24° cost4yu +... 
M (u) = 1-+2g* cos4yu + 2g'°cos8yu + 2g” cost gu + 24° cos16y% + .... 


so haben wir, für die Quadrate der vier cyklischen Hülfs- Functionen die 


Ausdrücke 


Vn 


sin$9.M(u) — cos49.N (v), 
sin49.M (u) + cos49.N (uw), 


cos19.M(v) + sin 29.N (w), 


— 
—_ 


‚c0s49.M (u) —sin1$.N (v), 


wodurch auch diese Functionen auf zwei neue F'unctionen desselben Argu- 
ments zurückgeführt sind. | 


Setzt man in den vorstehenden Formeln % =0O und zur 


Zusatz. 
Abkürzung 
n 24 +2 FI HIHI +3" +...» 


— 
— 

— 

—_—— 


142 +29 +2 PHP +. 


so hat man die besonderen Formeln 


m 


0 = msin48 —ncos49, : Fi — mcos4d + nsin49, 
Y- m sin48 + ncos49, h vi = m c0s49 —nsin}6, 
dnd hieraus folgt 
5. tang}) = a 
6. Tr =m ode Yı= u 
nn oder A yye it, 
8. = Ir Aka mn. 


Die Formel tangt# = m wurde schon in $. 188. gefunden. 
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S. 209. | 
Entwickelung ‘der’ Quadrate der Moduiar-Functionen desjenigen Argumentes u, für 


FOREN die Function H(w, a) oder G(u, a) ein Maximum ist. 


Schon im Zusatze (1.) zu $. 206. "wurden die Modular -Functionen 
des Argumentes % hergeleitet, für NSMNSE die Function 


E33 Hlla— ui) 
H(u, a) = og Ver 
ein Maximum ist. » Wir. leiten hier dickelben Formeln noch auf eine andere 
Art her. Soll H(w, a) ein Maximum sein, so mufs nn = —= 0 sein und. 


also den Formeln (6. $. 200.) gemäfs 
Hla—ui) + Hla+u) = 0 
Multiplieirt man. diese Gleichung mit Sl(«— wi). SHl(a+u:), so erhält man 
Hla+ w).Hla— wu). Hla— ui) + Hla— w).Hla+w).Hla+w) = 0, 
oder Hla+u). he Shan 1, 
d se .Hla— ui] an, 


oder auch 


wenn nach a differenzürt wird. Da aber nach $. 191. 


Hla+ wm. Hla—u) = Mar _ Mean, 
also Hlutui). Hlla—ui) = SE aM ta.Ah 


ist, so ist die vorige Gleichung einerlei mit 
2 ® 
2 2 N 
Hru.dSfa+Alu.da=0 ode m. = ame 
Al’u B! 2 . . 
und da ap, in u ist, so ist 


1 —dölta _ 1 Ha Hl) _ 9(a) 
BU TE TE a k "Al?a' Ya) Cu) 2% U(a)’ 


wie im Zusatze zu $. 206. Ueberhaupt können die Formeln im Zusatze 
zu $. 206. auch also dargestellt werden: 


‚—agla Y ı dBl?a 
2 u ü_-, m 
UT lie du = K.Type 
und 
2 kr a8 et Zagee 
CRIME. Ka A 


Seizt man nun in den Formeln (2. $. 208.) a statt u, und differenziirt 
wirklich die Reihen für die Quadrate der hyperbolischen Functionen in 
Ansehüng des Argumentes a, SO erhält man die Formeln 


1 gsin49Sin?ya —2g:00s10Sindna+3g’sin}0Sin6na—4g 180539 8in8ya+5g? >sin}98in LOya— +... 
% " gc0s19Sin?ya—2g*sin40Sindya+-3g? c0s40Sin6ya—4g! *sin3HSindya+5g? °c0s}4Sinllya— +... 


Pr 
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sn’ u Ze 


au = 


k’ ‚ gsin}0Sin?ya-+2g*cos30Sindya4-3g*sin! HSin6na+-4g!?cos3H9Sindya+-5g? ’sin40SiniOya+... 


1 gsin9Sin!ya—2g*cos}0Sindya4-3g’sinz0Sin6na—4g!°cos40Sin8ya+-5g? ’sin40Sin1Oya— +... 


u 


I 


k " gcos} ran ae ee cos14Sin6ya— 4gq!°sinz HSinsna+5g? *c0s30Sin10ya —-.. 


dn’u = 


eh 


k' ' gsin49Sin2y7a+2g*cos40Sindya-H3g°sin; 40Sin6na+4g! °cos30SinSna+5g? ’sinzHSinLOn« Lin 


in welchen k=sin$ und k = cos® ist und welche das en u he- 
stimmen, für welches die Function 


H (u, a) = G(K—u, Br 
ein Maximum ist. Es ist indessen die Rechnung nach den im Zusatze zu 
$. 206. aufgestellten Formeln nicht minder bequem. 
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DS 
$. 210. 
Neue Modular-Integrale, welche von denen der zweiten Art und zweiten Classe 
abhängen. 


Betrachten wir zuerst die beiden von a und % abhängigen Modular- 
Integrale 
Melt dnasnu.du 
air 1—ksnasnu ? 


fangen: dnasnuı. du 
1+k sna snu w 
so erhalten wir durch Addition und Sublraetion 
k:snacnadnasn?u.du 
4M—N) =/ 1—k? sn: asn?u = ©(wa), 


kenadnasnudu 
1— k: sn? a sn? u 


4(M+N) = — Arclang (ksnca) — HecTang(k snca encu), 
daher erhält man, wenn man diese Gleichungen aufs Neue durch Addition 


und ‘Subtraction verbindet, die Formeln 
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kcnadnasnu.du 


.)» Ik smamu — ArcZang(ksnca) — ArcTang(ksncasneu) + S(u, a), 


kenadnasnu.du 


tra = Er — ArcTang(k sncasnevu) — ©, n 


k sn 
Da - % et SUN 1 ksnu ui. 
1— ksnasnu sna ' sna’1—ksnasnu 1--ksnasnu 
1 1 1 


a EL an ann, 180 erhält man, wenn man diese Gleichungen 
noch mit enadna.du multiplieirt und integrirt 


dna du _ Adna 
A ina I—ksnasıu Ina ut ArcTang(ksnea—ArcTang(ksncasncu)+ &(u, a), 
dn @ du _ dna 


tna’1-+-ksnasnu tn ing 4 ArcTang(ksnca) + ArcTang(ksncasneu)+&(u, a). 
Balrachten wir nun die , 


a A enca dnca asncu. du 


"1 ksncasmceu 
a enca dncasncu. asncu.du 
1+ksncasncu 
2 N A 2 2 
und beachten, dafs 1—%?’ snc?’a sne’u = k'? (1 —k?sn?asn?u) 


raanu rn ist, so erhal- 
ten wir 
ksnacnudnu.du 
41(M-+N) = / em mer ner are Prada ArcTang(ksnasnu), 
k® snasncacn?u.du 
J — — ansehen EN ee SEE ER Yet F 
14 N 1—k? sn? asn?u Cu, a) 
Daher ergeben sich die Integrale 
L) kencadncasncu.du __ y 
Tre ArcTang (k snasn u) + lu, a), 
3. 5 A 4 
k enca dncasncu.du 
_—_— =; k sn u) — (u, a). 
Je 1--ksnca sncu ArcZang (ksna sn u) — E(u, a) 
k sncı 1 1 1 
BE; ir Maas 4, Liner EB) 1 ml 0 
Da 1— ksnc a sncu rs Fee 1— ksncasncu und eben s 
ksncu (brg 1 1 1 


ch je RER UT a He et 

1+ ksnca sncu snca snca’i+ksncasncu  ° 

so erhält man, wenn man die beiden Gleichungen mit enca dnca.du mul 
tiplicirt und integrirt, 


Pdnca du _. dnca i 
tnca 1—ksncasncu 7 tnca” 5 ii, Arc Tang (ksn asn u) T Cu, a), 
"dnca du dncea 


ee Incn e — Arc Tang(ksnasnu) + C (u, a) 
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N Da aber C(w, a) + Ä = — D(w, a) ist, so redueiren sich die beiden Glei- 


chungen auf | 
k’enca du 
De Te ano So D (u, a) + Arc Tang (k snasnu), 
i k' cnca du | 

f an "IR sncasncu = D(u, a) ur ArcZang (k sn«d snu). 

$. 211. 
Integrale, welche von Modular-Integralen der zweiten Art und vierten Classe 

abhängen. 


Beitsphten wir zunächst die Hera Integrale 


# ie Hifrer tnu.du 
snasnca tina —tnu’ 


N-f., tnu.du 
snasnca’tna-+tnu? 


so erhalten, wir dureh Addition und Subtraction, 
tnu.du =/ snucenu.du 
D — el, I er BE rn 
LM+N) = sem suca’tn?«— tn?u das "sn®a— sn? u? 


4(M—-N) af tn?u.du en dna sntu.du 


sna snca’ tn?a—tn?u , na sn?a— sn?u' 


Die wirkliche Integration giebt 
ıM-+-N) = Arczang () — ArcTang (dn a), 
4 M—N) = '&(uw K—a); 


daher haben wir die beiden Formeln 


Yu ER BL. CL EAN) 00 Tang ($ nn) — — Arc Tang (dn a) +’S (u, Ka), 


Snasnca tina —inu 
0 


1. 
1 tnu.du ’ 
N re Arc Tony (im )— ArcTang (dna)— 5 (u K— a). 
{nu tna {nz RR tina e ei. 

Da ina—inu Ark tina —tinu ir tna+tnu I tna--tnu ist, so erhält 
man, wenn man diese Gleichungen mit — — multiplicirt und integrirt, 

dna du 

te ne Ten eeuch + Arc Tang er *) — Arc Tang(daa) +’S(u, K—a), 
CH 

Kae Ze 7 2 1 — Acta (h- 2) + ArcTang(dna) + 'S(u K—a). 


„ ana Si snasıca 
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Ne sna a a snca ir 
—— = — ,‚uU+ uU u .u ist, 80 ist —— 
snasnca tina snca tnca sna sSnasnc«a 


+'©(u K—a) = 'CwK BEE Bin .u, und es darf daher in den vori- 


snca@ 
‘Cu, K—a) für — + 'G(u, K—a) geseizt 


Sdasnct«a 


gen Form 


werden, oder auch u+'D(w,a), den Formeln (6. $. 121.) gemäfs. 


en. wir nun die Integrale 


Biel = und fe BR. 
smatsno 


sna — sSN1u 


so erhalten wir 
cnadnasnu.du 


1(M--N) Ef und 1(M—N) ulearr ee 


sn?a — sn? 


Die Integration selbst giebt 
1(M+N) = An u Po '& (u, K—.a) und 


ina” sn?u 
1—- ?a 
sn 


$(M-N) = ae ArcTang (snea); 
daher die Formeln 
cnadnae. du LE Ku, K—- a)+ Arc Tang(‘ aar a — ArcTang(snca), 


sSNaA—SNnu SNC U 
3 0 
; cnadna.du _, N S) 
In sna+snu = ‘Cu, K— a) — Arc Tang el ArcTang (snca), 
in welchen auch X amca für ArcZang (snca) gesetzt werden kann. 
Re snu sna snu sna 
st ——— = 1— —— __— 
Ks is sna--snu sna--snu und sna —snu 1 en 


Multiplicirt man diese Gleichungen mit eu .du= en du und integrirt, 


so erhält man, mit Benutzung der digen Formeln, 


dna snudu dna snca 

Ana Ham mtr u, K-a)+Arctang ei *) — ArcZang(snca), 

dna snudu _ ei a, snc 
| inaäna ana rs — Eu, K—a)+ rang (ze :) — Arclang(snca), 


und da nach $. 121. 
Lu K—a)— -——.u= '&(wK— da 


tna 
ist, so reduciren sich die Formeln auf 
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ein 0,0. BB RR Arczang(C 


tina sna—snu 


K—u), 


d s d 
na, mu sdu _ Ifgang (iO 
tina 'snatsnu 


)— ArcZang (sne a) - — '& (u, K—a). 


0 


Die Integrale ee -@# und N ke dt eben 


enu— cna cnu-tena 


1(M-N) = fesnan dnaenu.du un Arc Sang (re) un 


cn?u— cn?a 


sn?a — sn?u 


1M—N) — fmacnadne.du — ‘Eu, Ka); 
daher hahen wir die Formeln 


Ye dr — ArcTang (=) + Cu K—a), 


cNuU—cna cnc 


o 
snadna.du __ encu IMS 
Mn = ArcZang (en) — (w,K—da); 


enu--cna 


woraus wir noch sogleich die beiden folgenden herleiten: 


jeesemudn _ Ma 44 ArcTang (Fr) + Cu Ka), 
(0) 


cn — cna snca enc 
8. tna ki acnu.dı sn encı 
L.» L a a A > 
ka si u 3 U— ( ) R KR—.a). 
”% enu-+ cna Snca@ ArcTang enca re a) 


k?snacna.du _..f k’snacna.du 
Aus den Integralen M = ran en und N Net sk dea‘ folgt 


4(M-+-N) ee — ArcTang (2*) und 


sn? a — sn? 


ı(M-—N) aupesan, enadna.du = Ka): 


sn?a— sn?u 
also haben wir 


k”snacma.du __ ER ArcTang (2) 4 ‚lu, K—a), 


dnu — dna 


k”snacna.du __ nu), __. a 
Inutda- == ArcZang (I) w,K a). 


Hieraus folgt en 


a dee 


k?snasncadnu.du s A inu / ua) 
a en snasnca.u Ks 4 C(w K—a). 


Da aber k’sna snca.u + 'C(w K— a) = 'D(u K—a) ist, so reduciren 
sich die beiden Formeln auf 
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k?snasnca.dnu.du __, q e tnu 
Me TE mar STAne ee DC K—.a) + ArcTZang (E*), 


k?snasnca.dnu.du _ |, ftnu 
/ dnu--dna ER DW Ka) — ArcTang (7n.) 


Verbinden wir die beiden Integrale 
Muß und N ee du 


sneu—snca sneu-+-snca ’ 


so erhalten wir 


eneadncasncu.du sna cnudnu.du 
4(M+N) = kaeaflee ger ei Han = ArcTang er 
0 0 


sne? uv—snc?a sn?a—sn? 
und 


ncadnc .d tnca dncadn?u.d 
ı(M—N) =f: Ri af adncadn’u.du _ 'D(u,K—a); 
o 


sne?u — snc?a h sn?u 
sn?a 
daher erhalten wir 


enca dnca.du sn u 
y sneu—snca ——” Arc Tang (T“ )+ 'D(u, K—a), 


cncadnca.du __ ; “N 2 
iR eu ea > Are Zang (7) — Du K— a) 


Es können diese Formeln auch also dargestellt werden: 


dnca sncu.du __ dnca ES 3 & 

Inca 'sncu—snca inca 4 tr ArcTang sna % ac); 
10. 

dnca sneu.du __ dnca 


— Arc Tang “ae + 'D(u, Ka). 


inca’sneu+snca “ " tnca” 
Verbinden wir die Integrale 
snca snca dnca.du du snca dnca a.du 
> ud N= 4 
enca — encu enca+tenceu 
so erhalten wir 


ı(M-HN) paul dnca.du _ fragen dn?u.du -ouR a), 


enc?a — cnc?u sn?a — sn?u 


und 
_.  f sncadncacnceu.du Na .du 5 ena 
(MN) = L ERREGT az cn?u—cn?a Arc Zang % :) 
— ArcTang (en a): 
daher die Formeln | 
GERD = D(u, K—ua) + ArcTang (==) — ArcTIang(cna), 
Ä | 


ent a — CNHCU 


11. 


enca-rencu 


Szerreete — Du, Ka) — UrcZang (=) + ArcZang (en a). 
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Man leitet hieraus noch die beiden folgenden her: 
tnca dnca encu.du 
CcHca — CC u 


AND UK a) + ArcTang ) — ArcTang (one), 


12 sna 
ya: dnc a cncu.du 
enca— cencu 
or snca , A (>) AN { 
UMS, D (u, K— a) + Arc Tang (|) — Are Tang (en a). 
$. 212. 
Integrale, welche von Modular-Integralen der zweiten Art und ersten Classe 
| abhängen. 
/ u 
Verbinden wir die beiden Integrale N = Eh Jun aa, du.und 
vbs De sn’a’1— cn’a cnu 
M= [| =. -I@2 gu, so erhalten wir 


sn’a’1-+-cn’a cnu 


KUFN)=, sn 'adn’acenu. nurdt — are tang (© 


1-—ecn’?a en?u 


dn’ 2: u. 2, ! 'a.sn? 
4M—N)= n’a sn?u.du 1 k?.dnc/a tnc’a.sn?u ie S(u,K—a), 
c 


tn’a "1— cn’?a en?u nc’?a(1+-k?tnc’?a.sn? u) 


cnc 2), 
k’enc’ 


und wir haben also die Formeln 
dn’a cenu--cn’a Be 
SLEHNU FUTTER a eur‘, en Ä u K' —/( 
sn’a 1--cn’a cnu gu Ba k' enc’ +S@ ); 


1. 


dn’a enu—cna Be) ’ 
Bewer —- nel—-———_) — S(u,K'—a); 
sn’a’1— cn/acnu du arc lang k'enc’a (W, 5 


welche sich anch also a lassen: 
/ / 
tn’adn/a.du__ large tang ( k encu )—S (u, Ken), 


1— cn’a conu = ug: snc’a k’cenc’a 


tn’a dn’a.du u k cncu n 
Wadhla.du _____ grotang(LMer) gm, Ka) 
1-+cen’acnu sn’asıc/a CANE \7rcne’a (Ws ) 


2. 


Auf gleiche Weise findet man die F'ormeln 
dnc’a dnw—snc’a 
enc’ a’ 1—soc’a du" 
dnce’a dnu+saca 

enc’ a’1-+- snc’a dnz 


welche sich auch also darstellen lassen: 


u = arc tang ee —S(u, K'—a), 


3. 


u arc tang (I 


“)+S(w K'—a), 


dnc’a du u ( tnu ) S ns 
ea een AR Pe RE 
4 tnc’a I—snc’adnu sn’asıc’a + arc tang PET Bye (wRK'—.u), 
; dnc’a du u (& ap 
ind ein: Sn’ asnca n wK —a 
tne'a 1+snc’adnu sn’asnca — arctang S (u, ) 
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enu 1 Be | enu 
Da ——— = — 4 — und — —— —_ 
1—cn’a cnu era cn’a (1—cn’a en) 1-- cn’a cnu 
1 1 
en — is rhält m i 
Ben SZ A t, so erhält man, wenn man mit sn’«a dn/a.du 


cn’a 
diese Gleichungen multiplieirt und integrirt 


oe dn’acenu.du 
1— onfacnu 
kencu > 
-)—S(u,K'—a), 


0 
) 
( — —tin’adn’a)Ju+ art tang | k'cnc/’a 


sn'a snc’ 
sn’adn'acnu.du 
1—cn’a cnu 


1 kencu‘ 5 | 
20 e asnca . in’a dn a) u rare tang (ee) + S (u, K'’—.a). 
= und u 8(u,K'-a) = C(u,K'-a) 


— 
m 


1 
Da aber — — — 
SN’asıc'a 
o reduciren sich die beiden Formeln auf 
sn’adn/aenu.du (>) K 
u ae tang k' che’ +lWwK'—a), 
sn’a dn’acnu.du (er) a R 
——-—— = arct ——)—G(u, K'—.a). 
J 1-+cn/a cnu BECHnE k’enc’a CK ) 
Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (4.) umformen in 
enc’a dnec’adnu.du ee ) / 
ae } —ıdi 
[ 1 — soc’« dnu arc lang sn’a +Dw,K » 


ist, s 


[%) 


9. 


6. ° ” 
dnc’adnu.d K 
Sa = are tang (7) — Du R'—a). 


Seizt man in den Formeln (7. $. 211.) w: statt «, indem man zugleich k 


vertauscht, so erhält man 


= sn’acn/a sncu.du 
1—dn/a sncu 


mit k' 


arc tang (° we) +CwKR—.a), 


T. 2 
k’? sn’acn/’asncu.du __ snu\ _ ri 
J 1--dn/a sncu Ir make FAlE (2) CwK'—a), 
und auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (8. $. 211.) in 


k'? sn‘a snc/a. du f =), 
u, K'— tan 
1—dnasıcu = D(wK'—a) + are tang 
8. i / / ! 
k'?sn’asnc’a.du __ / ( = 
4+dniasncu D (u, K'—a) — arc tang tn’a/' 
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2 $. 213. 
Integrale, welche von den Modular-Integralen der zweiten Art und dritten Classe 
PRISDAPR: 


Setzt man in den F'ormeln (4. $. 211.) Kö statt 4 und a2 statt 
a, so erhält man 


k’? sn'’a cn’a snu.du 
—— nn = arc Gl 


? / 1— dn/a snu 


y k’? sn’acn'usnu.du __ are tan (2) am’a—|'S (u, a) 
0 1-7 dn’a snu iR 5° sucu I 


Auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (3. $. 211.) in 


"X sn’asnc/a.du ; mr j 
Pa wer ihe s 1 Dre u,a arc tane{— ) — 
1—dn’asnu C(wa) + arcta 8 snc er 


k'sn'asnc’a.du __, ( 
NEL, Tr C(u,a) — arc tang 


und die Fornieln (11. $. 211.) gehen über in 
pie ‚ER sp (u,a)-+ arctang (= er 2) — aretang (& enc’ a) ; 


1— cn’a cncu 


an'a-'S(w,a), 


SDEU ne) — 


var am’ 4, 
SNCU 


tn/a dn’a.du du 
1 cnacncu 


== 'D (u,«a)—arctaug ( 2 + arctang (= enc a). 


kenu 


Sie er auch also dargestellt werden: 
?sn’a dn/a encu.dw 
1— cn’a ecncu 


— ee I 


sn’a dn’a cncu.du 
1+cn’a encu 


= —'S(u,a) + arc af I us 2) — arc tang (= ene 'a). 


Setzt man in den Formeln (7. 8.211.) K—a stait a und ai slatt a, so 
erhält man 


enc’a\ Ka) 
we | — are tang (* ene a); 


k? snc’a cnc/a.du DE 2) N 
— m u 
dnu— k’snc’a air tang ns Ce ? a); 


k? snc’a enc/a.du n’a un 
—- — — — ——  — == arctan (Fe )— U(u,a 
dnu-+-k'snc’a rei A 


und auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (8. $. 211.) in 
en sn’a snc’adnu.du a taug ( -) er 21) (u, a), 


dnu— k’snc’a c 


6. Me sn’ a snc/’a dnu. du 
dn«—+k’snc’a 


sn’a 
= 'D(wu) — arc lang (ee). 
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h 8. 214. e Al 
Relationen unter den Modular-Functionen und Amplituden zweier Argumente vw und v, 
wenn die Moduln jener Functionen ein gegebenes Verhältnifs zu einander haben. 


Im Nachfolgenden beziehen wir die Modular-Functionen der Ar- 
gumente v und @ sammt ihren Amplituden auf den Modul k, also beim 
Uebergange zum conjugirten Modul auf X —= y(1—A°), hingegen die Mo- 
“ dular-F'unetionen und Amplituden der Argumente ® und 5 auf den Modul 
-A<Ck, und also auf den Modul A’>%', wenn der Modul A mit dem con- 
jugirten vertauscht wird. Das Verhältnifs der Modul % und X zu einan- 
der hetrachten wir als gegeben. Es sei 


1. = kmca; 
dann ist X’ = dnca, und es drückt diese Gleichung, wenn sie durch 
ae Ze. 


na 
vorgestellt wird, schon das Verhältnifs der conjugirten Modul zu einander 
aus. Die den Moduln % und X‘ zugehörigen Modular-Quadranten seien, 
wie bisher, K und K’, und die den Moduln A und N’ zugehörigen Mo- 
dular-Quadranten Z und ZU. Für a=0 it A=%k, also LZ=K und 
L'=K; füra=K it‘x\=0, also L=47z und L’=}%; daher ist im 
Allgemeinen 
9 Ir zwischen den Grenzen K und 47 und 
L‘ zwischen den Grenzen K’ und 4 enthalten, 


wenn die Gröfse a reell ist, wie wir hier zunächst voraussetzen. Mit Be- 
ziehung auf die vorigen Modul A und % sei nun 


4. amcv—=amen, also snev =sneu, enev—=encu und tncv = tnew. 


Die letzte Gleichung ist einerlei mit A’tno= k’inuw, und redueirt sich in 
Anwendung der Gleichung (2.) auf 


dna snu 
d 


tn®o = dnatnv, also mv = — — — m 
\ = V(1—k?sn?asn?u) 


5. 
cahv =, — a 
V (I—k?2 sn? a sn! u)” 
cav cn : : 
—- — 7, und wird die vo- 
dnv 


Die Gleichung snev = sncu ist einerlei mit Fi 
1 


rige Gleichung benutzt, so hat man 


6. duov = 


dnu 
Y (L—%k* sn?asn?u) 
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Nr 
Es ist übrigens auch A sncasueu und also 
2 a, ; k/.Y (1—k? sn?asn? u) 
= — k’ sne? ?w m | 

7. dncev yv(i—k’sne’asne’u) = KIUR; 


is a) er am (u— 2) 


Da nach $. 12. dna tnz = tang| ist und auch 


dn atns = tnv = tangamv, so haben wir die merkwürdige Relation un- 
ter den Amplituden: 


g en: le eh Hd jet am (u --a) — am(a — u) 
f DR wein nn ten 


welche übrigens durch die Bo einfachere anfängliche Relation amncv —= 
i - 1 k 
ame u Ye wird. Aus den Gleichungen zz aa und enc® = encu 
k 
folgt —; > cnev—ena# eneu, oder, dem $. 29. gemäls, 


in (N, -) = dn(ka, =). tn (ku, ei), ähnlich der Gleichung 


in®e = dna.tnu; 
woraus man sieht, dafs man gleichzeitig ka statt a, ku statt u, 2 statt des 
Moduls %, also k(K—:K’) statt des Quadranten K setzen darf, wenn 
man Av slalt v, u statt des Moduls A, also x\(L—:L‘) statt des Qua- 
dranten Z setzt. Hiernach verwandelt sich aber die Gleichung (8.) in 


am (N v, en) = J lan(%u +ka, ER = am(k u—kau, 5) n 
Den Gleichungen (4. und 5.) gemäfs ist 


fr wie Ktauh!v= ZZ, 
-- u=2KkK -- vl, 
10. --uw=3K -- v=3Z, 
-- a—=4iK -- v=4L 
U. 8%. W. 


Ueberhaupt it vo=mL für u=mK, wenn m eine ganze Zahl bezeich- 
et; daher ist auch für ku=k(K—iK), Av=r(L—:iL‘), oder 
L—iL' für u K—iK', 


UnS= = 

v—=ıL-—iLlL) fü v= U K—ıiK), 
11 vr = 3(L—:L) fü ve 3(K—iK'), 

ve=4(L—-iL) fü v=4(K-—:iK) 


u 8 W-» 
Ueberhaupt wächst v» um 2m L+2niL‘, wenn u um 2m K +?2niK‘ zu- 


nimmt, vorausgesetzt, dals m und n ganze Zahlen sind. Setzt man in der 
58% 
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Gleichung inv=dna.inu das Argument u a+:iK, so wird tnu= 
also in» =:, oder v—=:L‘: daher ist 


i 
dna’ 


v= :L fr v=aHr iK, 
12 v =sil für v= at3iK, 
v=5il’ fü w= a+5iK 
u. 8 W 
$. 215. 


dna.du 
Vom Integrale v = en Vie sniamtu)‘ 
Zur Beurtheilung des FERIEN RAR! unter den beiden Argumen- 
ten u und v in $.214. selbst ist es nöthig, die ihn ausdrückende Differen- 
zial-Gleichung zu entwickeln. Differenziiren wir zu dem Ende die Glei- 


chung amcev = amcu, so erhalten wir zunächst —dncv. dv = — dncu.du, 
d { — k? sn? Iu) . b 
und da dacvo = HC IE N en? a sn?) ist, so erhalten wir \ 
ar dna.du 
—  V(1—k? suta sn?) 

Da dn a RG 1 1 a 
Y(1—k? 2 P} Is Et 2 2 An 
V(1—k?sn?a sn?u) ° suca’ V (14-tn?a dn? u) Fiat u) 


k' 
V (X? cn®u-+-k'? sn?) 
denen F'ormen dargestellt werden. Da © —— — positiv und <(1 ist, aber allmälig 


ist, so kann das a in verschie- 


—=1 wird, wenn sieh v der Grenze K nähert so wächst v beim Wachsen 
von ı, aber so, dafs die Zunahmen von v kleiner als die von x sind; aber 
diese Verschiedenheit sich immer mehr der Gleichheit nähert, je näher « 
der Grenze K kommt. 

Die Reihe für vo hat, wie man bald übersieht, die Form 


Na sin?yu sin4nu sin6yu sin8nu 
Mage Sin®yK’ +4. SindyK’ TA. Sin6yK' +4. SinsyK’ Te 


Setzt man hierin a=mK, alsov=mL, so fällt der periodische Theil 
weg und man erhält mL = A.mK, also A= 7; daher ist 


sin?yu sin& nu sin6yu , 5 Sin8yu 
varuih Sin?yK’ +Ar. Sin4yK’ % A, Snbzk Luhe, Sins,K' Tees 


ale u um 22K’ so muls vo um 22? Z‘ zunehmen; oder, setzen wir zu- 
erst u? stalt u und vo statt v, so muls in der Reihe 
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u L ; Sin2nu Sin4yu , Sin6nu Sinsyu 
Eee Sinne T “or Sin + Ar Sina + 


v in v+2L’ übergehen, wenn v in u-+2K‘ verwandelt wird. Hiernach ist 
Bid / Sin(27u-+4nK') Sin(4yu+4+8nK) 
a a hu nn he Sin2yK’ FT Si, 


Sin(6nu+127K’) 
u; Sin6 yK' Te 


Wird hiervon die anfängliche Reihe subtrahirt, und beachtet man, dafs 
Sin A— SinB = 2&in4(A—B)Sos4(A-+B) ist, so erhält man nach 
der Division durch 2 die Reihe 
L'= %.K+ 4,.C5 (290427) + 4,.Cos(Ayu+44K) 
+ 4;.808 (69a +69 KN) +... 
welche zur näheren Bestimmung der Coefficienten A,, Ay, 4A, etc. dient. 
Da der Werth der Reihe von der Gröfse des A u unabhängig 


ist, so kann man auch « um K’ vermindern und — statt u Mn wo- 
2 
durch man erhält: 


FE EN U EN REIT ELA HUT A, Ssiu-.... 


K 
Nach $. 52. der Theorie der Potenzial-F'unctionen ist aber 
1= (Cosu— (Cos?u+ Cos3u— Sostut—... 
0 = 1?’Cosu— 7 Cos2u + 3°? Co83 u — 4 Cos4utr —.... 
= 1!Co5su— "Los 2u + Flos3u—4Lo54u + —.... 
0o= hu VL 2u+ 3° Co53u—F los 4ur—.... 
u. Ss w. a 


und multiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit 20, die zweite mit 

20,, die folgende mit 2Q,, und so fort mit 20;, 20, ete., so erhält man 

durch die Addition der also gebildeten Gleichungen: 

0=2(0+1?Q,+1?0,+1°0;....) 608 u— 1 O+FO,+TQ:.+7Q;...) Cos2u 
a a nen ne N een Costu 
a 


Man leistet all der vorigen Bedingungs- Gleichung ans: wenn man setzt: 


d K.L'—L. K 

K u; 
4, = +2(0+ 9+ 9+ 9+ „O.+t-“J)r 
4,= — KO+HTA+TR +79 + O4.) 
4, = +2(0+30,+3°0,+30,+3 0,4) 


D 
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—O+EOQ, +#0.:#4#9; +#0,4+....), 
+2(0+50,+50,+50,+8°0,+...) 

usw. 
Die Gröfsen 0, ©,,_ 0;, Q; eid. .,„ welche in den Ausdrücken Jh A,,-4 
A, etc. vorkommen, hängen von den Moduln k und A, oder auch von k 
und. « ab. Will man jene Gröfsen bestimmen, so geht man namhaften Weit- 
läufigkeiten entgegen; woraus soviel hervorgeht, dafs man lieber umgekehrt 
das Integral 


A, 
4, 


| 


Hp: dna.du 

A Y(1—k? sn?a sn? u) 
dadurch berechnet, dafs man aus A, @ und w nach den Formeln des $. 214. 
am» oder amcv, oder auch die Modular-Functionen von v, und hier- 
aus das Argument v selbst nach den Formeln $. 55., $. 57. und $. 58, 
herleitet. 


S. 216. 


Die conjugirten Relationen unter den Amplituden und Modular-Functionen der 
Argumente « und v, wenn die Moduln jener Functionen das vorhin gegebene 
Verhältnifs haben. 


Von dem Integrale v CE enu.du 2 dnasncu.du 
* r ip Y(snce? a—sn?u) AA "V(en?® a—cne? u) ' 


Wir erhalten die conjugirten Relationen alnrch dafs wir durch- 
gängig wi statt u, ai stalt a und vi statt v setzen, indem wir zugleich 
jeden Modul mit dem conjugirten vertauschen. Die früheren Modular- 


Gleichungen A\=ksaca und A = a verwandeln sich dadurch in = 


K' . j 
' gen BR, gi oh - 
k'snc’a: und = oder A=ksnea und‘ = d. h. die Mo 


dular- Gleichungen des $. 214. bleiben ungeändert. Die Gleichung sner = 
sncu verwandelt sich nun in 
| 1. doo = dnv, 
also ist Asnv=k snu, und hieraus folgt 
Ss. mv ae : 
Hierin verwandelt sich auch die F'ormel (5. $. 214.) unmittelbar. In glei- 
cher Weise erhält man 
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3 inv = u © i Ki) : snu u 
1 gi; caV (1—k’? tn? a tn? u)‘ % V (cn? u snc? a— sn? u cnc? a) 


sn 
ki; snu N 
 V(snc?a—sn:u) ’ 


4. = Va a). 


k 
Ferner ist — 4 -ENCV — — cucu, und da 


k 
. — cna ist, so findet sich 


u” 


encu ene? u 
> > C0C0 = i u sncv = l— ——). 
cna a 


Die Formel (8. $. 214.) verwandelt sich nun in 
| 6. Kamv = (kam ta) HR am(u—n)). 
. .. & sn 3 
Differenzürt man die Formel sn®o = a so erhält man cn® dnv.dvv = 
a 


enu dnud.u V (snc? a — sn? 
RT. ‚und da duv=du% und NA Aber re) 
SNnC a SNCR 


1 are enu.du 
% V (snc?a— sn? u)" 


. . j snu . enc u 
Da sich die Formel sn» = —— in cnev = —— verwandelt, wenn 
snca cna 


ist, so ergiebt sich 


ku statt u, ka statt a, N'v statt v, ae statt k und . statt X gesetzt wird, 


und die neue B'ormel mit (5.) übereinstimmt, so ist die Zulässigkeit dieser 
Abänderung dadurch bewiesen. Hiernach verwandelt sich die F'ormel (6.) in 
8 Ld4r—amcn) = 4[% (47 —amc(u+ a)) +8 (47 — ame (u— .a))]. 


Die Formel (7.) verwandelt sich zunächst innv— f: Lan; use und 
Q 


en? a— eng? u)’ 


Kt iu R 
da Nenn ist, so ıst 


dna sncu.du 
in fe u 
Es kann die Integral-Formel $. 215. auch sogleich abgeäudert werden in 


10. vo N Er 
f SF suca Y(l—K'? tn?a tn? u) " 


. snu Mi . 
Der Gleichung sunv = —— gemäls ist 
SNC Aa 


v— L fr u K, I 
v&i2L: für em IK, 

11. ve—=3L für uv=35K, 
v=4uL für u=4€K 


uU. 8 W. 
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Der Gleichung dav = dnw gemäfs ist i ‘ 
18 v= L+ ;L' fü uvu= K+ :K und 
"Iv—mL+tnil‘ fü v=mK-+tniK, 
wenn unter m und rn ungerade Zahlen verstanden werden. Auch folgt 
noch aus der Gleichung snv = an ‚ dafs 


Om ah OR ER, 
EN ».—=. 24127. Tür Tea 
» v=3:L für v=3iK 


u. Ss. w. ist, 

h j ig 48% Br}, 1 1 
Die Gleichung dnv = dnw ist einerlei mit cosam (Av, =) = cosam (k u, 2): 
daher ist x 

14. am (Av, = =='am (ku, =) 
der einfachste Ausdruck des Zusammenhangs zwischen % und ® mittelst 
der Amplituden, 


* 


S. 217. { 
Die Umkehrung der ursprünglichen Relationen unter den Argumenten v und u 
mit Moduln, welche das frühere Verhältnifs zu einander haben. 


dv 


Von dem umgekehrten Integrale u — Sneb.yAz A m@bneı) 
0 


Zur Umkehrung der in $. 214. entwickelten Relationen unter den 
Functionen der Argumente v und v ist es zweckmäfsig, noch ein Argu- 
ment 5 dem Argumente a gegenüber zu stellen und die Functionen des- 
selben auf den Modul A und also auf A’ zu beziehen, wenn, wie zunächst, 
‘der conjugirte Modul zu nehmen ist. Wählen wir das Argument 5 so, dafs 


1. amd = ama, 
so ist auch 
2. suodb—=sa, adb=ena, tndb=tna. 

\ k’ sna 

Ferner ist X n’db= re. oder auch 
Nsn’d=cenca, dvb=snca, snedb=dna, eneb=ksana, 
3. 
sneb=k', ducd=%, ode k= 4 


dn’d " 
Vergleichen wir nun die Formein des $. 214. 
) 


Kr 
— aM —— um ad / — an 
N; snc 4 und Y=,., nt K=Nmcb und kenn’ 
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sö haben wir den Lehrsatz: Verlauscht man a mit b, so mufs man gleich- 


zeiig k mit N! und k‘ mit X vertauschen. 
sn«@ 


- Es ist And = ksmcalna = ne und da nach $. 214. nv = 


NR ist, so ist Atndonv = 


Y (1—k?sn?a sn? u) 


ksn asnu folelien 
V(1—xk?sn?:asn?u) ’ > 
A. (1+N tn”dsn’v)(L—A’sn’asn’u) = 1, oder auch 
(1— X? sn’ (bi) sn’v) 1—A’sm’asn’u) = 1. . 
Diese Formel drückt den Lehrsatz aus: Man darf v mit u und X mit k, 
also N! mit k‘ vertauschen, wenn man a mit bi vertauscht. 

In Anwendung dieses Lehrsatzes, wodurch eine Reciprocität aus- 
gedrückt wird, lassen sich alle Formeln und Bestimmungen des $. 214. 
sofort umkehren, wenn man nur beachtet, dafs wegen der Vertauschung 
der Moduln A und % auch die Quadranten Z und X und Z’ und K‘ mit 
einander vertauscht werden müssen. 

Bei der angezeigten Veränderung bleiben die Formeln (4. $. 214.) 
ungeändert, Die Formel inv = dna tnu verwandelt sich in 


inu— "V; ferner ist nu — Mt ___ 
—— snc/b ? — snc’bV (1-2? tn‘? sn?v) ’ 
mn N en DE OF REED . 
. Bun; V (1-+2? tn’? b sn? v) ud LANE V (1432 tn? sn?) oder 
2 12 b 2 
dacv= a I — snc’d dncv Y(I+N in”?b sn’v). 


Die Formel (8.) verwandelt sich in 

6. amu = 4(am(w-+bi) + am(—bi)) 
und hat nun also eine imaginäre Form. Fürv=Listu=K, für v=2L 
it u=2K u.s.w. Ferner ist für 
iK', 


v= iL—b), u 
vn, wma 2:K, 
v= iı3L'—b), u=3iK', 
RE IR“ um di", 
u= i5L’—b), u=5iK 
u. Ss w 
Das im $. 215. entwickelte Integral verwandelt sich aber in 
8. u= | ae 


I sub VIA? in’?b sn? v)' 

Obgleich also der Zusammenhang zwischen u und v so verwickelt ist, 
dafs weder v durch w, noch umgekehrt % durch v sich bequem ausdrücken 
läfst, so ist dennoch die Differenzial- Gleichung umgekehrt worden. 

59 
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$. 218. 
Die Umkehrung der conjugirten Relationen unter den Functionen der Argumente v 
‚und v, deren Moduln das frühere Verhältnifs zu einander haben. 


dn’b.cenv.dv, dn’b,sncv.dv 


EB ERREENTTN OEL 
DR AN Ir —dn‘’?bsn?v) ,/y(ll—cn’?bcnc?v) 
0 0 


Auch die Formeln des $. 216. können in Anwendung des in. $. 217. 
bewiesenen allgemeinen Theorems sofort umgekehrt werden, ohne dafs der 
durch die Formeln $. 217. ausgedrückte Zusammenhang zwischen den bei- 
den Constanten @ und 5 dadurch verändert wird. 

k’sna 


Da nämlich A’sn’5 = nz 7 ca ist, so ist A’sn’b.tnv = 


ı 
mi oder A’sn’dinv — Tao 


tnu k'tna tnu 
N — N also 
tncaVY (1—k'? tn? a tn? k’® tn? o tn?u) ’ 


1. (L+NX” sn? tnv) 1—k"tnatnu) = 1. 
Diese Gleichung drückt aber aus, dafs « mit v vertauscht wird, wenn man 
k mit A, %’ mit A‘ und a mit bi vertauscht. Hiernach bleibt die Gleichung 
2. dnu = dnv 


ungeändert. Ferner ist 


dn/b snv 
a N) es ER 2? y4 5 mm | ______n nn m nn nn 
snu = da’d.snv, cnuw=y(1—dn”dsn’v), ne = 7 dat ban®e) 
dn’5.tnv 


V (1-+4°? sn'?b tn‘? v) 
4. cencu=en’benev, smeu=y(1—cn”bcenc’v), 
5. &amu = 4[fam(o+ bi) HRam(o—bi)], 


6. am (ku, e) = am (Ru, nn; 
Die Formeln (7. und 10. 8.216.) aber verwandeln sich in 
7. af. dn’5 cnv.dv a dn’b sncev.dv = /724 dnb.dvo 
V(1—dn®2 sn?v) Y (1—cn’? 5b cnc?») V (144° sn’?b tn? *sn’?btn?v) 
Ferner ist 


3. 
oder thu= 


u= K für v — L-—-bi:, 
uau=N2kK fü v=2L, 
8 u=3K fü v=3L—bi, 
h u=4K fü v=4L, 
u=5K fü v=5L—b: ; 
u. 8 w. 


Auch ist v=iK’ für v—=iL und v=K+iK' fü v=L-+iL‘ Die 
Formeln (8.) gelten vereint.mit den Formeln (10. $. 237.), daher gehören 
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folgende Werthe zusammen: | 
L 


u= Krta, Den ’ 
am RB, da Lrbi, 
UK; 2.2 U, 
u=3Krta, 037, 

9, UZOR, v =3L#bi, 
u=4kK, ve=4UL, 
u=5KHta, n == 31, 
DESTHN, v—=5L+bi 

us w | 
$. 219. 


Kın neues Geschlecht von Integralen, welche sich als Modular -Integrale der zweiten 
Aıt darstellen lassen. 

Wir befassen uns zunächst mit denjenigen Integralen, welche sich 

als Modular-Integrale der ersten Classe darstellen lassen. Nach $. 118. 

ist mit Beziehung auf den Modul A, woran schon die Gröfsen v und d 


erinnern, 
A: tn’b dn’b.sn?v.dv 
S.8, 8) br b(1+-2? tin’? b.sn?v)? 


,2tn’b.cn?v.dv 
C(v, b) = / ar rart a)’ 


tn‘ dn’b.dn?v.dv 
/ 1-44: in?2b.sn?v 
1 
1-4? tn‘? b sn?v 
,‚ also 


Dwb) = 


Da nun nach $. 217. = 1— KR sn’a sn’a und 
dna.du 
V(1—k? sn®asn?u) 

dv 
1-FA? tn‘?d sn®?v 
ist, so erhält man 


dv = 


= dna.duy(i—k’sn’asn’u). 


sn?v.dv TR dn? a.sn?u.du 
1+2?tn/?5sn®v ” V(1—k?sn?asntu) ’ 
cn?v.dv in dna.cn?u.du 
1+3%:tn?5sn?v ” Ye(1—k:sn?asn?u) ’ 
dn?v. dv Ri dna.dn?u.du 
1+4?:tn?d5sn®v — V(l—k?sn?asnzu)' 
A? tn’b dn’b 


Multiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit —,  , Welches nach 
59 * 


Dt 
u 
ö 


er Se 
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u. tn!b k?sna 
—= -—— und 
Yb dn a 


‚die dritte mit tn’d du’ Da so erhält man durch ae Integration die 


drei Formeln Se L Ira ®: k: sna.sn?u.du 
ae V(1—k? sn2a sn? u) ? 


k?"sna.cen?u.du 
1. ob) = va —k? sn?a sn?u)’ 


D(v, b) fa dn?u.du 


1—k? sn?asn?u) ’ 


dt | 
$. 217. gleich a ist, die zweite Gleichung aber mit — 


in welchen die Gröfsen % und v, so wie @ und d nach den in $. 214. und 
$. 217. entwickelten Formeln von einander abhängen. 

Vertauschen wir in diesen Formeln X und k, w und v, a und di, 
so erhalten wir die reciproken Formeln 


)? tn’b.sn?v.dv 
RUN) VALa? tn’2d.sn2v)? 


A: tn’b.cn?vdv 
R. Cu, a) u ehe tn‘? b.sn?v)? 


tn’b.dn?v.dv 
D (u, a) = VA tn/?2b.sn?v)’ 


in welchen der Zusammenhang zwischen z und v, zwischen « und 5 und 

den Moduln A und % derselbe ist, wie in $. 214. und $. 217. Die drei 
Modular-Integrale haben den Modul k. | 

Vertauschen wir in den Formeln (1.) die conjugirten Modul, also k 

mit % und A mit X’, indem wir ai statt a, bi statt db, we statt vw und v? 

stait vo setzen, so erhalten wir 
k'’?tnatn?u.du k’? tna.sn?u. Dy 
WW (1 Kl? in’ tn? a tn?) = ya Ya- sn? u 
snc? a 


(Co, b) k'?tna.du k’? tna. gi 
3. ae on? u V (IK in?at intatn?u) — et, enu ti — sn?u 


snc?a 
tna.dn?u.du tna.dn?u.du 
/ ——— 
D (v, 5) = vi k'? tn?a tn? Fu fe, 
’ snc? 


In diesen Formeln beziehen sich die Integrale ’S(v, n, ’C(v,b) und ’D(v, b) 
wieder auf den ModulA. Den Zusammenhang zwischen & und v drücken 
die Formeln $. 216. und die_$. 218. aus. Der Zusammenhang zwischen «# 
und 5, X und %, X und % aber ist der frühere. 
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‚ Dureh dasselbe Verfahren verwandeln sich die Formeln (2.) in | 


Fr 2'2 sn’b tn?v.dv za 42 sn’b sn?v. er 

(u,a) = I VA: sn’2b tn?v) J env V i-dn?d sn v)? \ 

ARE nem if TECH, | 
. (ua) = ) en?vV (1492 sn’?b tn?v) / env V (1— dn’?b sn?v)’ 


'D (ua) yh sn’ b dn?v.dv = f sn’b dn?v.dv 
ash / en?vV (144? sn’? b in?) Ru /, env V (l— du’? b sn? v)‘ 
In diesen Formeln ist der Zusammenhang zwischen % und v wieder der- 


selbe, wie in $. 216. und $. 218. 


Zusatz. Aus den Formeln dv = dna.du 


V(1—k2sn?asn?u) 
folgt durch Multiplication und Integration: 


lv ne errern dna dn?u.du 
ae sinn) k? sn? a sn? u)> ' 


und dn?v = 


dn?u 
1 — k°:sn?:a sn?u 


dn? v 
Aus den Formeln du= nev u“ hr uige mebsn) und du = ITRuro m» 
folgt auf gleiche Weise die reeiproke Formel 
dn?v.dv 
6. edu aha V (1-2? in‘22 sn? v)3' 
Der Zusammenhang zwischen « und v in diesen Formeln ist derselbe wie 
N enu.du 
in $. 214. und $. 217. Aus den Formeln dv = Wanda ent e) und 
dnv = dn« $. 116. folgt | 
7 el enu dn?u.du 


V (sno? a — sn?u) ° 
Die reciproke Formel ist also 
dn’b cnv dn?v.dv 
J V(1— du’?®b sn?v) 
Der Zusammenhang zwischen v und v in diesen Formeln (7. und 8.) ist 
derselbe wie in $. 216. und $. 218. Die Function elv bezieht sich auf den 


Modul A=ksnca und die Function el auf den Modul = 


8 eu= 


® 


. 
vb 


$. 220. 
Reihen für die Integrale Tas —u.dameu und ji "u.damu. 
0 0 : 


Differenzürt man das Product v.ameu, so erhält man d(w.amc u) 
= u.damcuw-ameu.du; daher ist rückwärts: 


Q 


2p® Sind,’ Sin5 7 
an = I(nu) +2p. Siny’u 2p® Einäuie ep indnu 2p! „SinTru , _ 


Ö. 
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Ju.damew —= u.amceu— /ameu.dw und eben so 
0) 0 Re. 
fe damu = u. amu — / amu.du, si 


0) 


0 
Diesen F'ormeln gemäfs hat man nur die Integrale JS: amnu.du und /amcu.du 


. . 0 0 A 
in Reihen zu entwickeln, und zwar in solche, welche rasch convergiren, 
wenn der Modul A<(sin}z ist, und auch in solche, deren Convergenz 
grofs ist, wenn k > sin} 7 ist. 
CM. a sin?yu sind u sin6yu j 
Es ist amu=yur 9,0? 3 Sy T 3 Soon t - Multi» 
plicirt man diese Reihe mit „du, so erhält man durch Integration: 

Et. BR Li cos?yu__ 1 cosdnu cos6yu 
Fear. d(nu) = const.+ —; * Cos2y Kt 8° Cosa IE Re 
Setzt man, um die ins zu finden, v=0, so B* man 

1 
== —4., —l ——— 1, — 0003 
O0 = eonst. a 8 Cos4nK' Is ae ‘ $) 
daher erhält ae er Subtraction: 


1. Jana. dam) =" + Ferer +8: A in.% Be +1 aa + 
0 
Da REN = yU— a +3: a — 3 er — one, SO 
findet man auf gleiche Weise 
2. Sar- amcau)d(yu) = I an a m —1. Sec 
% ni 
Mn Hate 
IE WEINE 


vs... 


Siny’K 3 "Sins!K 5 SinykK 7 "Sinzy‘K 
giebt, mit d(n‘u) multiplicirt, wenn man der Kürze wegen 


FA u).d(n u) = D(n’u) setzt, 


808 2p: Coö3nfu , 2p? Co65 7‘ 
Fun dont. Sr . 7 En root, 


3 Sinn 
und wird u=0 gesetzt, so & man ar De 
| Pi Sp® 1? 
gr Sin "KE 32 SE + en; nut const., 


also ist 
4p Sin?4(n/u) 4p® Sin? 4(31/u) 
ana. daW= dh + Sa 3 Sn vun 
__ tp? Sin y(Onlu) ı _ 
u‘ Sin?’ i or.. 


nu Sin? 4(57’u) 
"Sind K 


„A 


! 


Sechszehnter Abschnitt 9. 220, 471. 


Diese Reihe convergirt desto rascher, je gröfser der Modul % ist. Es bleibt 
noch das Integral ®(n’w) nachträglich zu entwickeln übrig. Es ist bekannt- 
lich In’ u) = 47 —2arc BR = 4n— let" 3er... 
daher ist 

D(r'u) = — eonst. + 47 .'u + le — ea Be 
Setzt man, um die Constante zu finden, = 0, so hat man 


a ae 2-2 2 
const. = u = u also 


ir Mut rer — ee ee 75 ee et — Hr 
Im achten Bande des gegenwärtigen Journals befindet sich eine 
von Clausen berechnete Tabelle der Werthe der Reihe sin® + 5, sin 29 
4 . sin4®.... Setzt man in dieser Reihe ® = 47, so wird sie die Reihe 
für 4u, also 44 = 0,91596 55941 772190, und folglich 
u = 1,53193 11883 544380. 
Andere Reihen für das Integral ®(y’w) findet man an einer späteren Stelle. 
Gehen wir nun von der Reihe 


Sinn’u , Sini3y/u Sinsny’u 
Ir —ameu = 9 Sind Einst Feind Fe 


aus, so finden wir sofort 
4 f (4r—ameu) d(r'u) = 


K, Sin? 4(p! u) __ 4% Sin®?} 1BrW 4 4 ‚Sin? 3(ön/u) _ 4 Sin?30 (79 a 
SinyK 3°° Sins, " Sindy’K 7° Sin7y'K 
Aus den vorstehenden Reihen folgt 
24? sin? yu sin®2yw sin?3yu 


ev... 


173 Ss! a Bar NS Nr RR 7 re Fr 
AR yu. damu = yu.amau a; 1. Co62yK’ 4.60849K‘ 9.6086n7K’ 
RN sin’4yu 
16.Co57 X 
u a sin?yu sin? 2yu 
Sm. ‚dameu = ur ame)” 5 a 
RR TRE, sintdönu _ _ sin’4nu En 
sc ur R 9.Cos6yK'  16.Co8nk 
Er Ä N 4p Sin?4(y/u) , 4p! Sin? 4(3y’u) 
a a / uch, ons u ee 2 Ba 
J ud amu = yu.amu Pn’u) 12° SinyK eg *" ©in3vy'K 
| __4p® es Ir 
m 53 r Snöfk „eo, 
. ER Sin?4yfu) | 4 Sin?4(3y’u) 
Y | kr ii all se Er ke Be +3 Snörk 
j 4 Sin? N RES 
] 5 Sindy ai 
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Die beiden ersten von diesen Reihen convergiren rasch, wenn k<sintz 
oder nicht viel > sing ist; die beiden letzten convergiren rasch, ‚wenn 
k> sind ist. ’ 
$. 221. r 
Merkwürdige Ausdrücke für elu und ele u. 
Setzt man in $. 96. die willkürlichen Gröfsen / =1, =0, b=0 und 
a —=1, so erhält man, der dortigen Formel ada'— u da =4(ba'— al’). 


Be 
$ I dk Ba kp 
gemäfs, KdK'—K' dK=—4A.on: und wird, wie früher in $. 175. und 
8. 179., 
v=yK=ir. X md v=yK=4r.X 
Y PR RN v=yK=ta., 
KdK’—KdaK Narr 
et, so it. dv —=4#.——ir —— , also dv=—(57) zpr ; oder 
dk 
dv = ei kr ? 


und also rückwärts dk = — ;.hKN, dv. Wird dieser Werth in den For- 
meln $. 93. substituirt, so erhält man 


dK ____E—#ik dE __  Kt(K—E) 
dv m? 4 dv EH at 
; dk _ E-—uK dE' 0 M(K—E) 
a I CE REST, 
d(BEE), | HSE a(K—E) _  krE 
dv ir 53. dv "E Br 
{ TE dK S 
Ferner ist y= sp: also dy= — 47 a also ist 
a... EWR or 
"RER. ul 1m 7 
i = du=-k?snusne E—el 


ama als constant BE wird; daher ist unter derselben Vorsussezung 
da Se. u—(Er.eleu 


© ar ie 7? | 
Addirt man die Gleichungen “7 — 2a SEP BT NE 
Lz N -dv no {/] ; 
so erhält man = 
d(nu) _ eleu_ E(K—u) Br, % 
av U u In 


Da ysu=4r AnlK-o), also d(yu) = — d(n(K—u)) ist, so findet sich 
| | —4ln(K-u)) _ deu ElKzu) = 


dv. .' N eg 


Ki 


Sech s zehnterWAbschnäütk: ‘ss 224. 473. 


Setzt man in dieser Gleichung K=u statt u, so erhält man el er 


= — m unter der Voraussetzung, dafs ame u constant ist, und also al 
| zu 
elu = 


4. 
 .kelenih un 4 EDE 


Es ist nicht gleichgültig, welche von den heiten Gröfsen amı und anc 
als constant angesehen wird, da .das Product tang amcu= =; ist und -also 
von v—=9K’ abhängt. 

Dı vv’ = am), ‚so ist dv = (4m). dv = — (E)’. av oder 


—1. Er ‚für ame = const, und‘ 


für“ By — const. 


2 ’ 
dv = — 772. dv‘: daher ist Ak yore 6 BE 
du E—elcu—k'*?u:. „2. ri 
5 Fr für  am® = const., 
ak 3 :E=K®2K 1) 
Eu REN "og 0 hie köike 
er — k/? u 
ER EN Bar AG rs. KU), für ame = eonst., oder 
dv j N | ; 
i ri Nah - ie TaRRE 1. i 
6. ET he air ame u = const. 
dv’ Ne 
Vertauscht man in der Gleichung @) die conjugirten Modul, so erhält man 
dr’ 2m m | 
eg Me, unten om Sn 
e | u.dy" Et a; u 
dv ar 7‘ 2 
u eu N 
und da der Formel (6) gemäls RE, = ann ist,; so erhält man durch 
Addition EB 
d(n’u) a 7) u 
x aa ec ie" RR 
oder rückwärts ae 3 aa 


T> ek (rn +n en für. ameu = BE N 
Setzt man in dieser Gleichung Ku statt va, so erhält man eleu — 
dl? Pr E' »d 
ER (ie, 


dv‘ 
j h LA } 
"und da Narr — WW aD (-2)E= A ist, so erhält man 
RER a 
8 oeleu — = 2je u—n a für ‚amı = const, | 


60 
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Reihen für die Nee ri — elu.d amcu und / elcu.damı. 
0 0 To 
Da nach $. 221. elu= Fu. nn), wenn = nK ist und 
amc« als constant angesehen wird, so ist ah 


— elu.damcu = a, damcu-+4. Bun uns und also 


fu / men 
—elu.dameu= —./ —u.dameu+r7./ du). ae oder auch 
Fi uf +nf" ( ’ 


Jan. dameu = Ef: —yu. daneutaf” dt.dame Se u 


Das Integral F —qu. .damcu wurde schon im $. 220. entwickelt; das In- 


tegral fr din. damen aber kann auf zwei verschiedene Arten gefun- 


den werden: man kann entweder d (nu).ameu nach w integriren und 
das Integral wieder in Beziehung auf v so differenzüren, dafs w und 


yu als constant betrachtet werden, worauf man durch dv dividirt, oder 


d amcu 
7, in der angege- 


benen Weise entwickeln, dieses dann mit d(9u) multipliciren und integri- 
ren; beide Verfahrungs- Arten führen zu demselben Resultate. 


man kann auch zuerst das Differenzial- Verhältnifs 


Da amcu = 47 —yu + 
ist, so ist 
4 6v.sin6 
damcu__ 2, Tangv. Sind. 9 Lang v.sindyu _y Fang v le ie ae 


ah REN Tr 6052 v Go54v 086% 
L d(nu).dameu 
dv 


und also 
NRZ Zang?v.sin? au "Zangv. sin? Inu Zang 6v. sin? Inu 
[re 


sin2yu_ _, Sindyu sin6yu h: sindnu 
Cos2v 2’ Cos4 Costu +3 Cos6v *"Cossv MT 


Cs 20 Ga ER me 
Substituiren wir auch die zweite von den Reihen (5. $. 220.), so erhal- 
ten wir, | ' lt 
ee It S’-—a.daneu = Se, 


0 
2E sin?yu; sSin?2yu | „sin’3nu n?Anu ,_ 
nr ana) p3 ei 1.C027K 3. CoöAmKi t 9.C086nK’ 16.C0s8nu F =} 
_% u sin?yu 27 ZangdnK’. sin? 2yu 27 Zang6nK’.sin? Inu + 27 SangSyK’. sin? Ayı 2 
1.602, K FG, BC Ta 
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Diese Reihe hat einen hohen Grad der Üonvergenz;, wenn der Modul 
k <sinl7 ist. Ye erhalten noch sogleich eine, ähnliche.Reihe, wenn wir 


Ku statt u und ! = statt ki Moduls % setzen; dadurch verwandelt sich elu 


in —z—, also Ein — E und y in Ei daher erhalten wir 

RR (E—elcv) damu 
—.E( M Bun Dur. Br sSin?2yu  sin?3nu sin?4nu _ R) 
7 IM. amU — 77 — 7.8092, K 4.0547 K’  9.C086n7K' 16.C088yu 


EN sin? a Sa sin? Beni ja Babe VL sin? Inu 
7.6827 2.C084n RK’ - 73.6086nK' 
2n Zang8y K’. sin? Inu 
| | Meer er Tr GER" Tr 
Multipliciren wir die Glerthung (7. $ 221) mit —d amcu > 80 entsteht 
x Be E' R d(n’u).dameu 
SI — elu.damcevu = gr El —ıu. N a5 a 7 De 


0 m 
oder 


£, —elu. dameu = ach oh, — ru. damoutr/ — Rich Ve 


Da nach $. 220. 
SF" dem) dr —ame u) = lihy Sin? Alu a et 4 Sin zu SEEN 


Sin v’ SR. Sin3v’ HN Sinäu 
ist, so ist 
uf u dass 
in Cotv. Sin? Aa Iuk a; Cotärr. Sin? Inu __ 4 Cotövi. Sin? Iaıu } 
Sin v’ Sin3v’ it Be Sin5 vr ki 
daher erhalten wir durch Zinni KR 
ai 3. S—du.damcu = | 
2(K’—E)f,, j = Sinti 4 Sin?dnfu_ | 4 Sintinfu 
ah Se DE | TER u nah "ae Se 
7 Mar ame Sn YK 1 3 SiniyK 5°’ SindK u] 


— 4 ‚Eot»/K.©Sin?} PER, kan Sintärfu Ay! Cotör'K. Sr 
Sin’ K Sinäy’K ET EndnkK Kir 


Der Formel (8. $. 221.) gemälsist XK— eleu= (jur also 
ist f (E—elcu)damu = = (1— FO LE U a ka 


2‘ EM nu. tut” aorn) dar damu . Da die Reihe (3. $.220.) auch 
f 60 * 


/ 


ae 
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also dargestellt werden.kann: © = si 
I d(n' Yin: anu = =D‘ u) tn (Sotv’ N. Ein’ ua (Cat 3o =). Sin’jya a 


+ 55 (Cat 50 1). Sin’ he 


so hat man er i 
N a. BET. Sin? ku, k 4 Sindgmi 4 Sin? Sin? gu 
9, RR Ka 4% Sin? v * Sin? Ir en ‚Sin? 5v/ By nF en..7 
und also | 
b u N | 
4. Fi (E—eleu) damu = 
Ef, — Dh Sir} SH 237 U 'u =. Sin’? 3y' u PR el Sin? Ann 


Pet, en tr Ant Sin? dl at Sin? If An Sin? af E 
1 "SnyK ! 3-Ein3yK' -—5 "Sin? 5nK' 7 7 'Sin27/K- 

Die Formeln (3. und 4.) convergiren rasch, wenn der Modul k > sin}. ist, 

und es hat, ® (n‘«) dieselbe Bedeutung wie im ‚$. 220. 


Anmerkung. Im zehnten Bande des gegenwärtigen Journals ist 
in der Abhandlung: ‚„Motus corporum coelestium in’ medio resistente auct. 
Dr. Sohncke” die Auflösung des erwähnten Problems auf die. beiden’ Inte- 
grale FF — u.damcu und 2 —elu.damcu zurückgeführt. Die beiden 


I) 
Integrale sind am angeführten Orte in Reihen entwickelt worden, welche 


mit der zweiten von den Reihen (5. $.220.) und mit der vorstehenden 
Reihe (1.) übereinstimmen. - Aus Rücksicht auf das angeführte Problem’ sind 
hier die zu benutzenden Reihen in, gröfserer‘ Vollständigkeit entwickelt 
worden. Andere Reihen für dieselben Integrale sind am Schlusse des Zwei 
und zwanzigsten Abschnitts we Mann: 


=, 


Bin +% | ; \ of ö \ a8 3 
nn ui AERERN 2 ag SERn 5312 Y ) h 477 


Siebzehnte r Abschnitt 


Die sieben verschiedenen Fälle der Integration y = -/y VR’ ‚wenn R die’ Form‘ 
A+Bx?-+Cxt hat, 
Ko x Aal dx " | 
Die Integration y = Vs EImepRIHRREn, für r< 1. 
Verstehen wir unter m und n beliebige positive, also unter m? und n? 
ebenfalls positive Zahlen, so kann Reine von den Formen haben: 
= m+?Imnye+na* für y<IW, 
= m—Imnye+nsa* für y>1M, 


I m’ + Imnya+n 2. für $=H, 
R= m+2mnye—n?’«* für YzZ0, 
R=—m ?-Imnya-+n?x* für yS0 
R= — m +2mnye—n’x* für y>1. 


Der zweite Fall gestattet noch eine ang, wie wir 
| Nn.x% Nn& 


nachher sehen werden, je nachdem —— << 1 oder 21 ist, so. dafs es 


also‘ sieben von einander zu eischeidinde Fälle der Integration giebt, 
welche wir der Reihe nach in Betracht ziehen werden. 


Befassen wir uns zunächst mit der Integration 
Bir® je En 
Y = IV FImy FR) 
unter der Voraussetzung, dafs im Ausdrucke R= m+2Imnyx’-+n?x* 
die absolute Gröfse von y<<1 ist, dafs übrigens ‘y positiv oder auch ne- 
gativ sein dürfe. Unter dieser Voraussetzung kann R nicht in zwei reelle 
quadratische Factoren von der Form «-+ßx* und «'+P‘x? zerlegt wer- 
den. Stellen wir den Ausdruck zunächst also dar: 


=. TE en) 4 xt) 
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und erinnern wir uns, dafs dem $. 47. gemäls u = Vase 
0 


ist, wenn t=Vi 


N Zn) u, 
1 ig “ gesetzt wird, so werden wir IH IE HE 


mit 14+ 2(k”—k?)t?+ t* identificiren; hieraus folgt en =? also = Ye 
und rn (Kr—R)e = (1—2%)l, ‚oder 72 1— 2%, dr =d1/®, 
also dy= von VOR Re Von’ und da für vz=0 
i=x=0 ER so folgt 


1; ya 


m ‚/i—eonu m m I—enu _ m sau 
8: =yR. 1+eonu =? tangjanu— Y7- nu n 'i+cenw’ 
I y as 
3. k=V? wd k=yT2 


Vertauscht man y mit —Y, so A der Modul reell; es vertauscht sich 
nur k mit A. 
” u=0 it =0 udy=0; für w„=K ist == Ve und 


y an Fi, für vu=2Kite=}undy= van Setzt man y=cos?%, 


ak: Sa ; 
so ist k=sind und k’=cos$. Ist das Integral Y= rn VlrTinnnes nit) 
gegeben, so hat man nur K—u für u zu setzen. 
Zusatz. In manchen Fällen ist es > zweckmälsig, 2u für uzu 


setzen. Man hat dann 


'm 'm s 
yayın und SZ y".üivine ra ie 


n "sneu’. 


und die Bestimmungen des Moduls sind wieder k— aan und ’ — y che, 


'$. 224. 


; h 0x 4 
Die Integration y ee für 7 1. 


Soll y= Jin VR integrirt werden und ist im Ausdrucke ; 
R = m’—imnya®+n:z 
die Gröfse ‘y positiv und zwar >1, so müssen zwei Fälle unterschieden 


ınx? 


werden, je nachdem ——- < 1, oder >1 ist. 
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3 


1. Ist erstens zZ 1, so identifieire man im Ausdrucke öy = 
X 


mn Br 


von du = —— 


die Wurzelgröfse mit dem Nenner im Ausdrucke 


VOZUFRCFRTI für ©=snu; dann ist 


44 l° 
= =kt? wd PIiA+HAM)= Ay. x, also 2 dns 
hieraus folgt aber durch Auflösung: 
1. k=y-v(’-9), 


3. Y — — U 
Diesen Formeln gemäfs ist für v=0, =0 und y=0; firu=K ist 
== f** und y-V-- .K, undfür v=2K it e=0O und y-yt 


mn" 
RN. : > __ 1—00329 
Setzt man Y=aoag 0 ist k=—5E -, oder 
-k=tangd und = RAL. EI 
cosd 
Soll y abnehmen beim Wachsen von x, so hat man.nur K— u für u zu 
ae +1 __ 14% vl_1i—h | 
setzen. Man beachte auch, dafs on und ya =ıyP also 
Be ae ist 
+17 14% 
2. Ist zweitens Ben 1, so erinnere man sich, dafs man, wenn 
Oi : 
i= Dn‘' u —_ ist, dem $. 17. gemäfs er een onen hat; 
die Werthe von 2, von ee 1 an, wachsen ohne Ende. 
Vergleichen wir nun mit der E'ormel 
ot 0x 
die gegebene Yan a: a 
vater 
u ya ne ‚ 1 le 7 in) 
und setzen zu dem Ende ” ann = . und . ren, so erhal- 


ten wir ir = Y(* 2)- i, 32 = Y("). OL, als a g.ku, oder „= 


Vu ‚ und ma =; daher haben wir nun wieder 


480 ‚Siebzehnter.4 bse Ani hen SR, 


ST Rn „k m Y-vW’—1)) BT IE > v 
a) 
' 2. x = are; 
I. y- VE). 


| % ; x # s %% x . 
Es ist aber für v=0, = heile y=0; fruw=Kite=} und 


y En K. 


Zusatz. Will man einen gröfseren Modul % mit ‘einem gröfseren 
Argumente u dem $. 51. gemäfs einführen, so hat man in den drei For- 


meln des ersten Falles k' statt an zu setzen, und also 


| —1 | 2 
. Key, key 
?t1° +17 
Ki ie 1— dnu 
#7 4°"r14dou’ 


1 ku Br u 
Br Kin mn’ı Vene z 


so, dafs man, wenn man den Modul nicht weiter ändert, aber 2% statt u setzt, 


2. = V? Rama sucu ud y= ku, oder 


mn 
ae a“ ie 
x = Are snu.sncu“. und y = Vena U 
erhält. 


Will man Kick im zweiten Falle, wo ee 1 ist, statt des frühe- 


ren Moduls einen grölseren setzen, so nat weun er wieder mit % be- 
zeichnet wird, ebenfalls | | 
. k=V-— uw k- VI. 
Vorz, te 
2, 2 — Yr ‚Yirtlac« 


ER ee ER ESS! MR 


1—dncu’ 
DR 1: Km 23 u 
My Ver CH Va ai a 
so dafs man, wenn man auch nun 2u statt u setzt, ohne den Modul k = =. 


zu verändern, 


U ı/m iR 1 Wtndu ee TR 
w = yR. 1—h"1— hin und A Veaurn" 


erhält. 
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$& 225. 
: () ü 
Die Integration Yy Sr ee) für > 1. 
Die vorgelegte Integration bezieht sich darauf, Dt für 2 = tnu, 


ot 
= VaRtpme HR % N Eee, +) 


ist, 
so setzen wir 


—a za. AA 


und —ye = (IHN 


Hieraus folgt == V*".t, also &2 = Y**.ot, folglich 


“a. ih ee Aa) \ 
leer mn. VA+(+%k?)1?4+K2t°)' 


Ferner haben wir 


_—_1i4+K? ze FRAUER I, 23h’ y—1_1-—k 
ae hr = ip» N, ZI TI ee 
und 


1 k' = y— v2), 


2. 2 = VeRR).toe, 
2. = Man) 


Diesen Formeln gemäfs ist für v=0 auch 2=0 und y= 0; aber-für 
u=K ist 2=4 und y= /().&K 


mn!“ 


Will man statt des früheren Moduls A, dem $. 51. gemäfs, den nächst 
kleineren einführen und ihn wieder mit %k: bezeichnen, so hat man 


_ ri iR 
ENT te = Vi 
2. Vz ktnuw _ ,/m onch - Ey Mi 
danu ° n"cnu „Atsno2u ’ 
1 / 2 
ri En m uy 


61 
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| $: 226. | 
Die Integration Ir Sea = für 7 zo. 
D oder 


Setzt man ?= enca, so ist nz Vaszd EN 


Ep Bee 
fee fe) 


Kr 


ist, so wird man 


any a». Ma EN 169 
m «X sat pr t und rn = it 
setzen, also 2 = = 2 tundor= Va) mithin 


R Vo bee Be ur N te) 


aa "7 Yan 2 x 2 
Da aufserdem 


ist, so findet man 


EVD oder VUN HN 


also 
Ityos I-yor5’ 
—7t ) ud “= —— 
PR yes cnc%, | 
1 
VeER).u Imn 
— lan FRE 


der +D 
Hiernach ist für v= 0 auch 2=0 und y=0; für u=K aber ist 2 = La 


nh' 
undy= = Van) Ki für =2K it z=0 und y= Ve)? 


Siebzehntier Abschnitt. 527. 483 
"5.7 
Die Integration A ae eereen irn, für 12% 


Nach S. 17. er wenn {= (uu= —. -„ geseizt wird, : 


be 14 "fer en] url) 


undda y=—.[ ——— — — 2 jst, so wird man setzen: 
j «/n BTELIITE.En, | | 


j 8 ir 
2ny ln Kia-ik Ag 


3...) 


een u 
woraus =V(2R). efolgt, also de=/(”r). ot, IEIERON y=V(, \ 
und EN 

— 
also 


= YAHNY oder = vYUtm+r 


Daraus N 


oe BR bar, 
1. ru al wu y Vs, 


RER IR SEEN 


nk/"cnu 
1 
Ar kk' ai mn 
a) 


Für v=0 hat man also = —= A) und y=60; füru=K hat man 
aber =3% undy er K; für u=2K hai man z=— Ver u 

kk' | i 
| Anmerkung. Setzt man in $. 226. und $.227.y = —cot2P, so ist 


k=sind und k'= cosb, also n — tang®. 


61 * 


di 
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S. 228. 2 i 
; NEE RER RER u\ dx | pi 
Dip ByPgration En ee nee RR 


en . 
Ne) 


ist, so wird man setzen: 


Wird 2= dacu gesetzt, so ist K öu— 


0X 


und da FRE 


any a ae nd 
m h'2 k' 


Hieraus folgt = Her d2— A n).01 und 
a 6 A 
5 

2vVk BUNTER a A herz hr 
also RR = md, meer 

. Kk = vevro—n), 
'mk’ # 
Ahiug VEr)- dncu = Ve 


dn« 
Bi Yu Yen) U. 


Hiernach ist für u=0 die Gröfse ei = y(e#) und y=0; für u=K ist 
= /( (5) ud y= IC. K und für = 2K ist <= v(*) und 


y= VE).2K. RS.‘ Pie ' 


Will man statt des früheren Moduls, dem $. 51. gemäfs, den nächst 
kleineren einführen, und ihn wieder durch %, das neue Argument aber 
wieder durch w bezeichnen, so hat man | 

EBEN Anl. FRE 2 : 
re Ä 
m ı/i—k 1+ksn?u., 


2 my Hl Yo 
n Yi+Kk’1—ksn?u’ 


= ig 4 } 2 we 
y„-= an um Var" 


Siebzehnter ee N. 220, 485 
$. 229. 
Die Integration von y= BEER wenn R eine biquadratische Form mit vier imaginären 


Factoren vom ersten Grade in Anschung von x ist. 


It öy= ud zu integriren und ist R= 0 eine ldratiöche Glei- 


chung mit vier imaginären Wurzeln, so kann R jedenfalls dargestellt wer- 
den als ein Product von zwei quadratischen Formen 
1. R= (a+?be+co)(a@ +25" c+ca?), 
so dals a, db, c, a’, b’, c‘ reell sind. Die Gleichung a+25x + ca? = 0 
giebt zwei imaginäre Wurzeln und «+ 26b2’+c'2”—=0 die beiden anderen. 
Wir betrachten beide quadratische Formen als positiv; denn wäre 


die eine positiv und die andere negativ, so wäre yY_R imaginär. 
—b+V\ ae) 
mg 


und beide Wurzeln sind imaginär, wenn ac —5? positiv ist; aus demselben 
Grunde muls a’c’—b’ positiv sein. Wir setzen also 
2. m ee acd, a ie — br, 


_ (a+ba)’+m?x? _ (ex+b)?-+m? 
Da a+2ble--cr’= = III 


[6 


Wirda+2b2 + cx=0 gesetzt, so erhältman 2 = 


ist, SO ist, 


da die Zähler dieser Brüche positiv sind, «+252-+cx? nur dann positiv, 
wenn @ und ec positiv sind; aus demselben Grunde müssen «’ und c’ po- 
sitiv sein. Von den sechs Gröfsen « b, c, a‘, 5’, c' dürfen also nur 5 und 
b' als positiv oder negaliv nie werden; die vier übrigen Gröfsen 
sind immer positiv. 


Setzen wir 
g ri at+2bxr-+cx? 
: a +2bc+cx:’ 


so hat man rückwärts zur Bestimmung von x” die unrein - quadratische 
Gleichung 


a, bee eg ho a—avr __ 0, 


ce’ v? e—c/v? 
und setzt man zur Abkürzung 
v = (b—ber—(a—av)(c— ce”), 
so haben wir, durch Auflösung, 


URT der A a EL nn 
i ER et lb VU)EVV 
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also Ce - Me +b—bVv)=+yV, oder auch +2 —b# + ed) — 
+yV. Das eine von den beiden Vorzeichen + bezieht sich auf die eine. 
das andere auf die audere Wurzel der Gleichung (4). Wir werden un- 
ter x im Nachfolgenden diejenige Wurzel verstehen, für welche YPV das | 
Vorzeichen + hat, so dafs also 
b+cc—-(b’+clo)v” =yV u 
jet, Differenziiren wir die Gleichung (a +2b'2 + ca2?)v = HBRESEERG pP N 
so erhalten wir ; 
db + ls)” Orc + (a Labe keme, er — er, | 


oder 
(b+0.2°—(b’+c2)”)dx = Ov.yYR, 

also 

b wen fe) dv. 
ox.YV = dv.yR, oder ER = a 
und also | 

NER AR: 
ae A 


Das vorgelegte Differenzial ist also nun in ein ähnliches, aber ein- 
facheres umgeformt worden; und da nun der Ausdruck V nur die zweite 
und vierte Potenz von ® enthält, so kann das Integral.nach den früheren 
Bestimmungen gefunden werden. 


S.: 250. 
Eutwickeln wir den Ausdruck V, so erhalten wir 
— — m + (ac + ca —2bb)v’ — m" r, 
oder | | 
V= —m+2mm'y.v’ — m”vt, 
wenn wir zur Vereinfachung setzen: 
2mm'y = actca—2bV‘, 
und also | 
nL, aetei—2 
23V (ae—b?)Y (ac —b'?)' 


Dem $. 228. gemäfs finden wir nun sogleich die folgenden Formel: 
dnu= veH.- — oder 


mi’ ir 
dn u = Ve Ve und 


2, mi k' 
ine = Vieh) yatsheten, 


3 
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x ni = y-Yy-), add k=V(AVW-D.v—vVY ker 
| = VAR ONEYRRN: 
4, y= Ya): 


Vertauscht man die beiden quadratischen Formen a--252-+cx’ 
und @ +25b’2+c’x?” mit einander, also # mit a‘, 5 mit d‘, ce mit ce’, folg- 
lich auch m mit m‘, so bleibt y und folglich auch 4’ ungeändert, aber « 
wird, den Formeln (2.) gemäfs, dadurch mit K—w vertauscht. 


Man findet eigentlich Oo y—=+ V(E)-2u, und wir haben öy = 


hr y R 
+ geschrieben, unter der Voraussetzung, dals beim Wachsen von 4 


auch y und x wächst. Es ee sich in der That diese Bedingungen mit 
a+2bxr+ex? 
20. En 
sen soll, so muls das Differenzial- Verhältnits = — positiv sein, wenu wir 
a+2bx-tex? 
@+2Wxc+ ex? 
ı 93 _ @ +2’ a+tea)b+en)—lar2bc+ex?)(b' ex) 
2 (+2V c+ex) 
_ bsad—alb+(eW—ac)z+t(ch—be)x? 
3 @+2Wcter)” - un? 
und soll dieser Bruch positiv sein, so mufs 
ba — ab’ + (ca —ac)z + (ch —bec’)x? 
positiv sein. Wir werden bald nachher einen einfacheren Ausdruck der 
Bedingung finden, unter welcher die drei Grölsen x, y und « BER 


wachsen und abnehmen. Da du= vr m ).ay en ner N ist, so er- 
halten wir 


einander vereinigen. Da —,.duc’u = von =0 an wach- 


nm 


setzen; wir finden aber 


An EN Be ih 2%) 


ar2bxrea? (er+b)? + m? er lr" nel! 
Das Integral dieser Gleichung. ist 
5. amu = arctang en) a, 


wenn man durch «& die Constante der Integration bezeichnet. Setzt man fer- 
ner A gleich dem Werthe von x, für welchen «=0, und B gleich dem 
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Werthe von z, für welchen = K ist, so haben wir die Formeln 


42078 cA+b __ eB+b 
tanga ae Ca Tun und cola = a 
woraus rückwärts folgt: 
a. al ie mr Em oie 
c r P ce 


Hieraus leiten wr B—A= — (cota + tanga) ab, oder auch 
7 Bis Ars is, 
csin2« - 
Hiernach wächst also x wirklich, wenn & positiv und < 4 ist, oder zwi- 
schen den Grenzen O und 4z enthalten ist, und wird B sogar unendlich, 
und A= er wenn = ist. 


Multiplicirt man die Formel für dnew mit du, so erhält man 
m’ dx m’! ce’ dx | 


dnou.du = ZEBWetesE — (af hme’ 


also 


8 amcu = a’ —are tang (ER), 


m’ 
wo 0’ ebenfalls eine Constante der Integration bezeichnet. _ Hieraus folgt, 
wenn man u=0 und v=K&K setzt, | 


4 4‘ Y = 
cota’ = si. und tange' = ° un 
mM Mm 
also 
— bh! — m! cot.«' — b! mn! tange' 
9, A = TE TER und B = u An 


woraus wir noch durch Subtraetion herleiten: 


B—A— " (cota’ + ange‘), 


oder 
2m! 
10. B—A = e.sin2«‘” 
Die Vergleichung der beiden Formeln für B— A giebt noch die Proportion 
‚ m’ PR c’.sin2«’ 


m c.sn?«“ 


$. 231. 
Um die beiden Constanten « und «‘ in den Formeln (5.) und (8.) 
zu ‚ermitteln, d. h. durch die gegebenen Constanten auszudrücken und noch 


Fi .. | | | 
‚ea anter Abschnitt. 8.231. 489 
‚andern Relationen zu finden, schlagen wir einen, besonderen Weg ein. Es 
1— dn? w 
dn? u y® k2 ? 


du = 


Substituiren wir hierin den Werth 


mk’ a«+2b!’x+ c x? 
2 GER. H 


ist {nu = 


so erhalten wir 
PERF 5 mat 2br+c@®)— mi mh’ (a +2b'r + c'x?) 
m (W+2b’ +2?) — ml (a+2bx+ ex?) 
tn (m’ a—mk’ a) + 2 (m!’b—mk'b)c + (m'ce—mk’c') x? 
 k' (ma — m’ k' a) + 2k’(mb'— m’ kb) c+ (me—m’ktc)a* *' 
Nimmt man aber in der Gleichung (5.):$. 230. auf beiden Seiten die K 
schen Tangenten, so erhält man 


ex +b-+mtange it ep 4m ang) Ko. 
m—(cx-+b)tange (m — (m—btange)—ertanga ’ 


(b-Fmtange)? +2ce(b+mtange)c+e? x? 

(m—b tanga)? — 2c tange (m — btang)c+c? tang?a.x2 * 
Dividirt man den Zähler und Nenner des ersten Bruches durch :m’c—mk’' ec‘ 
und den Zähler und Nenner des zweiten Bruches durch c?, damit &? in 
den Zählern beider Brüche Eins zum Coöffieienten habe, so müssen die 
beiden Ausdrücke für in’w identisch sein;-daher haben wir die sleichüngen 


(Fee), m’a— ml’ a’ 
— we_mlke? 


oder, anders geordnet, 


also 


inv = 


inu = 


c 

4 hr 
b+-mtuga __ m’b—mlb' . 
ce m’ c— ml’ c'’ 


een), __ K (ma! — m’ k’ a) 
e — m’ce—mk'c 
(m Sn NER __. k(mb’ — mk‘b‘) 


—-tan 
See m’ c—mk' c’ 


2 
k'(m.e’— m’ k‘ c) 
m'’c—mk'ce * 
Dividirt man die erste Gleichung durch die zweite, und die vierte durch 
die fünfte, ferner die dritte durch die vierte, so erhält man, ohne alle Zwei- 


tang’a = 


deutigkeit, | BR #4; 
1 Da —b— mtango \n _mk—ml!d Bi __m’a— mk’a’ ® 
2 er m’c— mk‘.c' m’b— mk’b’ ’ 
2. B= —b+meote, RING mb'’— m’ kb u ma’ — m! k' a 
ec me’ — m’! k’c mb’ —m’k’b 22 


und es sind also Schon A und B auf zwei verschiedene Arten Ace 


a,b, c, a E b‘, en und den conjugirten Modul %' ausgedrückt worden., Iden- 
62 
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tifieirt man die beiden Ausdrücke für A und auch die beiden für B, so er- 
hält man die Gleichungen 

(m'’'b—mk'b’ — TR 

(mb' -m'k'b* — (ma'— m’ k'a)(mc'— m’ k' ec); 
entwickelt man dieselben, so redueirt sich eine jede auf 

k?—2y.k + = 
woraus, wie oben, folgt: 
KK = y-v’—l. 
Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht mehr schwer, die Tan- 

genten der Constanten & ‘und « in den Formeln (5.) und (8.) $. 230. 


ebenfalls durch die gegebenen Constanten auszudrücken.‘ Die Formel 
k(m .c' —m’k'e) 


tang’da = Per, übergehen wir, weil sie eine Zweideutigkeit mit 
sich bringt. Da mtanga =—cA-b ist, so finden wir, als einfachste 
Ausdrücke: | | 

g { nk (be— eb!) 23! me — m’ktc 

f url —me—mke "  dbe—ch ? 

4. Bye be—cb’ _ me—m'k’e 


m’c—mk'ce | Wi(be—ch’)’ 
woraus auf der Stelle die einfache Relation 


5. tanga.taunga’ = Kk’ 
folgt. Da ferner 


‘ 
= ag m’ ck? 2 
cola Tanga = en ER ERU e  Aaae 908 
; 
= —_ m'c+m’c—mk’c RN 
cota’ +Htanga' = KETTE u BIER 1 
be’ — eb’ k(be —cb') sin 2’ 
ist, so erhält man 
6 jr pp a m m! k? 


(be — cr)‘ 
Da nun x von A bis B wachsen soll, währeud « von Null bis X 


wächst, so mufs die Differenz B—A positiv sein, und da ur positiv 


ist, so muls 
be—chb' Hua sein. | 
Findet sich die Differenz dc’-— cb‘ negativ, so wird x abnehmen, 
wenn % zunimmt; und umgekehrt. Man kaun aber immer bewirken, dafs 
diese Differenz positiv ist, indem man nur @ mit a’, d mit b’, ec mit c’, und 
m mit m’ vertauscht. 
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Kehren wir die Gleichungen (5.) und (8.) um, so ist ;, 


tang(amu — a) = ——— und tang(a’ —ameu) = ar also 


Birch. m tnu—tange 


a € -TLtanPa in? 
Per db m’ fange’ — tncu 
Fr ce "ec "1+tange/.tncu’ 
oder 
—b—mtange m—btan 
SE a Vera Bu sr) tn u 
ig e MPN ar 
di © od +tange.tnw { 
I. —b—mtange bb’—ac+mmlk! m— bilange 
} = ——— = 
Werden die Werthe re Pig EFT, to 
m’k’b— mb’ m c' —m’k’ c ug AN , 
end lange Fe ae substituirt, so erhält man endlich 
7 Fa bb’ — ac mm’ kl’ +(m kb mb)tinu __ A-+ Btange.tn« 
5 Bor be’ — cb’ + (m e' — m’ k’c) tn u 7  A4-+tange.tnu 


ac’+ca'’—2bb‘ 


IV ae IH Vlae DB) $. 230. leiten wir 


Aus der Formel k3 
noch her: 
RR Vfac—ea)? Abe —chyab’ ad]. 
RR HEBV (ac) Va) 
ac tea —2bb — Y (ac — ea)? — abe — eb’) (ab’—ba)), 
x) III BILTIOE= 0 DEEter HE) 


; daher ist 


N 


1 
Setzt man Y= 99 > also 
9Y (ac--b®)V (a’e' —b?) 


sin2)d = a hat man 
k =tangd. und k= Yios20) 
c080 


! \ $. 232. i 
Zweites Verfahren der Integration. 
0x 


VR 
bekannt, unter der Voraussetzung, dafs R= (a 12x +c2’) (a +% "SH c'x?) 


ein Product von vier imaginären 'Pacloren’des'ersten' Grades ist, so" Ks 
die Integration leicht noch auf die Een Art rikebismiten: werden. Es sei 


Ist einmal die Form des Werthes von x bei der Integration von 


et ge un) Vasrlaugenh 
WORÄREN Reh nee y S RS 22 = Nee & 
dann ist, „wenn wir: zur ‚Abkärinenls Re NN: ent 


62% 
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L= af2bp Fopz U = a Hp He 
M=a+bg+bphepg M=atbg+bp+epg, 
N= GET TE N =a+2bg+cg 
m = ac—, m? = a’c'—D’ setzen, 
a+?2bc-+cı = Ben a und a+2b’c+e' Er 2 


also 
3 ET 
4.73 VEFMtLNrP) v(L’+2 M'rt+ N r2t?) ; 
aufserdem ist bekannt, dafs Z, N, Z’ und N’ positive Gröfsen sind. Setzt 


man nun 
2 !»3% 
ÄRA re u”, M=0 und M=0, 


L 4 L' 
so reducirt sich der Ausdruck auf 
e (—P)r p)r ot 
Y= YLL) JYA+PR)VAa+iRR)’ 


und es ist also y= an 7 wenn ze, oder = tnw ge- 


setzt wird. 
Die vier vorhergehenden Gleichungen dienen nun. zur Bestimmung 
von p, 9, r und A‘. Man findet durch wirkliche Entwicklung 
LN—M = m’(—p) und, Y’N‘—M” = m”(g—p), 
und d M=M'=0 sein soll, so hat man einfacher 
LN = m’(g—p? wd L'’N' = m”(g—p). Da ferner 
Fi, gr, 
sein soll, so hat man ne Voll p%, L=rm(g—p), Nr 


kem®(g—p) und L?= },m"(g—p)', also 
Nramg-p) berauzas er L="74—n. 


—y | dal 
mm‘ r(g—p)> Und also 


Hieraus folgt LZL'= de nu , also vor) 2 7) 


=) 


wie schon oben gefunden. enaih Ferner haben wir , u; 
L=L-M=b(p—Nteprp—g =.(b ee N); 
N= N-M = b(a—p)+eg—p) = (b+eN(9—P), 
L= LU-M=b(p—N+epp—g = (+ cp)(p—g), 
N = N—M'=ba—M+e1qa—p = bHedg—p, 
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und werden diese Gleichungen mit den vorigen verbunden, so erhält man 
rm=—(+op) md = —(+cp), 

u m= röte) - Kut= röteg), 

oder x / 


Die Gleichungen M=0 und M’—=0 geben 
a+bg+P+terg=0, a+bg+mM+tepg=d, 
und hieraus folgt 
a 
. Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung von p und g, während 


die beiden vorigen Gleichungen zur Bestimmung von r und % dienen. 
Ehe wir nun die Formeln für » und g selbst herleiten, beneien 


wir, dafs, dem Ausdrucke 


gemäls, fir u=0, e=p und für u=K, z=g ist und also p und q 
dieselben Gröfsen sind, welche früher mit A und B bezeichnet wurden. 
Betrachten wir nun be’—cb‘ als positiv, so haben wir 


ra Hab’ — bar ER g 
ap = lese FEN oder auch 
Y T(ac’-+ cu’ —25bb')? — 4m? m’? 
_ ca 04a Ta en 20 I) 
Ta 2(be—eb) 
ea — ac'—Y [(ac’+ ca’ —2bb')? —tm?m’?] , 
BET I ya 
Ferner ii r= SÜRR und Pl Shui also ist 
m r m 
++ euer, ode "= USA r + zu), 
F Wa 8: ; rc ep),., 
Setzen wir also r = tang«a, wie früher, so haben wir Fr also 
sinda = —"_. 
e(1—P) 


Ehen so findet man Ir nn EN oder auch 


cot2a = zZ (Rb+te(p+N). 
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wear wi chen ee een, 
r mm! WIR mm! 
also ist | 
pi _ BP HbcHeB (pn -tee'pg], 
h' mm’ 


und werden hierin für +9 und pg die vorhin gefundenen Werthe suh- 


stituirt, so erhält man 


/ ‘ Lak / / 
(be'+eb\Ap-+g) +2ccpg = Bestatter all = add (ab) ende). — ac—.ca', 
und es ist also | 
‚; 3:3. [ee +ea-—-2bb r__4e ER —2bb! ,, 
wie früher die zur Bestimmung von %’ und also auch von k selbst dienende 


quadratische Gleichung, woraus, wenn man 
. 


‘ 2 4 ® 
N dee 2. setzt, A = y—y (Y’—1) folgt. 
a/ 
Somit sind alle in den Formeln x Z rin ud y= RER 
+rtnu mm 
vorkommende Constanien bestimmt worden. 
® ptgrt inu EN. 
Aus der Formel = Tre folgt durch Umkehrung tin u = STREUSN 
und werden hierin die aus den Gleichungen rm = — (b+cp) und mn = 
Er +cp) gezogenen Werthe 
Ay .. m—rb 
p=— uidülg ==. 7; 
cex+b 
he ie 
N & er +b-+rm Bi ni8 
substituirt, so erhält man inu = BAT RTTER , 1, (cs# (+) oder 
"\ m 


+b 


amu = arclang(r) + arc tang (2), oder auch 
amua = a arc lang we N 


Differenziirt man diese Gleichung, so erhält man 


aa mcox ee 
—m+b+2bex+cea? 7 af2bxr+tca?’ 


und weil. 'ikiee == y, also 
mm’ 


var ör u Die ae Free a. 
mm’ V(a+2br+exr?)V (a 2 ?) 
ist, SO erhält inan durch die Division, .wie vorhin” | 


ana = VE VE ehe, 


“ 
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Das hier gefundene Integral ist 
Jvars: dx 
TE V(a+2bx-+ex?)V (@«+2b’c+c 2?)? 


| 0X 
« das a en ist also = == V(+ Er (w—u”), ) 


Ze Li ) bestimmt. 
& % 


wenn man a’ nach der F'ormel tnu’= il oder dn«’ —y( 


R er | Bei 
Für 2=H ist mnu=—-, also anau =47+« und ddu= Ya 


Je 


,‚ und für 


1 
ist: nu=--; also anu =47—0. 


8. 233. 
Die Integration y= IE: yp, wenn R zwei reelle und zwei imaginäre Factoren hat, 


welche Formen des ersten Grades in Ansehung von «2 sind. 


Hat die Gleichung R=0 vier Wurzeln, uud sind zwei derselbeu 
z=p und #=g reell, und zwei imaginär, so mag a+ 25x -+cx? die 
quadratische Form sein, welche, =U gesetzt, die beiden imaginären Wur- 
zelu giebt. Wir sehen wieder « und mithin auch c als positiv an und 
seizen auch wieder 


72 


m’ = ac—b’, 
indem diese Gröfse positiv ist. Unter der Voraussetzung, dafs @ positiv sei, 
ist der Ausdruck a #252 + cx° immer positiv, welcher reelle Werth auch 
für & genommen werden mag; daher sind namentlich die Ausdrücke 
a+?2bp-+ cp?” und a +25bg-+ecg? positiv. Wir setzen also 
= a+?2bp+cp wd n” = au+?rdg+teg. 

Wenn die Wurzeln p und g sich gleich wären, so würde man das 
Integral in Anwendung der Potenzial- K'unctionen finden ; daher seheu wir 
die beiden Wurzelu als verschieden an, und zwar sei wieder 

q>p, oder g—p posiliv. 

Bei der Integration müssen drei Fälle unterschieden werden, jenach- 
dem x entweder kleiner als die kleinste Wurzel p sein soll, oder zwi- 
schen den Grenzen p und g enthalten ist, oder gröfser als die gröfste 
Wurzel y sein soll. Wir behandeln den mittleren Fall zuerst. 

I. Ist x zwischen den Grenzen p und g enthalten, so sivd die Diffe- 
renzen z—p und g—x positiv, oder mindestens = 0, unddaa+ 262 cx° 
immer positiv ist, so seizen wir nun 


R = (e—p)y—z)(a+?bxr+cr) 
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und integriren also eigentlich | 
Re dx 
a IR‘ 


Da Ze positiv ist, so setzen wir mt. Dann ist rückwärts 


nee _ 2(—p)vdv 
zn also 9x u BEN ferner 
ap = UNE, 1 = Eh, Vena) = EM, 


auch findet man 
a+t2bc+ca” — n? er pt vs 
Setzen wir also noch zur Abkürzung 
a+bp+g)+te.pq = nn'y, 
so haben wir schon die Umformung 


200 . 
y are va+n'?.vt) * 
Durch eine leichte Entwicklung findet sich n’.n?®— (nn’y)’ = m’ (g—p)?, oder 
ya) = Muzn 


nn’ 
woraus ersichtlich ist, dafs „P? <<1 ist und die weitere Integration also 


unmittelbar nach $. 223. m werden kann. Setzen wir also 
k= V:57, — = so ist 


v= Er 7 ‚tang} amu, 


? 


IT VeoRgy: 
Setzt man nun y= cos?2#, also 
halnge na +bp+NHtepg 
V(+2bp+ep®)V(a+2dg+eg?)’ 
sin29 = a N ER ie 
V(a+2bp+ep?)V(a+2bg-+cg?) 
N 
arb(p+nterq’ 
k = sind und = cost. 
Aus der Formel tanglamu = Ver 
_ . ngi—enu)+n/pii+enu) _ ng +n’p+n’p—ng) euu 
nl auW)+n(i+eu) 7” n"—n+n—n)eonu 


tang?2d = 
so hat man 


) folgt rückwärts 
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Für v0 ist z=pudy=0; fü u=K ist are und 

Ka RR Sr 
yayım) fru=2K ist —=g und Drrkan) 

Man findet leicht‘ 
n(ga—2)—n'(e—p) _ 2V (nn). Vl@— 2) —p)) 
n(g—x)+n’(e—p)’ alsg EAU n(g—&)+n/(e—p) 
Differenziirt man die erste von diesen F'ormeln, so erhält man 

2nn’(a—p)dx 

(ng) tn (aM)? ’ 


canau = 


snu.dduou= 
und da du = ist, 


2Y (nn). (ga—p).VR 
(n(g—&)+n’(e—p))? 
sn u 2Y (nn) (g— eh 


snudnu = 


„ also 


Era BT >——, oder 
a er nn (4— 2) (e—p) 
SPUN IT Venen, 


Es kann dieser aka neh etwas einfacher dargestellt werden. 
Es ist 254 N 4cos?9.nn' m(a—p) __ m(gq—p) 


‚undda nn’ = ist, 


ZuP (pP)? vV (1—y:)  2sin0 cos 
/ 
so hat man an 2RvCin) | ek 2 und also 
17:P Kg 


2ml KMU) 
(y—p)k' Ya+2bxr+ex?' 
Zu derselben Formel gelangt man unmittelbar, wenn man das Integral 
y-= f — auf ähnliche Art behandelt, wie in $. 229. und 230. gezeigt 


worden ist; an der Stelle der dortigen Function dnew haben wir jetzt die 
Function cncw. Aus den vorigen Formeln folgt auch noch 
-P)VYka+2br+cxr?) n—)n(e—p) 
n(g— x) +n(z—p) —-pP)VY(a+2bxc+ex?)' 
Sollin den früheren Formeln x abnehmen, wenn w wächst, und um- 
gekehrt, so hat man nur durchgängig 2 K— u statt u, also 37— Fam statt 
4amu zu setzen. 


cncuU = y 


dnu = und sncvu = 


$. 234. 
IL Ist die veränderliche Gröfse x klemer als die kleinste reelle 
Wurzel p der Gleichung R = 0, so ist die Differenz p—x und um so 
mehr also — x positiv. Wir setzen nun 


R= (p—2)(g—2).(a+2bao+c), 
| 63 
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und wieder m —=ac—b’, sehen auch wieder « und mithin auch c als po- 
sitiv an. Zu integriren ist nun 
=/Yr 
Tee vVR’ 
wenn y für =» gleich Null sen und wachsen soll, während x von p 
an fortwährend abnimmt. Man erhält die auf diesen Fall sich beziehenden 
Formeln unmittelbar, wenn man in den Formeln des 8.233. —R statt R, 


also @yR stalt YR, wi statt u setzt und aufserdem k mit k’ vertauscht, 
wodurch cos26 oder y sich mit — cos29 oder — y vertauscht. Setzt man also 


a BORLA iD A Re 
c0s2) = —TVla+t2bp+tep:)V(a+2bg+tceqQ) a 
ET er NAT IE ae 2 ae ER 
ind = Yar2ipFeop)Var2bgFemp — VUN 
en a Ba ER A RE AN. 
a Ban Soma ar par Ger RER. 


k=sind und k= cosJ, 
so erhält man 


tangtamu = ON me ), 


n "ga—& 
_ „pie —ngli—cenu) __ n'p—ngqH+ (n'p-+ng)enu 
mn Atteau)—n l—au) " — n—n+n+n)eau ° 


UBER U 
len V(nn'‘) ’ 
wenn wieder gesetzt wird M=a-+t?2bp+cp, n""—=a+?2bg-+cg, 
ETF ER nr TEN. 


nn' nn' 

Nimmt man x unendlich grofs und negativ, so wird tanglamu = 
vr >1 und <}; daher ist nun % immer zwischen den Grenzen O und’ 
K. enthalten. 

II. Ist die veränderliche Gröfßse x gröfser als die gröfste reelle 


Wurzel g der biquadratischen Gleichung R=0, so ist 2—g positiv und 
also um so mehr ©—p. Wir setzen nun 


R= ve N@—Plar2der tree), 
und suchen also das Integral Mi \vr- Die Formeln sind denen in 


No. II. ähnlich; man hat in ihnen u jetzt p mit g, also auch 2 mit n‘ zu 
vertauschen. Setzt man also ; 
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tang Jamu = ve a 


_. ng(i+enwW—n'p(l—enu) 


n(1+cnu) — n’ (l—cnu)’ so ist 


u 
YT Yan)‘ 
Für 2=g ist nun u=0 und für =} ist ARmeeUT 


Zussle® Die Formel dnz in No. I. i 
he 
n(g—z)+n'(p—x) . ° 


nn" 


dnu = 


- in No. III. ist sie also 


(a—-Pp)V(a+?br-+c&?) 
n"(&—p)tn(e—gN 


$. 235. 
Von Jen Integralen ter) und fd, 
Es ist zunächst (+ 2y?2 +1) —xyY2+ RR setzen 


dnz m 


wir aber in den Formeln $. 232. a=1, 2b=YyY?2, also ber, e=il, 
a=1, =, e=1; folglich m'=1— 7 — m”, oderm=m'—=y}4, 
so ist p+y=0, pg=—1, also = —1 und gi, op =}, 


PF"—Iry2+1=0, in 2a = 5; also 2a=tr, folglich r =tange= 
tangir = Y2—1 (oder r=yY2+1), var, also Y(y’—1) 


= 2/2, folglich Kama ya, also EN 4). Es ist also 


—1-+-tang}w.tnu 
+ 1-Htang}r.tnu 


1. /Jamu = ht arctang(I+xyY?2) und dnu=y(I3—-2yY 2). 


I vapıg =uv6—v?). | 
Hieraus folgt noch Ira uw—u). v6 y2), wenn das Area 


re = 


‚„ oder 


in 
Itev2t@) 


ment w durch die Formel amu’ = $7 bestimmt ‚wird, in. welcher der Mo- 
dul ebenfalls = 2y(3Y 2 — 4) ist. 


Da yU-aY)=y(1-—-z°)y (14 x) ist, so integriren wir ve 
nach 8.234. Esit p= —1, g=1, a=1, d=0, c=1, g—p=?, 
n=1,p+9=0, pg=—1, also se eh 


Be 


63% 
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tang2d = ne —=4, aso d=4r, folglich 
m ae. 
Ferner ist n=y?=n‘, also tanglamu = ur z=—cenu und 


1—x 
0x 


0x Fi 
Ira zu = kusuinba Jr en HR) | 
Man kann diese Integrale noch einfacher darstellen. Setzt man — x für x, 


so hat man 
6) 
2. z=enu, vis — 1ö8u, also Sr =trK- u), 
und der Modular-Quadrant für den Modul & = sin} ist 
K = 1,85407 46773 01... nach Legendre. 


$. 236. 
Die Integration von y= f: En, wenn R=0-nur eine Gleichung des dritten 


Grades mit zwei imaginären und einer reellen Wurzel ist. 


Ist R nur eine cubische Gleichung mit zwei imaginären Wurzeln, 
und hat diese Gleichung also eine reelle Wurzel, so können wir die Inte- 
gration unter die beiden in $. 234. vorgenommenen Integralionen subsumi- 
ren, indem wir uns vorstellen, dafs entweder y positiv und = d> oder p 
negativ und =} wird. 

Im ersten Falle haben wir für ein immer kleiner werdendes x: 


= [Var — 08 
TI V@-at Vet) 


und setzen wir 


LONG | b+cp 3 
eva Aare VRR ne 
: ur BER vu "A VOOEP N. 
RN ERACRTLSETTE BA HIER "Y) 
| m ee rue 
wurd Me tang29 = nal er Ai Pr a Pe 
so. ist wieder. I 
ken), = cost, oder. k= / ihre und. = N 
en ara). wenn, n=a+2bp+ep und 
NS n®— c gesetzt wird, 
2 er Tu Va+2betex) _ at 2bx tem 
y= Vom) und ren ae PP EZ ern. 
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Im zweiten Falle haben wir zu integriren: 
= /v@- 9x 
FI Vee- BOHRER: 


Seizen wir 


si NET BR Hl A Ey ER nn im 
N ramotzigten), MIST Yar2lahen)’ 
a 
- TbH+teg 


so ist «= sind und kA =cos®; ferner 
tang4amu — V.@—n), 


wenn wir ?=a, n""=a+tr2by+cg, 


je +2ba-+ cx? Ye u 
du = en und y= V(nn) 


Zusatz. Ist zu integriren ya u also R=e1i+r= 
— 


setzen. 


Ad+)l—c+2), soistg=—1l, a=el,b=—4, c=1, also n=1, 
n"=a+?2bg+cf=35, also n’=y3; ferner m”"—=1—4, also m; 


ag =—F; also =r-ir=in und d=%r=75, 


! 2+V3 
k= sn = V—4— tang} anu — 
Y2 y ER i © se 
a 
I = (Tat vs 
Aus dem gefundenen Resultate folgt Sat = IE, wenn 


tang.t ‚amu! = Er geseizt wird. 
V 3 


Setzt man —x stait x, so hat man 


Vila): Wu 
tanetamu = — 7 und aa 
it v3 Fra“ v3 

Die Formel für «’ bleibt dieselbe; wie auch der Modul k = sin „5 7. 


Hr RR | 
Die Integration y = f a, wenn R=0 eine biquadratische Gleichung mit vier 
reellen Wurzeln oder R= (2— a) (e—b) (2 — 0) (2 —d) ist. 
Soll „2 2: 75= oYy integrirt werden und hat die Gleichung R = 0 vier 
reelle wa die wir durch a, d5 c, d vorstellen, und die so geordnet sein 
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mögen, dafs a<b<ce<.d sei, und also die Differenzen b—a, c—b, 
d—c, oder auch d—c, d—b, d—a sämmtlich positiv sind, so-ist entweder 
R= (c—a)c—b\(2—e)2—d) oder R= — (c—ua)c—b\2—c)\2—d); 
und im zweiten Falle mufs nothwendig einer von den vier zweigliedrigen 
F'actoren negativ sein, weil YR reell sein mufs. 

It R= (2 —a)(«—b)(2—c)(©—d), und wäre z en den 
Grenzen a und 5 enthalten, so wäre die Differenz — a positiv, die drei 
anderen F'actoren wären negativ, also YA imaginär; ist x zwischen 5 und 
c enthalten, so sind 2—a und 2 —5 positiv, —c und 2—d aber ne- 
gativ, also ist dann YR reell und = y((«—a)(2—b)(c— z)(d— x)); 
ist x zwischen ce und d enthalten, so sind die drei ersten F'actoren positiv, 
der vierte ist negativ, also Y_R imaginär; ist endlich & zwischen d und «a 
enthalten, wobei man sich einen Uebergang durch +4 von d nach a vor- 
stellen kann, so sind entweder alle vier F'actoren positiv, oder alle vier 
Factoren sind negativ; daher ist YZR dann reell. 

Also ist Ylz—a)(e—b)(e —c)(2—d)) nur dann reell, wenn 
entweder z zwischen den Grenzen 5 und c, 

oder & zwischen den Grenzen d und a enthalten ist. 

It R = — (2—a) (c—b) (2 —c)(2—d), so ist YR dareell, wo in 
früheren Falle YR imaginär war; daher ist V(—(z—a)c—b)2—c)(2—d)) 
nur dann reell, wenn entweder 

x zwischen den Grenzen a und 5, 
oder x zwischen den Grenzen c und d enthalten ist. 


1. Beschäftigen wir uns zuerst mit dem Integrale y= Na unter 
der Voraussetzung, das R= (ze — a)(e —b)(e—e)(c —d) und z zwi- 
schen den Grenzen d und a enthalten ist. Da: nun as an ein po- 

x—düd d—X 


sitiver Bruch ist, welcher mit x zugleich wächst, da a<b<c<d sein 
soll, so setzen wir 


x—d ® 
= rv. 
—a 
Dann ist rückwärts 
__. d—arv? 2r(d—a)vov 
= Toy, also I ara 
_. d—a ae (d—-a)vVr 
a ah ner: weg) s—d= ae also v(e-a/(2-4)= Ta PN und 
0x 2Yr.ov; 


Vle-ao)(&—4)) ” Ir 
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— Fe 2 u ars 
weiter ist a ne und a er also 
haben wir 
EEE: 2Yr.dv,._. &; 
a m ELCH Teen). V(d—b+{b—a)rv?) * 
Da der Unterschied der beiden Brüche ie positiv und 
—c d-b 
__(e—b)\(d—a) :  0—a,.,; b=-a ‚-_ yn 28 
ir he „et so setzen wir „—..r=1, It mk und vo =tn% 
für den Modul %; dann ist 
2Yr 


Y= VYa-o)d-d)" 


ee. . 
ist, so ist 
a 


und da vr=yV= 
j 5 nd. RR N) AR ER a 
TO Vqe-a)a-)) “ JVYla-aae-Ie-ee N)’ 


E tn = yEeZ9e= ) und 


(d— ec) (x — a) 
_ ı/b—a)(d—e) __ ı/(e—b)(d—.a) 
3. Kies (eZa)ldj’ also k= en 
Da neu = ist, so ist 
_ ı/(d—b)(2— a) 
4. tncu = B_-a)«—d)' 


Aus den Formeln für tn und tne% finden wir nun noch leicht die 
Formeln 


mu Vozgezg mu Veen 
larger. release 
ku Vozpeng Ann = Venen), 
nu anne Mu Veen 


Aus diesen F'ormeln lassen sich durch Zusammensetzung andere herleiten. 

Fr v=-0 itce=dwdy=0; füu=K aber ist = a ud 
eh ENT RER | 

Y=YCe-a)d—-b) J VR' 
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$. 238. 
IH. Sol y= _ fe pr unter der Voraussetzung gefunden Wan, 
dafs R= (2 —a)(e—b)(e—c)(2—d) ist und « zwischen den Gren- 


. 4 z—b D e,®. ) 
zen b und c liegt, so setzen wir, da nun ——_—. ein positiver Bruch ist, 


2—b N 
= ro% 
C—% | 
i u . "b-+erv: 2(c—-b)rvOv —b)rv2 
dann ist rückwärts 2 = in ‚dte= aan, az la ; 
c—b __ (eb)Yr.v  ,_—_ b-at+l(e-a)rv? 
a VD ae und 
d—b+(d—c)rv? & 
d—t= Tune Seizen wir nun 


——. Br 7 
Y Fi E (d—2))’ 


so erhalten wir durch Zusammensetzung der vorigen Ausdrücke: 


2YVYr.ov 
ee ARE > 4 


und da nach $. 237. I ee —z 


oy= 


„st; so setzen 


wir nun h 
an = FETTE — iR ar 
D—a r — i, aut = k P) ® — inu; 
dann ist zunächst 
2YVr RE ICRER 
y=yYo-aaıyt oder,dr=.-, is 


ı . Zu = /: t Eee 
77 Vee-a)d—d) — JVle-a)@—d)“—e)e—d)) ’ 


2 Ko yo) md RR Vezdld-a) 


(e-a)(d—b) m Nke—a)(d—5)?’. 
3: Anm = rn und tncvu = az): "We 
Hieraus folgt 
snu = De ; sncu = Var 
4. au= a, CRORTT Vene) e 


_ s/b—a)\(d—x), MR (d—e)(x—a) 
dnu = 7 En SPEER dncv = Veen 2 
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Für u=0 ist jetzt =db.ud y=0, zug) fru=Kist z=c 
2K 
und y= ya)‘ 


$. 239. 


Wan den eoordinirten Werthen von x in den beiden Integrationen von u 
Ehe wir weiter gehen, stellen wir einige Betrachtungen über die 
in $. 237. und $. 238. gefundenen Resultate an. Wir haben on dafs 


2.0u 
ve- a) (d—b)) 
umgeformt und nat auch auf zwei verschiedene Arten integrirt wer- 
den kann, wenn R= (z—a)(2—b)(c—c)(c—d) ein Product. von vier 
reellen F'actoren ist; die beiden Modul % und %‘ finden sich in überein- 
stimmender Gröfse bei beiden Integrationen ; beide Integrationen geben die 
Werthe 0, wenn & den ersten Grenzwerth erhält, und beide Integrale wer- 
2K 
V((e—a)(d—b)) 
schieden sind nur die Werthe von x, welche in den beiden Integrationen 
zu einem und demselben Argumente u gehören, und solche zwei zu dem- 
selben Argumente « gehörige Werte von = nennen wir einander be- 
geordnete oder coordinirte Werthe; coordinirt sind also die Grenz werthe 
z—=d und c=b, weil beide zuu=0 gehören; coordinirt sind ferner die 
Wertbe 2=«a und 2 = in den beiden Integrationen, weil beide zu dem 
Argumente «= K gehören. Um die übrigen ceoordinirten Werthe von & 
kennen zu lernen, habe # in beiden Integrationen denselben Werth, und 
der dazu gehörige Werth von x in $. 237. werde durch & selbst, der dazu 
gehörige coordinirte Werth von x in $. 238. aber wa durch &’ bezeich- 
net: dann ist gleichzeitig v 
(e—a)(e—d) _ (e—a)(x’—b) 
’(d—ua)(c—c) ” (e—b)(ax’—a)' 


[} . f) . * ® 
das Differenzial 77, auf zwei ganz verschiedene Arten in 


den = ‚ wenn x ‚den zweiten Grenzwerth erhält; ver- 


sınu = 


Hieraus folgt rückwärts 


_ d(e—a)—e(d—ua)sn®u __ d(e—a) en?u— a(d—c) sn? u 
1 FT ware (d—-a)snu  (e—a)em:u— (d—ec)sn?u’ 
h EN b(c—a)—a(c—b)sn®u __ b(e—a) en? ut e(b—a) sn? u 

— Te -a— (c—b)snu  (c—-a)en?u+r (b—a)sn?u’ 


und hiernach lassen sich für jedes Argument « die beiden zugeordneten 
Werthe von & berechnen. Für u=0 geben sie wirklich = d und 


z’—=b und für v=.K erhalten wir =a und x’ =c. 
64 
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‘In Hinsicht auf die Verschiedenheit der eoordinirten Werthe von = 
nennen wir die beiden Integrationen des $. 237. und $. 238. selbst coordinirt. 
Vertauscht man in den Formeln, welche sich auf die eine Inte- 


gralion von y= SF = beziehen, a mit c, b mit d und x mit «' (unter 


der Voraussetzung, a in den Formeln des 8.238. x in x’ wirklich ab- 
geändert worden ist), so bleiben die Gröfsen u, y, k und k' ungeändert 
und man erhält dadurch die sich auf die coordinirte Dgratien bezie- 
henden Formeln. 


Als Umformungen der Ausdrucke (1.) mögen noch Re werden: 
ald—c)—eld—a)en?u __ bid—c)—c(d—b) dn?u 
d—c — (d-a)au  d-—ece-— (d—b)dn:u? 
re eb—a)—alb—c)entu __ dib—a)+a(d—b)dn?u 
da — (b—eo)entu ”  bd—-a+ (d—b)dn?u 


FE 
2, 


Diese, wie die früheren F'ormeln, sind bei der Integration von in zu be- 


nutzen, wenn P eine Function von x vorstellt, welche in den meisten Fäl- 
len rational sein wird. 

Es lassen sich auch leicht Formeln herleiten, nach welchen man 
auch die einander zugeordneten Werthe x und &’ aus einander berechnen 
kann, ohne die Modular-Functionen des Argumentes ı dabei in Rechnung 
zu bringen; solche Formeln erhält man, wenn man die Ausdrücke der Mo- 
dular-Functionen von im $. 237. mit denen des $. 238., worin aber z 
in x‘ abzuändern ist, identificirt. Dadurch erhält man die nachstehenden 
sechs Gleichungen in der Form von Proportionen, 


a—b _  c—b x—d ab __ b-a x—d 
au" d—-u'z-e’ c— x. d-ce'z—a’ 

3 ern denn ee: Erb wu 

} = —a" (d-ayb—u)"z—e’ d—x' " d-a'xc—b’ 
d—x' _ d—c x —b «—b __ tb—a)(ce—b) z—d 
aa b-a'x—c’ d—a ” (d-a)d—c)'z—b' 


Schafft man in diesen Gleichungen die Nenner fort, so lassen sie sich 
sämmtlich entwickelt also darstellen: 
4 (d+b—-a—c)z20’—(bd—ac)(ce+z)+bd(la+e)—acld+b)=0, 
oder auch in einer der folgenden Formen: 

bd— ax _d+b-x—x' xe—ac__ x+e—a—c bdi— xx _ d+b—x—x' 


ee en a -— 
® == 


ze—ac sta —a—c’ bd—ac d+b—a—c’ bd—ac er 
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Jede von den Gleichungen (3.), (4.), (5.) drückt also die Bedinguug 
der Coordination der Werthe x und x’ aus, d. h. ist eine dieser Gleichun- 
gen befriedigt (also auch jede der ührigen), so gehört zu den Werthen x ° 
und x‘ entweder dasselbe Argument v, oder es gehören zu solchen zwei 
Werthen x und x’ zwei Argumente, die sich zu 2K ergänzen; denn es 
wurden diese Gleichungen im Grunde nicht so hergeleitet, dafs man die 
gleichnamigen Modular -Functionen, sondern ihre Quadrate identificirte, und 
diese Quadrate bleihen ungeändert, wenn man 2K +u statt u setzt. Was 
hier in Beziehung auf 2X gesagt worden ist, gilt auch, wenn 22K’ statt 
2K genommen wird. 

Anmerkung. Der hier aufgestellte und noch ein zweiter ihm ähn- 
licher Begriff der coordinirten Werthe & und &’ ist von der gröfsten Wich- 
tigkeit in den Anwendungen der Theorie der Modular - Ftunctionen auf.die 
Geometrie und Mechanik; den coordinirien Werthen & und X’ entsprechen 
in der Geometrie nicht selten coordinirte Puncte in zwei von einander ge- 
trennten Zweigen einer und derselben Curve, d. b. zu jedem Puncte des 
einen Zweiges gehört allemal ein mit jenem in einem unveränderlichen Zu- 
sammenhange stehender (coordinirter) Punct des andern Zweiges der Curve, 
deren merkwürdigste Eigenschaften ihr gerade in Ansehung, der coordinir- 
ten Puncte zukommen, wie weiter unten an einer ausführlich behandelten 
Curve gezeigt werden soll, welche auch in statischer Hinsicht sehr bemer- 
kenswerih ist. Sieht man eine solche Curve mit zwei Zweigen als durch 
Einhüllung entstanden an, so gehört zu einer Tangeute des einen Ziweiges 
allemal auch eine coordinirte Tangente des anderen Zweiges. 


S. 240. | 
Die beiden Integrationen von y= jr gg, wenn R = (ea) —b)(e—e)(8 A) ist. 


1. Es ist schon in der Einleitung zum $. 237. vorgekonmen, dafs, 
wenn a, b, c, d die vier Wurzeln der Gleichung R=0 sind und z zwi- 
schen a und 5 enthalten ist, unter der Voraussetzung, dafs a <b<c<d 

‚ das Product —R positiv sei, und alle vier Facioren von 
—R = (v— ab — A 
positiv sind. Setzt man nun 
x—a j 
er 
| 64 * 


N 
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__ a+brv | (b—a)rv? ba c—-a+le—I)rv? 
also ern 1, raue En b u rer ae; —_—c= ih 
a N dr nn ® so findet man 

a 2Vr.odv - 
h er V(le—a+te—b)rv?)V(d—a+(d—b)rv?)' 
Da a ae also = ns in ist, So setzen wir 
ne i Ir, v=tnu für den Modul %, 
wodurch wir erhalten öy = Vz und, da yr= ist, 
1 ah asia Ar 1 kin, ai EL u rate ar N 
' IF V@=aa-d) " JVR@-ab-E)e— ae)’ 
mn pi ye=dd—a) k— Ye do 
: (e—a)(d—b)’ (c—a)(d—b)’ 
(d—b)(x— a) _ıle—a)(b— x) 
ug en 2)? Inca FI (eb) (2 —a)" 
Aus den letzten F'ormeln leiten wir noch her: 
_ 1/d—b)(x—a) _ Ye=alb-x) 
en Bald ei ee net 


4. cu — ea rTe kom le) 


b—a)(d— x)’ (b—ua)(c—x)’ 
__ ı1/(d—a)(e— x) _—. ı/(e—b) (d— x) 
ne = oz Mer = Vazye=a)’ 


und die umgekehrten Formeln sind 

a(d—b)+d (b-a)sn sn?# _ b(d—a)—d(b—a) en? u _ eld—a)—d (c-a)dn? « 
 d-b-+ (b—-a)sn2u d-a— (b-a)en?u d—a — (c—a) dan? w’ 

Vergleicht man den in dieser Integration vorkommenden Modul & mit den 

Formeln für % und %’ in $. 237. und $. 238., so sieht.man, dafs nur % mit 

k' vertauscht worden ist. 


u 2 year 


$. 241. 


DH. Die coordinirte Integration von y= f ae 
der in $.240., ist der vorigen ähnlich; nur wird jetzt vorausgesetzt, dals 
x zwischen den Grenzen c und d enthalten se. Daher finden wir auch 


ähnliche Resultate, wie früher. Setzen wir nun 


,‚ im Vergleiche mit 


ER 2 
tv 
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__ e+drv? _, (d=e)rv? | __ e-atd—a)rv? 
also ee er eermeme „d- een c—0= Bern m 
c—b+(d— nu 2(d— e).rvdv Ih 
ud r—db= a 7 or= ia rer TeneeNer findet man 
a er 2Yr.ov 


. Vle—a+(d—a)rv?) N, ? 


=k"undv=inu; 


db 
- an gr ung: < ist, so setzen wir - = 


dann ist wieder 


BIO ILET, DE] b)) = VCH hle Rd)’ 


| _ ı/le—b)(d—a) 6 a)lde) 
®. RS Veaah u een 
_ db e) __ e—a)(d—a) 

3: ZUBE (ad incu = da 


Ueberhaupt hat man nur in den Formeln $. 240. a mit c und 5 mit d zu 
vertauschen, um die gesuchten übrigen Formeln zu erhalten. Sie sind 


_ /d—d)(r—e) —_ yYle=9(d—x) 
mr Nazya? MAT N a-ge=a)? 
(e—b)\(d— x) _ ı/(d—a) (x — e) 
ei ale en) 3 en Va (v— a) ’ 
_ s/e—b)(x—au) _ ı/d-a)(z —b) 
age Mi gcneza’ 


und die umgekehrten 


c(d—b) —b(d—c)sn?u __ d(c—b) --b(d—c)en?u __ alc—b) — b(e—u)dn? u 


BR RIES d—b— (d-e)sn?®u” c—b+ (d-Jau  c—b— (c—-a)dn?«" 


S. 242. 


= . . [3 . 3 » 06 
Von den coordinirsten Werthen von & in den beiden Integrationen von y = g 


vor 
Man mag ee wie in $. 240. unter der Voraussetzung. inte- 


griren, dafs x zwischen den Grenzen @ und 5 enthalten sei, oder, wie 
in $.241., unter der Voraussetzung, dafs x zwischen den Grenzen e und 
d enthalten sei: in beiden Fällen finden wir ein Argument v, welches zwi- 
schen den Grenzen O und K enthalten ist; auch stimmen die Moduln in bei- 
den Fällen überein. Für z=a, so wie für 2=c, ist w=0, und für 
z=b, so wie im zweiten Falle für © = d, ist v=.K, 
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Man kann also dem Argumente % in beiden Integrationen wieder 
denselben Werth geben, und die dazu gehörigen Werthe von x, welche 
dann allein verschieden sind, nennen wir coordinirt. Den Werth von z, 
welchen die Formeln (5.) $. 240. geben, bezeichnen wir mit x; den Werth 
von x aber, welchen die Formeln (5.) $. 241. geben, bezeichnen wir mit x’. 
Dann ist für v=0, 2=aund 2 =c, so wie firu—=K, z=b und 
z’—=d; es sind also wieder a und e coordinirt, so wie 5 und d. Da 


überhaupt 
(d-D)(x—a) _ (d-b)(e’—e) 


Bu: (b—-a)(d—x) ” (d—-c)(z’—b)’ 


ist, so haben wir die Gleichung 
1 ae de E—a 
ab T b—ad—z 
Eben so finden sich die Gleichungen 
2 d—x' _ (d—-a\(d—e) b—r 
Mad nilanler bi denn’ 


g x’—c _. c—-b z—a, 

Ka Pe A a 
Kl d—ac—x 

4. nn SEEN y 


eb c—-b’d-r 
d—.x' d—c b—xr 
I. —— = } 

x’ — 4 b—a c—x 

6 2’— 0 2.(e—b)(d—e) ER, 

Meran lb on ter 
Dividirt man noch (1.) durch (5.), so erhält man die noch bemerkenswer- 
there Gleichung 
(8a) 2, /e=a)le—z — Ve) sn « 


| —d)(d—-a) (d—z)(b—x) d—b)/"sncu * 


Sieht man in dieser Gleichung rn Ve) als gegeben an, so 
kann man mittelst derselben gleichzeitig x und x’ als die Wurzeln einer 
und derselben quadratischen Gleichung darstellen. Schafft man in den Glei- 
chungen (1 —6.) die Nenner fort, so erhält man die Gleichung 

8 (d+b —a— ee —(bd—ac)(c+x)+bda+co)—acld+b)=0, 
welche mit der Gleichung (4.) $. 239. übereinstimmt und auch wieder in 
den Formen 

br dan are Schr ae ber, bh —r—r 


— BEREIT m 


” zr'—ae, at —a—c’ bd—ac b+d—a—c? bd—ae  b4Hd-a—e | 
dargestellt werden kann. 


_* 
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S. 243. 
Eine zweite Art der Coordination bei der Integration f: CE und RA.2B 
” VER Y+R 


Ist ya bereits integrirt, and darin a<b<e<d ferner 
etwa x zwischen den Grenzen @ und 5 enthalten, so kann man aus den 
Resultaten sogleich noch eben so viele neue herleiten, wenn man, beach- 
tend, dafs nun —d<—ce<—b<—aist, a mit —d und 5 mit —e 
vertauscht; die Grenzen von £ sind dann also —d und —c, und da —d 
wieder kleiner als —e ist, weil —c—(—d)=d-— ce positiv ist, so ist das 
neue Integral einstimmig mit dem alten. Verwandelt sich durch die genannte 
Vertauschung R in Ei so hat man, dd R= (e—a)2—bY\x—c)(c—d) ist, 

= (+ d\ae+)er+OD« +a). 

Das ee Nr 7 — verwandelt sich also in y= es vw und 


eben so y-/.2 BI yo 2 


Ganz wie beim Integrale y = E cs den Grenzen a und 5 von x 
die Grenzen —d und —c von x im Integrale y= Aue entsprechen, so 


entsprechen auch den Grenzen ce und d von 2 in jenem Integrale die Gren- 
zen —b und —a von x in diesem. 
Weiter entsprechen den Grenzen d und « von x im Integrale 


y= fa die Grenzen —a und —d von x im Integrale y = fr TR 
und eben so entsprechen den Grenzen d und c von x im Integrale 
y = / die Grenzen —c und —d im Integrale y = En 

Aus den vorhin entwickelten vier Arten von Formeln, welche sich 
auf die Integration von y= f van beziehen, lassen sich also nach der 


vorstehenden allgemeinen Regel sogleich durch eine einfache Uebertragung 
noch eben so viele neue Formeln herleiten, welche sich auf die Integra- 
- 0x - : ; 

tion von y= Je IR beziehen, und zu jeder von den vier ersten Arten 


von Formeln gehört auch nur eine von den vier letzten Arten. 
Es verdient noch angemerkt zu werden, dafs sich die beiden Inte- 
mit einander vertauschen, und dafs die 


grale y= En udy = En 
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# = [} 3 o,® 
zusammengehörigen Grenzen sich ebenfalls vertauschen, wenn man gleichzeitig 


— x statt x und —y statt y setzt. Dasselbe gilt von den beiden Integra- 


len y= Fr und y- ar 7; Hat die Gleichung R=0 zwei po- 
sitive und zwei negalive Wurzeln, so hat die Gleichung R'=O zwei ne- 


gative und zwei positive Wurzeln. It R=A4A+2Bxz+C02#+Dxe+.%, 
soit P=A—2Bae +0 —Da+a, 


S. 244. 


| ‚Vertauschen wir nun wirklich in den Formeln S. 240., dem $. 243. 
gemäfs, a mit —d und 5 mit —c, so erhalten wir Formeln, welche sich 


auf die Integration y= JE vw beziehen unter der Voraussetzung, dafs 


x zwischen den Grenzen —d und —c enthalten ist. Wir finden 


1 RrLIr 2u es 
m WE VGe ala), _ VECFTEHNETIEHE) 
. _ Yd=ob-a) |  ı/d—a)(ce—b) 
Ber Venen und ws Ve ea)’ 
ER a mal ak nen — yuzW)e-e) 
3 mu ae und incz = y ER 


Hier stimmen also die Formeln (1.) und (2.) wieder mit denen $. 240, 
überein; was sehr bemerkenswerth und die Ursache ist, dafs wir diese 
Integration ebenfalls der in $. 240, coordinirt nennen. Die ührigen For- 
meln sind: 


« ate2) AK | — ı/d-b)—e— x) 
snu = Ve ’ sncu = (de) b—-x) ’ 
— ı/d—a)(—c—x) gi (e—b) (cd) 
4. scaau = Ve cacu = Va 
(d—- a) —b—x) _ ı/(e—b)(—a—x) 
due = Voyaa)’ du = Yogeha 
und die ungekehrten, 
5 Be —d(le—a)—a(d—e)sn? u _ —e(d—a)-+a(d—c) cn? u 
52 Be ae (d—c)sn®u .d—a— (d—c)cen?# 


_. —b(d—a)+a(d—b)dn?u 

| Sr d—a— (d—b) dn? «”’ 

Bezeichnen wir den nach diesen Formeln berechneten Werth von 

x mit =’, hingegen den nach den Formeln (5.) S. 240. berechneten Werth 
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von x wieder mit x, so erhalten wir, wenn wir die hier vorkommenden 
Modular-F'unctionen von % mit den gleichlautenden in $. 240., mit welchen 


sie ohnehin im Modul übereinstimmen, identificiren, die Gleichungen 
z+d \ (d-e)(d—b) z—u —b—a _ db c—r 
—d 


rZ (e—a)b—a) 'd— x’ —a—-a ” c—a’'d— 2’ 
6 —e—a __ de b— x —c—x __(d—e)(c—a b—x 
"I-a— a. 1 b-ad—x' —b—ı 7 (b—a)(d—b)'c—x’ 
z’+d _d—b za z’+d / d—c ı—a 
—c—ı  c—a'b—ae’ ba T b-a’c—a’ 


welchen gemäfs man für jeden Werth von x den zugeordneten Werth von 
x’ und umgekehrt jenen aus diesem berechnen kann. Wird die sechste 
Gleichung durch die zweite dividirt, so erhält man 


7 (Hd) —a—a) _ /a—ald—a) d—a tn 
; —b—-z)-ce—a)  !%Gb—-x)le—x)  Vld—b)(e—a) din 
a ea) enc« 

— #\e—b/" au’ 


' . d—ua tnu 
und hiernach lassen sich, wenn man TFT ATT als'kegeben be- 


trachtet, ze und —x’ oder —x und x’ als die Wurzeln einer und dersel- 
ben quadratischen Gleichung darstellen. Zu demselben Resultate führt die 
Verbindung der dritten und vierten Gleichung. Schaffen wir in einer der 
Gleichungen (6.), welche auch durch Umformung aus einander hergeleitet 
werden können, die Nenner weg, so erhält man nach einer leichten Re-: 
“ duction die Gleichung 
8 (d+a—b— ce). 22’ + (ad— be) (2—2)—adb+o)+bela+d)=0, 
welche sich auch auf folgende Arten darstellen läfst: 
9 xx'+ be al b+c—(2—x') ax'+be RN b-+c— (2— x’) nd 
"aa +uad d+a— (x —x')’ ad—be d+a—b— e 
zxct+ad _ d+a—(x— x‘) 
ad—be d+a—b-—ec 
Setzen wir für den Augenblick Lie 2); u —= v, so giebt die 


Gleichung (7.) die beiden quadratischen Gleichungen 
AH) —(d+Ö)V" La+d) ze +bc" ad 0, 
AHV)" + HreoV®tartd)e'+bevtad= 0, 
wovon die erste mit der zweiten übereinstimmt, wenn man in jener —x’ 
statt x, oder in dieser — x statt =’ setzt; daher sind x und —x’ die Wur- 
65 
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zeln der ersten, x’ und —x aber die Wurzeln der zweiten Gleichung. 
Aus diesen Gleichungen ziehen wir also 


I bevtad „_y _ OH +a+d 


| BERN 
Eure TE Er ie; 1+v? ? 
woraus nach einander folgt: | 
—ad-+be (—be-ad)v? 
hie a Nazi Tann her a, 3 2 ara also 
za tad date) _ RR 
werben bt eZade 


Achnliche Resultate lassen sich auch aus den Formeln $. 241. und auch 
aus denen $. 237. und 238. herleiten; womit wir uns jedoch hier nicht län- 
ger aufhalten, da diese Herleitung keine Schwierigkeit hat. 


$. 245. 


Zweite ziemlich einfache Integration von ei und Vor’ yp Ww 
welche zu einem reellen Modul führt, der <1 ist. 
Bez@lchnen wir in den früheren Integrationen das Argument mit v 
und den Modul mit A, den conjugirten Modul also mit X’; setzen also v 
statt w, X statt k und X’ statt %’, und erinnern uns der Formel YA.snv = 
1 —dnu 


Ferry in $.51., so ist der neue Modul k = .- also kA = ES: und 


0x 8% r 0% 
vw 


[27 
eo=; 3° | 

1. Benutzen wir diese Bezeichnung, so ist in $. 237. das Integral 
"due 2y et Ye=a@=e) ; 
VR” Vle—a)(d—b))’ (—a)(d—b) _ 
daher ist der neue Modul | 
FE 2Ylle—a)(d— b)(e— b)(d- a)) et 

— Vlle—a)(d—b))+Y ((e—b)(d—a)) 
AR V ((e—a)(d—b))—V ((e—b)(d—a)) 

— VYlle—a)(d—b))-+V Ke—b)(d—a))’ 
EL RN. 2u BR JE 08 
VER YVKe—a)ld-b)) HV (le—b)(d—a)) IV Ur—ar— ber —A)}" 
Ferner ist 


_ /e—b)(d—a), 
nd er Prem; 


2. 


1—dnu _ 1/e—b)(d—a) ‚/c—a)(x—d) 
1+dnu 7 Fle—a)(d—b)""(d—a)(x—e)’ oder auch 


4 
1—dn« __ ı/Cc—b)(e—a) 1/2 —d 
3 er Ai2 Vene x—e?’ 
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und die umgekehrte Formel ist 
dV (e—b)(e—a)). 1+dnu)— eV ((d—b)(d—a)).(1— dnu) 
V(e—b)(e—a)).(t+dnw)— Vl(d—b)(d—a)). I—dnn) 
Für u=0 ist nun 2=d und für u=K ist 2=c, wenn man beachtet, 
dafs dann dau=%‘ und 
1—K _ YUe—b)(d—a)) 
1+h 7 YVlle—a)(d—b)) 


Var a 


ist. 


I. Soll dasselbe Integral — unter der Voraussetzung, dals x 
zwischen den Grenzen 5 und c enthalten sei, gefunden werden, so bleiben 
die Formeln (1.) und (2.) ungeändert, nur - jetzt y und # für <= 
verschwinden. Ferner ist nun 
5 L—dnu ER ale) Be 

5 1+-dnu (d—b) (c—b) ""x—u’ 
bV ((d— a) (c—a)).(1+dnau)—aV ((d—b)(c—b)).(1—dn u) 
vud=a)e— a). A+du)— VLd—b)le—d))-A—dnu)' 

Ill. Soll das Integral vl 7Z gefunden werden unter der Voraus- 
setzung, dafs x zwischen den zen a und d enthalten ist, so müssen 


6. . zz = 


wir, dem $. 240. gemäls, \= rn setzen, wodurch wir erhalten: 
* er 2Y (b—a)(d—e)(e—a) (d—b)) 
7 vVle-—a)d—b)) +V (b—u)(d—e)) 
In YUe=e) d-NM)-V(- a) (d— eo) 


V(e—a)(d—b))+V (bd—a)(d—c)) ’ 
2u 0x 


—— 


NE VOTE DIAND RE ED u YVMER 


9 Tun. ya—aa—h) e—a 

" 1+dnu ” Frle—a)b—a)'"d—x’ 

_ aV (d—e)(d—b)). I+-dnW)—+dV (e—a)(b—a)): (1—dnu) 
- Vld— c)(d—b)).(t+dnu)+ Vlle—a)b—a)). (1—dnu)' 

Es ist nüun 2=u für u=0 undz=Öd für u=K. 


IV. Soll das Integral fi ar gefunden werden, und liegt x zwi- 


schen den Grenzen c und d, so gelten wieder die Formeln (7.) und (8.). 
Aufserdem ist 


10. 


11. 


ml — a)(d—b) „/X—c 
wi (e—a)(d—c)'Y x —b’ 


12. » I TÜbTaldTbNelr dnu) EV dead ce). 1 dan) 
7 
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Aus den vorstehenden F'ormeln erhält man, dem $. 243. gemäfs, sogleich 
noch eben so viele Formeln, indem man @ mit —d und 5 mit —c ver- 
tauscht. 


$. 246. 
ER: | 
Die Integrationen von = und yp; wenn R= (c<—a)(e—b)(e—c) und 
also nur eine eubische Form ist. 


It R nur eine arithmetische Form des dritten Grades und 


= (r—a)(c—b)(2—c), so erhält man die sich auf die Integration von 


0% IX . ö x 
VE und 7x beziehenden Formeln, wenn man nur in den früheren For- 


meln d positiv und =} setzt. Dadurch erhält man sofort aus den For- 
meln $. 237., indem man wieder « <d5<<{c annimmt, 


Pr Beer 
 JV-—-R” Vi(-a)’ 
o° 
c— I 
N k= Ve; Bl Prrwer> 
eo \ 
—(ıu — x z—b 
inu = yEZ®, Ba ", mu 2, dou=y j 
a— x c—x —c —c 
N a—c.cen?u 
snu 


Hiernach ist für = 0 die Gröfse &—=4 und für u=Kist r—=a, ud 
also x zwischen den Grenzen +4 und «a enthalten. 
II. Die Formeln $. 238. geben X 
FR DET REDEN _ ıje—b ‚_yb-—a 
RR EN 


(e—-a)(@—b) _ 1/e—a)(e—b) ee 
mu loan len lee 


c—a’ —Ie—a’ 


dnz = Ve, | 


x 


c—x —b c—a 
incu= VI —_p mu=)g Mu=)Y og: dncu = 


nk u _ b—a-tadn?u 
e—a— (c—b)sntu ee 


und es ist also 2b für u=0; ferner = ec für u —=K; also x zwi- 
schen den Grenzen 5 und c enthalten. 


an 


7 
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III. Die Formeln $. 240. geben nun 
ELITE AU _ 1b —a ı_yje—b 
yafya ven —re—a’ N. v=, 
in u = VI =®, snu=y7—., au = ek dnu= “, und 


z=a+b — a)mu=b—(b—.a) cn u= c—(c—a)dn’u. 


Für v=0 ist z=a ud für v=K ist 2 =Ö, also x zwischen den Gren- 
zen a und 5 enthalten. 


IV. Die Formeln $. 241. geben 


2u _ıfb—a ı _je—b 
u, YR= Ye-a’ RER h =) 


c—ü 


c—a’ 
x _ je —e __ıje—b (e—b)\(=—- a) 
tnu= 2, snu=yI—e, cau= v3» dnu= (a1) ’ 
6 g ! 
tmeu—yI=E, sneu=y°—, — — ducu= a 
c—bsn? u | 
2 me cn? u 


-Diesen Formeln gemäfs ist = ec für v=0 und =} für u=K, also 
z im Allgemeinen zwischen den Grenzen c und } enthalten. 


S. 247. 
Zweite Art der Integration von vo und u wenn A= (x—a)(x—b)\(x—c) ist 


Es sei wieder a <db<c. Setzen wir in den Formeln $. 24ö- 
ebenfalls d=}, so erhalten auf der Stelle die gesuchten Formeln 
I. Ist x zwischen +4 und «a enthalten, so ist 
2Y(lce—a)(ce—b)) _. Vle—a)—YV(e—b) 
Ve N ea)" 


Fame 2u 1—dnu ye-de—a) 
I/V—E 7 Vle—a)+V(e—b)’ i+-dnu (— a)? 
; _ Vle—b)(e—a)).(A-+dnu)—e(1—dnu) 

— Vee—b)(e—a)).1+dnu)— (1—dnv) 

u. 


Ist x zwischen 5 und c enthalten, so ist 


kz= 2V(e—a) (c—b)) (e—b)) k— V(c—a) —V(e—b b) 
Viee—-a)+V(e-b) ’ Vie-a)+V(c—b)’ 
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0x 2u | 1—duu __ Yes z—b 
/V—R 7Ye-atVce-b’ 1+dnu 7 F\e— u) aa’ 


_. bY(e—a).(i+dnu)—aY (e—b).(1— dnw) 
7 Vle—a).(1+dnu)— Ye —b).(1—dn«)' 


IN. Ist x zwischen den Grenzen @ und 5 enthalten, so hat man 


us li rl 
— Vle—a)+V(b—a)’ — Vle—a)+V(b—a)’ 
IT WR 2u 1—dnu __ y (2 —.a)? 
4 VER VIEHERH RE u, 1+dnu ” Flc—a)(b—a)’ 
a at+dnu)+Ylle—a)b—a)). A—dnu) 
Pre „ 1+dnu 
IV. Istendlich x zwischen den Grenzen c und 4 enthalten, so hat man 
k — 2 W&=u)(e—a)) ı _ Vle—a)—V b—a) 


— Vlee—W)+V(b—a)’ ee V(e—-a)+V(b—u)’ 


BET 2u 1—dnu __ ee Ve 

/VR — VYle—a+V(b—a)’ 1-+-dnu 7 !\e—al' "x—b’ 
: _ eVY(b—a).(i+dnu) —bV(ce—a).(l— dna«) 
V(b—a).(1+dnuw)= V(e—a).(1—dnw)' 


$. 248. x 


Die Integration y= we wenn X eine rationale (ganze oder gebrochene) 


Function von x, und R eine arithmetische Form des dritten und vierten 
Grades in Ansehung von x ist. 


Es ist im bins Sa umständlich davon gehandelt worden, wie 
das Differenzial = 7 wenn R=0 eine Gleichung vom dritten oder vierten 


Grade in Beziehung auf x ist, jedesmal auf M.odw reducirt werden kann, 


wo M eine Uonstante bezeichnet; und bei dieser Umformung ist, wenn 


eine Modular-F'unction des Arguments « vorstellt, der Ausdruck von x 
entweder von der Form 


Substituirt man denselben Werth von z, durch ae az“ .o9u wird, 
auch in dem Factor Ä, so erhält der Ausdruck X ee die Form U.ou, 
und es ist also vr SB.au, 


h° 


1,4 
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wenn durch U eine rationale ganze Function von 2 bezeichnet wird. Ist 
U eine rationale ganze Function von Z, so besteht U aus Gliedern von der 
Form a2”+: und 52”, und da £ eine Modular-Funelion des Arguments u 
ist, sO hnen die Integrale far. ou und fie. ou nach den Reductions- 
formeln des $. 7t. gefunden werden. 

Ist aber U eine gebrochene Function von ?, so ze sie zerfällt 


werden in Glieder von der Form at”t!, bi, Tess und nn welche 


mit 0% multiplieirt und dann integrirt werden müssen. 


# 


Man kann aber auch vor der Zerfällung von U, t= ni setzen; 


‘ 
und wird die Zerfällung nun vorgenommen, so erhält man Glieder von 


der Form A j 


EEE LE RAN 
tIn—ı? tn) («+ At’)r un (a + Bir)? 
welche einerlei sind mit - 


An—1 In—1 NUR bir Bet 
ar, DET, (Blair und Bla 


Es ist daher nur noch von der Integration der Brüche 
du tr.ou du - N Pr.ou 
(+Bt)? (HH) (art . (at pt?) 


zu handeln. 


$. 2 
Die Integration von a und —— I wenn t eine Modular-Function von % ist. 
(e+ft)’ (e+ 207’ 
Da { eine Modular-Function von % ist, so wird der Zusammenhang 
zwischen Z und % durch eine Differenzial- Gleichung von der Form 
\ um DA ESEN EN 
Vlat2bt?tet:) 


ausgedrückt, und es ist also, wenn döy= ist, 


ou 
(«+ At) 
+0t ot 
I9y= CHA Vlar3be ten, Oder +3y= SH Vlaat2bt:tete) 
, =7> at?’ +tcet— 


2 (y— a)? a ! : 
aß +25? (v - +ew—a)* En u re wenn man 


Setzen wir nun «+ß?=v, also t= 


zur Abkürzung setzt: 


A= aß +2bdß+ca, B= — (bBat+ca),, C=bR+3ca, 


= — CO, Bu 6, 
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N un En OR en ie Fi Differenziüirt mannun 
vo V(AFABV +20 FADvs + Eve)" , 


Zur Abkürzung setzend: A+4Bo+20v +4D”+EV—=R, also oR 
— 4(B+0v+3Do’+Ev).dv, den Ausdruck U, so &hält man 


und also ty = 


n(VR v.19oR—(r—1)R.ov 
Ga) yn oder 
0) a Lem ABe 2(2r—3)B. 9v Ur—2%)C.9v 2ar—5)D.dv 
va) vVR wavR "TI ayNR VIVER 
__E(r—3).80 
v#yVRB 


ot 


Da aber YR=P’.v(a+2bi’-+ct), also PR =  VlaF2D1°Fete) 7 


+09u ist, so erhält man, wenn man 


ke) 
Scans Er Ir] 


setzt, die Reductions-F'ormel 
L FRVla+2br +19) - 
Te 
— (a ++) (r—1).[r] +2’ P?a+ ca) (2r—3).[r—1] 
— 26R +3) (r—Y.[r— 21+2ea@r—5).[r —3]— e(r—3).[r— 4]. 
ot 
W= ya-dsbyo Rt’ so hat man a=1, 
2b= —(1+R), c=R, folglich 
P®enudnu __ 
(+ Pu) 
— -P), RR— PB) r—1)[r] + Ra — (1+R)PB?a) Qr—3)[r—1] 
+(1+%)B— 60%) (r—2) [r—2] + 2% ao (2r—5) [r—3]—% (r—3) [r—4]. 
Setzt man aufserdem «—=1 und ß=ksne, so hat man 
kswa cnu dnu dn?a, cn? a+-dn? 


(14 ksn asn u)? Ran m; r—D-Ir] Mr Ensa <(2r —3).[r—1] 


—6+(1+52) sn? = - 
re. 22,614 3-4, 


und in dieser F'ormel ist [r] = = Bene 


snasn u” 


Ist z.B. {= snu, also 


Ist r=1, so kann das Integral nach $.210 — 213. gefunden wer- 
den. Wir können aus der vorigen allgemeinen Formel sogleich noch eine 


zweite herleiten, indem wir & mit ß, @ mit ce und = mit £ vertauschen. Da- 


Sit ib Merkinstlens Alb: sichinsiit ns 56260, 521 


, ot a ah 
durch verwandelt sich öu = + ————-  — il — 
\ 2 V(a+2bt?-+ ct! 25 
( ) + Y(e+ +4) 


d.h. es verwandelt sich du in — du. Seizen wir 


ann — ou ; 

— FVYlaf20rLete)’ 

nun das Integral _ 
ir.ou 


ae 
so haben wir noch die Formel | r 
a3. 1. Y (a+2bt?+ctt) 
a TR DE 


= (aß + 2b Ba? + ca?) (r— 1).[7] — 2 (daß + aß?) re — 1] 
+2 +3aß) (r—2).[r —2]—2aß @r—5).[r—-3]—a(r—3).[Ir—4, 


> x ot . 
in welcher wieder ou LYoaF2bt®-tets) ist. 


$. 250. 


d | wenn ? eine Modular - Function 


a, 
(«+ßi?Y («+ 


des Arguments « ist. 


Die Integrationen von 


ou i ei +ot { 
(e+ pe} und wieder au Var?lbttetls)’ also ey 


2 ot ER en 
Tl Eanghin: so setze man + Bi? =v; alsdann ist *—= 


Ist y= 


v_@ x) Ov £ 
vB MSaavoe) 
folglich 


ferner + P + c"= u 


ala Era ner, BEMRTOR. DR A 
= +7 Te VlRwW—e)+2bßo—a)? +ew—e)?) 


Da 4.00 
II Tr vV(A+Bo+Cv?+Dv)’ 


wenn man zur Abkürzung 
A=—apa +20 5a, B=aß—4ba+ _ 
3 
C=U—- 7%; 4 D= 7 
setzt. Ferner ist, wenn man A+ Bo+C"” + Dv—=R setzt, die Gröfse 
R = aßw— a) +20 —a)” + 7 0a)’ = oPE BP + cPF — 


Prr(la+2dP+cH), also YR=Ply(a+?2bt-+ct). 
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oder 
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Differenziirt man nun ve ,‚ so erhält man 0 (eye _ ‚OR zQr—2R, 2)R.dv 
R “ v 2uvVR 


air: el N = #8 —(2r—2)A.40v0 _(2r—S)B. (2r—3)B 300 _ 2(r— 04 —4)0.49v (Zr—5)D.200 
= WVR VRR EVER wa VRR 

t.ot ot : 
und da Ze rem Variete, =: +ou ist, so 
hat man, wenn man gliedweise integrirt und ‚zur Abkürzung 

FE 2 

> @-+ pe, — m =] ri ı& 
setzt, die allgemeine Reductionsformel 
MN. „ BIV(a+2b1?+et*) 
Ti (e+Pr)T 


TEN RER +7 S a) Qr—2). [7] — (a0 Ada + 2er? NERRIRRR [r—1] 
u Be 


Vertauscht man in dieser F'ormel « mit c, & mit ß und 4 mit Z, wodurch 


sich du in —Ou verwandelt, und setzt das Integral 
FROM 
re Ir 
so erhält man die neue Formel 
i a. elr,V(a+2bt?-Fett) 
a IL er («+ Pt?) 


= — (aß — 258: +“) &r—2).[r]+ (ca40B +22) (er— 3-1] 


3 
+(28— 2) ar — Pr —J+2Qr—Ir—3], 
en, 
V(a-+2bt?-+ett) 
Modular- Function des Arguments u oder auch seines Complements vorstellt, 


in welcher wieder du = ist und also 7 eine beliebige 


Ss. 251. mr 


Reduction des Unterschiedes zweier Modular-Integrale von der zweiten oder vierten Classe, 
‚deren Parameter sich zu K ergänzen, auf ein einziges Integral von derselben Classe. 


Beziehen wir die Modular-F'unetionen des Arguments % auf den 
Modul %, und die des Arguments v auf den kleineren Modul X, wie in 
8.51—54., so ist nach Formel (13.) $. 32. 


_— dna+ dncu 


die 
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| _  dnzutdnerut2h 
also dı??2v» = a el und 2v = (1+X%‘).u, also 0(2») = 


(1+%’).öu. Multiplicirt man hiermit die vorige Gleichung und integrirt, 


so entsteht 
elurE—eleuf2ihu 


DR RE “ 

Setzt man in dieser Gleichung u=KäK, also vo=ZL, und bezeichnet den 

zum Modul A gehörigen elliplischen Quadranten mit E, so hat man, da 
elQD)=2Ei ist, N un, N I 2 


2, = = und da 2L=(1+%).K, also 


el?v = 


v u 

LY!N Kr 

Zen? 
14 


ist, so erhält man durch die Subtraction dieser Gleichung von der obigen: 


E, Er 
y.v = 


E au 2.u- (KW (Ku) . 


el?v— Z.. vr 7 
t—-k 


ir 


Da nach S$. 201. Aha “«—H(u), e(K-W— (Ku) = 


H(K—u) = G(u), und eben so auch, mit ne auf den Modul \ 
lan) — .Qd)= HR) ist, SO heiten sich die vorige Gleichung auf 
H(u)— 6(w) 

Be N 
wenn man H{w) und 1 auf den Modul %, hingegen H(2v) auf den 


I »H@ei> 


kleineren Modul = 1 T Er - bezieht. 


Multiplicirt man die vorige Gleichung mit 9 (2v)= A+ kr. du, und 
integrirt, so entsteht, da Hlu).öu = ölogHl(w) und — G(u). du = 
ölogGI(u) ist, die Gleichung log HI(2v) = logHl(u) + log &!(u) + loga, 
wenn man die Constante der Integration mit loga bezeichnet; oder auch 
Hi(2v) = a.Hlu.Glu. Dann frvu=v=0, Hu=yk, Gu=i 
und Ai(l2v) = YX‘ ist, so ergiebt ui vn'=o.y%k‘, und also 


Hi@v) _ 
Man findet auch noch zwei neue & Gleichungen auf folgende Art. 
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Hs ist nach $. 52. äe sn 2v = ksnu sucy, und da sow— er 2 


1 Alu 1 Blu N Ar 
VERS NUTZEN | 
| AU2») _ Alu Blu 
Hi(2v) 7 Hiu'’Glu 
ist, so findet man, wenn die Gleichung (R) hiermit multiplieirt wird, 


aum _ A Blu. 

Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen und dif- 
ferenzürt die Gleichung, so entsteht, da '3log Al (20) = A(2v).20v, 
log Alu= A(u).du, dlogBlu= — B(u).du und 9(2v)= (14+%').du 
ist, die Formel ' 


sınu = — 


3. 


4 AQ)= ee 


Zusatz. Da nach & 54. L= de .Kuwd Z’=(1+%').K', 
also LL/— CF, RK und = (144.2, folglich (w} = (1+KY. u 


‚se(2v)? — zur —sceuR 
(2v)? n(2v)? 4 EN nu? BEL _ gRE gtKR! 
LL == — . ® 


ER also ALL iKK und e 


ist, so ist 


=.N. 


ru: ' —ru3 
Da nun Hu = GERT, Bu, Glu= ann Slu, Alu=e*. alu und 
J — ru? 


Bluu= e#“,Hlu ist, so ln sich die obigen Gleichungen (2. 
und 3.) in 


BI (20) BR | dr 
5. / Vera — vr-Pru.6l u und | 
way N ; 
6. Brei 7 —— Vi‘ Il u.H U. 


Werden diese beiden Gleichungen logarithmisch differenziirt, so erhält man 
noch 

7. Ban) = FE, 

sw) = En 
In diesen Gleichungen (5 — 8.) beziehen sich also die Functionen des Argu- 
ments % auf den Modul A’, während die Fuunctionen des Arguments 2» 
= (1-+%‘).u sich auf den Modul X = er beziehen. 


[2 


+ 
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.$. 232. 


Wählen wir nun aufser den Argumenten « und v oder 2v noch 
die Argumente a und 25 und beziehen also die Kunctionen des Arguments 
a auf den Modul %, also auf %‘, wenn der conjugirte Modul genommen 
werden soll, und die Functionen des Arguments 25 auf den Modul, also 
auf A’, wenn der conjugirte it zu nehmen ist, so ist nach $. 251. 

ISzS: = yp-Huza).Cluta), 
und hieraus folgt 
ir „Hl? v+25) Hl(u-+-a) Gl(a — u) 
log yırr 2v—2b) log Hi(a— a) 7 log Gl(a+u)' 


Ferner ist HQ2b)= Mae, also 2v. (25) = u.H(a) — u.G (a). 
Da auch u 
2 2 
S(lv,? Bi m= 2, H2b)—log ee 
» Hl A 
S(wa) = u.H(a) —log en und 


Gl(a— 

i S(wK—a) = u.@(a) ee) 
ist, so hat man 
1. Sr: — &(ua)—©S(wK—.u). 
Ganz eben so findet man die Formel 

2... ©SQRvy,2b) = (uw K—a)— C(u,a), 
und Dwa)—- Du, K-a) = —2v.A(2b) log Ver da 
u. A(a)—u.B(a)=(1+k')u.A(U)=%v.A(2b) ist. Da aber nach $. 200. 


— AQD)= BAbW)— ist, so folgt 


1 
"sn2dsnc2b 
Hl(20v +25 
Du, a) — Du K-)=— — + W.B(2b) + log en oder 
2 2 
3. DAY) — a D(u,a)— D(u, Ka). 
In diesen Formeln ist 2>=(14%K').a, so wie v=(1+X'). u. Aus der 
Formel (3.) $S. 251. folgt 
 ı/Al2d+20) __ ‚ı/Al(la-+- u) Bl(a—u), 
log AUT In. 08 Aka—u) 08 Bl(a+u)’ 
aufserdem ist a 


'S(wK-—ı) = —u.A(a)+log 


Alla+u) 
Al(a—u) ’ 
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en Dun lu, K-—.a) = —u.H(a) -+log een a 
BwK-9= 1.00, 


gemäfs 8.203. Daher erhalten wir 
'S(u, K— a) +u.Ala)— 'S(u a—u.B (a) 


A242 
er Er — '&(u, 2 Swa)+ 2v.A(2b), 


—=] 
oder auch \ ke 
4 Su K—u)— 'S(wa) = 'S(lu,L—2b). 


Ferner ist oe —= '(w,K—a)-+u.H(a)—' (u, a) —u.@ (a) 


— (uw K—a)—'C(u,a)+2v.H(2b) und also 
5. KT, K—a)— Cua) = 'Cl2v, L_2). 


Endlich findet sich log / 4° a= "Du, Ku) — u.6(a) —'D(u,a)+u.H(a) 


—= 'D(u, K—-a)—'D(u, a) +2v.H(2b), oder | | 
6. Du, K- )—- D wa) = Qu, L—2). 


S. 253. 
Summen oder Unterschiede der Modular-Integrale von der.ersten und dritten Classe, 
deren Parameter sich zum conjugirten Modular-Quadranten ergänzen. 

Im elften Abschnitte wurden zahlreiche Formeln entwickelt, durch 
welche Modular-Integrale von der ersten und dritten Classe, deren Parameter 
sich zum conjugirten Quadranten ergänzen, mittels eines cyklischen Arcus 
auf einander zurückgeführt werden. Kann die Summe solcher Integrale 
durch einen cyklischen Arcus ausgedrückt werden, so kann ilır Unterschied 

auf ein einziges solches Integral zurückgeführt werden: kann im Gegen- 

theil ihr Unterschied durch einen cyklischen Arcus ausgedrückt werden, so 
kann ihre Summe durch ein einziges Integral dargestellt werden; wie es 
nun gezeigt werden sol. Da K—a: = —i(a-+iK) ist, so verwandelt 
sich die Gleichung (1.) $. 252., wenn darin a? statt a und Bi statt 5 ge- 
setzt wird, zunächst in S(22,25) — S(u,a)+ S(u,a+iK), und da nach 
8.132. S(u a+iK) = — 'S(u, K'—a) ist, so ergiebt sich 

1. Saw) —S(wK—a = Sy?) fü a<4K, 
und aus den Formeln $. 26. findet man 


, kenc’a k enc’a 
S(u,a) +'S(u, K'—ıa) = Far eialt tang (-n Sn U snca). 
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Die Formel (2.) $. 252. verwandelt sich zunächst in S(2v, 25) = 
— C(wa+iK)— C(u,a), und da ee —— 44 CwK'—a) 
ist, so folgt 
u Clua)— Cu, K'—a) = S(2v, 20), 
und aus den Formeln $. 206. findet man 


'C (u, K—a)—C(u,a) — (k’ sn‘ a snc’a)u— arc lang Bas Eu 


Ir “sn U SNnC u). 


Die Formel (3.) $S. 252. giebt zunächst D (2, 50) 4 2 


—= D(u,a)+D(wa-+iK), und da D(u, u En 'D(uwK'—.a) ist, so 
erhält man 


3. -D(ua)+'D(u,K'—a) = 
und die Formeln $.206. geben 


kcen’a kenca_ 
'D(uK'—a)— D(ua) = er «u — arc tang © ng Su usnc 2) ? 
; F 


Da L’= (1+%).K und 2? = (1-+K)a ist, so it /’— 2b = 
(1+-A‘) (K’—.a). Setzt man also K’—a statt « in den vorigen Formeln, 
‘so verwandelt sich 2b in L'’—2b und wir erhalten 
f 4. SwK—d)— 'S(ua). 8 (20, L— AN und 


S(uK'’—a) +'S(uao) = be arctang (ee 


Acn'2D 
enc’25b° 


SH EDR.2, 


| SNC u) . 
Die Formel (2.) verwandelt sich in 
neu — C(u,K'—a)— 'C(ua) = S(2u,L— 25 und es ist 


'C(u, a) — C(u, K—a) = (k”sn/asnc’a).u— arctang ae 


"mu snez). 
Die Formel (3.) verwandelt sich in 


“ N 
6. Du,K—-a)1 Du, = He? 


cn’2b 
und es ist D(wa)—- Du RK — a) = ken U — arc tang (© 


.20 + D(2v, L’— 2b) 


Zn U SnC u) « 


In diesen Formeln ist 


20 =(1+M)snusmen ud w25= 14 Ay.nle = Vırk me 


Man darf auch nach $. 83. in den Formeln (1—3.) $. 252. X mit 
k' und X’ mit k vertauschen, wenn man v statt u, also 5 statt «, und 4% 
statt v, also 4a statt 5 setzt. Hierdurch verwandeln sich jene Formeln in 
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SW) = & (vb) —©' u, S‘(u,a) = © Lu) (v,5) und 
D’(u,a) — = D’(v,b) —- D’(w,L’—b). # 
Setzt man in- diesen Formeln noch vi statt v und wi stalt u, so giebt die erste 
7. 50) —- SwL—b)='S(ua) für b<4L, 
und die Formeln $. 206. geben für die Summe: 
‘S(,5b)+'S(v, L’—b) = arctang (n? sn’dsne’ 5.” 2) ar sn’d snc’b).v 
Die zweite Gleichung giekt } 
"8 Co,L’—b)—'C(vb) = 'S(u,a), 
und die F'ormeln $. 206. geben 
'C(v, L’—b) + 'C(v,b) — arc lang (2 sn‘d snc’b. u) n Ba b snc’b).v 
Ferner hat man 
9. Dwb)—'DwL'—b) = ‘D(u,a) — 
und die Formeln $. 206. geben | 
Dowb)+ Dov,L—Jb) = er gan z rare tang (n? sn’b snc‘b. a) 


Vertauschen wir auch in den Formeln (4., 5., 6.) $. 252. A mit Ik‘ 
und A’ mit %, indem wir v statt u, 5 statt a, 4u statt v und %a statt 5 
setzen, so verwandeln sie sich zunächst in 
'S(w, L’—b)— 'Sw,b) = '&'(u, K'—a), 
Low, L'—b)—' (vb) = 'C(u, K'—a) und 
DD (vw, LD’—b) — 'D (vb) = 'C (u K'—.a). 
Setzen wir nun noch v2 statt v und w2 statt w, so erhalten wir 
10. SwL’—-b)—- Sb) = S(wK—a für d<1ıL‘, 
und den Formeln 8.206. gemäls. ist * 


S(v, L’—-b-+ S(v, )) = 


Herner ist 


sn’a ee 


u 
sn’asnc’a’ 


1 


— arc lang ( 7 sno’b Taler 


v 
sn’ b snc’b 


11. Co L’—b)— C,b) = C(u, K—a), 
und den Formeln $. 206. gemäfs ist 
Co, L— b) +C(vb) = — (r”sn’bsnc‘d).v + arctang er in) ; 
Endlich ist noch 

i2. Dov,L’—b)— D(vb) = Cu K—a), 


” 
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und den Formeln $. 206. gemäfßs ist _ ı A: AR 
D(v,L’—bW)+DW, b) — (?”sn’bsuc’b). v-rare tang ee an ey. 


Den Zusammenhang zwischen den N nchlen u und v und ihren 
Modular-Functionen, ferner zwischen den Moduln und den ihnen zugehö- 
rigen Modular-@Quadranten drücken die Formeln $. 51 — 54. aus; der Zu- 
sammenhaug zwischen @ und D aber ist so beschaffen, dafs man nur a2 statt 
tn(b}) 
dn(bi) 
oder n’a= (1-+-X)sn’b sne’b und TUERWäLIS sn CHE: a VIER. en 

1+Kk', „/1— soc’a 


1— snc’ a 
Fran ar oe oder auch UA, tn‘’b= VrFenera, 


Die Formeln (1 — 12.) finden vielfache Auwenilite in der Geo- 
meirie und Mechanik. Setzt man in den Formeln (10— 12.) noch a3 statt 
a und be statt 5, so erhält man entsprechende Relationen unter den Mo- 
dular-Integralen der zweiten und vierten Ulasse, die wir aber der Kürze 
wegen übergehen. 


u und bi statt © zu setzen hat. Hiernach ist also tn(@) = (E--2) 


oder tn’ db = 


>. 


m Achl}zelhter Abschnitt 
& 1: 


Ausdruck der Modular - Integrale der zweiten Art durch Functionen 
der Amplitude des. Arguments und des Parameters in 
convergirenden Reihen. 


$. 254. 
Reihen für das Integral ’S(u,a). 

Es sind bereits mehrere allgemeine Verfahrungs- Arten der Berech- 
nung der Modular-Integrale der zweiten Art entwickelt worden. Es giebt 
indessen noch ein neues allgemeines Verfahren, gestützt auf die Entwick- 
lung von Reihen, welche die Modular-Integrale durch cyklische Functio- 
nen der Amplitude des Arguments und der Amplitude des Parameters aus- 
drücken. In den meisten Anwendungen der genannten Integrale sind das 
Argument und der Parameter selbst nicht gegeben, sondern es sind statt 
derselben ihre Amplituden bekannt, woraus jene Gröfsen und der Werth 
des Integrals selbst zu berechnen sind. In diesen Fällen führt die Be- 
nutzung der nun zu entwickelnden Reihen, welche im Allgemeinen einen 
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hoben Grad der Convergenz haben, ziemlich schnell zur‘ Ermittelung des 
numerischen Werthes eines vorgelegten Modular-Integrals, mit einem ‚be- 
liebigen Grade der Genauigkeit. 


Wir beginnen mit der Entwicklung des Sinus- Integrals vierter Classe. 
Es ist, wenn wir durchgängig setzen 
anu = PD: 
'S(u,a) — /- ... sin?9.0% 
cn? a(1— Re ?). v(t—k?sin? N 


BL 1 ln TR ER 1.3 za 1.3.5 90..6 
Da va-Rsintg) = 1+14%k sın O4 ak Ssın A er sın ® 


+5 . 3 : ‚Psin®® +. .... Ist, so muls jedes Glied dieser Reihe mit 


2 
u wen knng ii on multiplicirt und dann integrirt werden. Aus der Gleichung 


cn?a 
snc? a a 
E 
tang p j 
1 . T 1 x ns enter # 
8 v tnca 
leiten wir zunächst her i 
ö B » 
inca.0oV = Pu . 
ai sın 
r snc? «a 


.', 09 .5Sin? sne? a.0 & 
Ferner it [IP —_ PM 277 _ gnea.0®: also erhält man durch In- 
sin? 2 

p in? 
En I 
snc? a Fshc?a 

Ip: snc’a.tnea.d— sne’a.® 

sin?p i } | 193 


sno?a 


tegration 


sin”+? 9.09 


in?’ on. j2) F 
Veberhaupt ist 7 — /sne?a.”- IF —_ /snc?a. sin”®.90. 
o o 


sin? @ ii sin? p 
"snc?a snc? a 
2 Ale sin”9.09 u a 
Setzen wir also PROC = snc”a.D,, so verwandelt sich die Rela- 
| De 
N snc? a 


lation in 
“MR 1.393... 2r—1) %(p) 
u 2 2.4.6....(2r) 'snc”a@’ 


wenn. wir die Bezeichnung; ($. 99.) anwenden.  Hiernach haben wir 


4 
'« 
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BD, =tnea:d—Pd, | 
2, = tnea. v9. N), 
De I ee ee 
2. 2, = mean 04. —_ en. FB , 
3 3 


PB, = tnca.v) — D— 


6 
1.2) 1.3 4 (9) A. .d 28 (p) 

6°" snc® a 

d 


"sncta ?2.4’sncta 2. 
1 


W SW: 
Hat man eine Tabelle, aus welcher man die Werthe von X'(®), 
(9), AD), XD) us. w. für jeden Werth von ® entnehmen kann, so 
ist die Berechnung der Functionen ®,, ®,, ®;,, ®, etc. so einfach,®als sie 
nur gewünscht werden kann. | 
Mit Bezug auf die vorstehenden Werthe haben wir nun die schnell 
' convergirende Reihe 


IEz Eee dnca 2 u 4 
3. i S (u, a) ä ia (® ı + 4%’ snc’ a.®, bh  K*sncta. D, 
r 3.5 ze 6 D, 718 E 
| ass sne & 41:3:5:7 FH . 8 snca.D,+.. Br 
nach welcher man das en ER a) schon sehr leicht berechnen kann. 
Wir formen diese Reihe noch um, indem wir die Werthe von ®,, ®&,, D, ete. 


substituiren. Der enleNe Arcus ii ex dann zum Üoöfficienten _ 
dnca(1+4+-4*sne? at 5‘ 2 Kane a-+ ... ar ” 


Alyık ei iR: . 
und da die eingeklammerte Reihe = Fre FR Aado ist, so ist der 


Coefficient von YW gleich Eins, und die neue Reihe hat überhaupt die Form 
4. Sa) = W-4.P-4.1)-I.NM-41.Nd)—.... 
Man findet aber 
nr 0 (1 Pt ler na sneat....), 


7 tnca 


2 dnc a (4 u ), 
et AB 1 f R 
ins nen en k’snc! ra SNC as 3 cr snea-+... 
3 1.3 dnca 1 (ak 3 \ . 
Er er 4" tnca "sncta \2. ats SNC a+....) 
u. 8 W. _ 
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Die eingeklanmerten F'actoren lassen sich sämmtlich summiren, ‚wodurch 
wir erhalten: 


0 1 
de tnca ’ ® 
1 1 1 dnca 
FIRE I Meike 
a: 2 "snc?a (a 1) tnc« | 
2 145 1 ( 1 EB ».\ dnca 
sr 23,4"snc*a \dnca —17-4A se a) tinca 
D. A 1 ( 1 eg Rn are, dnca 
A 2.4.6" snc°a \dnca 1— + A'suc a— zqE un a) tnca ’ 
4 1.3.5.8 1 ( 1 1p? 1.374 
re 2.4.6.8" snc°a ‚rerergl, — zhkösne‘ TE gi snc'a 
2 Rene on Bert 
tnca 
uU 8 WW 


Diese Ausdrücke schreiten nach einem einfachen :Gesetze fort; ihre Be- 
rechnung ist leicht; auch convergiren sie. gegen die Grenze Null, und da 
die Functionen X'(P), A’(®), A’(D) etc. ebenfalls gegen die Grenze Null 
convergiren, so hat die Reihe (4.) eine überaus rasche Convergenz; ihr 
Anfangsglied % wird unendlich, wenn tang® = tnea-oder ura —=k ist. 


Man hat übrigens auch 2 
„ 1 
— inca’ 
0 
a nr ; > ina daa 
Pr Aismeia, # en?a, 
1 
” PERAg, Aa R k'® ina dau 
—— # ' ne? 2A NM u.’ 
2 
6 i = 3._4_ 435 zu bt tnadaa 
Ten REG Rena 1? 
3 
put Mu IRAER 1.3.9.7 u01 h’?tna dn« 
snc? a 2.4.08 cn? a ? 
4 
u VAR 4° __1.3.5.7.9 18 k‘?ina dua 
10" snc?a 2.4.6.8.10. °° en?a ° 
\ u 8% W. 


und hiernach können die Coefficienten " A, 4, 1 etc. auch bequem recurrirend 
berechnet werden. Hat man keine Tabelle für die Werthe der Functionen 
1!(®), A?(®), A?(®) ete., so: erhält man, wenn man die Werthe (5. $. 101.) 
substituirt und 
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EINHEIT dit eic. 


seizt, auch noch die En 

0 o 1 
7. S(wa) = b—4.0 + (4—4).sin® cos® + 3(4—4—4).sin’® cos® 
+22 44-4 3).5in°0 cosp + add), sin Dcos® +.... 


Substituiri man aber die in $. 100. gefundenen Werthe, so erhält man 


'S(ua = 
v—1.0+(444+34+434+44434 + ....).sin2Q 
a Hr IE 
esta rdtanaitrandt) a 
+ at erst rentt nit) 
en N 2 h } j N 


Es ist indessen die Rechnung nach dieser Reihe nicht so bequem, als 
nach den Reihen 3, 4 und 7; zumal dann, wenn man eine. Hülfstabelle für 
die Werthe der Fuunctionen A'(®), A’(®), N’(D) etc. hat. 


$. 259. 
. Reihen für das Integrab /C (w, u). 
Das Integral 'C(wa) = NEN -—— kann auf ähnliche Art 
x inca FR sin" u 


snuc? «a 
entwickelt werden; indessen lassen sich die Reihen für dasselbe noch 
leichter aus den Reihen für ‘S{u, «) herleiten. Beachtet man, dafs 


d 
Cu, a) = ‘Su ar erh 
ist, und nimmt man für die Reihe +5 er _ ext (+ ai KN’(O)+ 
so hat man a 2m) 
; d 2 ”(P) 
C(au,a)='©lua)+ nz (+3 + k’ snc’a. ya: #34 c’a 2.4" snc*a 


+ 20 Rn nc® an, oa | 


2.4.6" snc°a 


d. h. man mufs in der Reihe (3. $. 254.) zu den Functionen ?,, ®,, ®;, D, etc. 


i ; ; 1,3% 2? 1.3.5 220), ., 
der Reihe nach die Gröfsen ®, 4m, 2. en, 24.6‘ ern z etc. 
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addiren. Bezeichnen wir nach dieser Abänderung die Functionen durch 
D,, ®,, ®,, P, ete., so haben wir, wenn wir aus OD=amu wieder 


berechnen, zunächst ®, = tnea.y und dann weiter 
/®, = tnca.Y—d, 


Dd, = tnca.y—O—1 At (p) 


"snc?a’ 
Alp) -1.3 12 (p) 
ER Em r \Fh 
% D, = inca.y—P "snc?a ° 2.4 "sncta”’ 
3 


d 
P, = Inea.y—Od— 2°; 24 2.4 "sncta 2.4.6" snc9« 
\ U. 8. We 


Mit Beziehung auf diese Werthe erhalten wir die Reihe 


3. lu, a) =dnca. v4 “(gr snca.d, +5, .K'snc'a. ®, 


PET RR 13.6.7 y% 
4 .ksnea. D, a sne? a. D, +...) 


Die Ausdrücke D,, &,, ®, etc. aber sind wieder dieselben, wie in $. 254. 
Werden sie substituirt, so erhalten wir eine Reihe von der Form 


4. Cu,a) = v—-1.0— INEP)— 4.220) —4.N (0) — 4)... 


und die Ausdrücke der Coöfficienten in ihr sind . 


0 
(ie, 
=; ee 
a 
i zur 188 k° ii: . ne 
u. Ss W 


Sie sind verschieden von denen im $. 254.; indessen lassen Bich ihre Verl 
eben so leicht berechnen. Es ist 
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0. 
ze 1 a 1? ,, duca 
— 2’ snc?a 22 "tnca’ 
1 
2 re de 
7 #’onc?a 27.42 "tnca ’ 


2 
ip ARHERR AH TEN nen Hi s dnca 
©" snc?« 22,42 ,62 en? 
3 
I —.7, A 3.::.12.32,9°.93 8, dnce«a 
8" snc?a 22.42.62.8? tnca 
u. 8 WW 


Setzen wir immer 4 4 44 4444 ...., so erhalten wir durch eine 
neue Umformung 
7: ee ie, = Ver O+(4— 3). a a IE 4), sin’ Dcos® 


+3 Ip RR RO sin’Pcosd-+ 3'57 et I ad- 4-4—4). sin’ Dcosd-+.... 


$. 256. 


Reihen für das Integral ’D(w, a). 


EN FE 2 
Es ist ‘D(wa) = er wenn P = amu 


snc? «a 


gesetzt wird. Da RL 
Ach, sin’ D) 
1.3.5 


HR 6 sin‘ Sans A__ 
7 sind — 3°. Ksin ind — 5.4.5.5 % sin’ ® 
ina.dna.dp 


—= 1—4A°sin 


ist, so müssen die Glieder dieser Reihe mit multiplieirt und dann 
integrirt werden. Dadurch erhält man, wenn wieder die Ausdrücke (2. $.254.) 
benutzt werden: ER 
| 1.69 " 4), = 

hi — na dn.a(} Asnca.d, + 74 K sc! a.D, Ha 


dnca 
1.385 75 
+ RER 34.6,8* sne SERREN 
Werden die Werthe von ®,, ®,, ®, etc. selhst gesetzt, so erhält man 


eine Reihe, in welcher % w Gröfse 


’sne’a.P, 


1 1.3 
RE | 2 4 4 — —— 6 — men 
dos —— 1 4’ snc’a 4 ktsncta En Ksncea— . 2 X 
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zum Coöfficienten hat; daber haben wir die Reihe 


2. Duo) = V+LOLIN WHEN) + EN) HEN O)+... 


und für die Coefficienten in ihr die Ausdrücke 


(1 = (1—-dnca).tnadna, Ei 
1= (I 8% NG an AO) OR A 
= a ee ytene‘ a— „1; kisnc‘ a—dnca). ina dna, 
2, = a ol 1— 1%?’ snc 16a — 51, K'snc‘ a 
— nt ksnc’a — duca).tnadua, 
ge ER ON 4.k’ sne’ a— 5 k'suc‘ a— 54, k’sne‘ a 


1.3.5 
2.4.6.8 


!®sncea— dnc a). tnadıa 


uU. 8 WW. 
welche sich auch recurrirend berechnen lassen, nach den Formeln: 


0 
1 4 1? 72 
me DR FE En TE Fe 
ni Areas 5; k.tnadna, 
1 
s d 12.0 
und RE ne 
ee er tnadna, 
PRagt di 2 
d 1R.43.8 
nn A re 6 4 
Ge, Ta A’.tnadna, 
3 
4 2 2 2 
pr ee 17.89.07 enadna 


8'snc?a 22.42.62.8° 


U. S. W. 


Durch eine neue Umordnung verwandelt sich die Reihe (2.) iu 


». Dud=\’+ 4.0—(4—4) A BON Dr RAN d—4) sin’ Dcosd 


2.4 AN ER 
un a hear sin’® cos® — 
= 


und das Anfangsglied ist wieder bestimmt durch die Formel 


ed „Per ER ph 4) sin’® cos® 


....0 


Zangı == tang p 


tnca 


Fe ne 
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$. 257. 
Reihe für das Integral © (w, a). 


Wird immer amu =D gesetzt, so ist 
| k?snacnadnasin?9.09 
S(w a) = fm sn? asin?p)Y (1—k? sin?) 
Es mufs nun Bu Glied der Reibe 
1 1.3.5 
Dh. 2 2. 1 ee 1 72 2 A 4 6 ö 
7 a Teer = 1+41%’sin P+5 3 (sin De ara 2 Tl sind -+.. 


k?:snacna dna sin?9.99 


mit a Per multiplieirt und integrirt werden. Setzen wir 
jetzt 
1. tangy = dna.tangP, 

j 0% dna.dp u N yp Aut 
so findet sich Ooy = a ETF also rückwärts SS TTETTE TE 
SE . Ferner ist 

na 
sint?9.09 __ 1 sin”’p.0p 1 fs ARE. 
J 1—k? sn?a sin?p ver kann! , 1—k” sn? a sin? —hrsnta i ein 900. 


Setzen wir nun 
Rene sin”p.dp bh 1 & 
1—k?sn2asin?p ° Krmra! 
so verwandelt sich die vorige Relation in 


1.3.5....(2r—1) 


Dir = hen 2.4.6....(2r) 


.(k sna)” .A”(®) 
und ihr gemäfs findet man 
9, = > —®, 


ne 
— P— ı(ksna)’.N(Ö); 


A 
2, — ine NE 
2. Io, = 7 —9—4kma. N (W)— 5 53 (kana)'.N:(®) 
— i 3 5 (ksnay.2:®), 
= aa ar 
| —  (ksna).n®) — 255 kma).n®) 


68 


538 Achtzehnter Abschnitt. 8.258. 


Mit Beziehung auf diese Werthe a wir die Reihe 
dn« 1.3 @, ‚135 ®, 
8. ORAL R N 274° nn +34 4’ snta +5, 4.6" sn° a 

1.33.2278, 
A" 2.4.6.8° sn®a + )) 
Rp, 
 sn2a’ snta’ sn°a 
Null nähern, sehr schnell convergirt, aber nicht weiter auf ähnliche Art 
wie vorhin umgeformt werden kanu, so lange der Parameter @ reell ist, 
weil die dabei sich ergebenden unendlichen Reihen divergiren und, wenn 
man sie summirt, imaginäre Summen gefunden werden. 


welche, da sich die Gröfsen ® 


etc. rasch der Grenze 


$. 258. 
Reihen für die Integrale C (u, a) und D(w, a). 
Aus der Reihe für S(w, a) läfst sich die Reihe für C(w, a) herleiten, 


dn« k?sn? 
da C(u, a) = k’snasnca.u— ©(u, a), oder auch, wegen rd ai 


tina’ dnda 5 
/? snasnca, h 
C(ua= | 
dna [k?sn? a N 1.3 kisnta,, 
el dn? «a Ptr malt dn? « rs M+ zz 4° or rn er eaegN ©) 


1.3.5 1 1.3.5 _k®sn® a 
+34. 4.6" sn°a\2.4.6 ° da?a I NO)+- .. j © (u, a) 


ist. Wird die vorhin gefundene Reihe für S(w, «) substituirt, so erhält man, 
wenn man zur ala kr 


Bu aber . 


Tine 
(ksna)? _, 
ne +®+2: Amar ‚N (9) 
is Ho +4 Km). RN 129), 


dn? «a 
2, = — 2 +P+4ksna).N(d) Po (ksna)‘.X(®) 
A (k sn a)$ ‚n (®) 


2.4.6 dn? a 


S 


S 


u. Ss, W. 
setzt, die rasch convergirende N 


3 dn«a 1:3 &D 1.3.5 D 

} $ D, 3 an 

Bu BR m(® ıt4; sn? «@ +37 2.4 " snta +3.46 ; nd 
+ mat) 


E23 
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in welcher die Coefficienten recurrirend berechnet werden nach den Formeln 


k? sn? 
Bd = dd —n, (P-4N®), 


ktsnta 
®, — DB, — dn? a 9-57 x), 
k® sn°a 1.3.5 
u D, a PB; — "dn?a a = Fu ZEN 2.4. 6 N(D), 
k®sn®a (1.3.5 1.3.5 
DB, _— PB, — "Ana 2, 2.4.6 (9) — 2, 2.4.68 N) 
\ U 8 W. 
. tnadna.OpV (i—k? sin?) 
Es ist das Integral D(u, a) = rare ? , also 
mufs nun jedes Glied der Reihe „(1—%?sin’®) = 1— 4%’ sind; 5 zi*sint® 
RB ur .% NED tnadna.dp 1% 
— ak sin pe er: 7° sind —.... mit Than a MN 
und integrirt werden, wodurch man die Reihe 
__..s5na/ w D, Nm ae od, 
ea Snon \daa' FE ae Fe 


rider dd, 1.3.9.2 Kam ) 
2.4.6.8 sn®a 2.4.6.8.10 'snita 


erhält, in welcher die Ftunctionen ®,,®,,®,,®, etc. dieselben sind, wie in $. 257: 
Setzi man in der Reihe (4.) ka statt-a, ku statt u und . statt des 
Moduls k, wodurch sich amu—=® in am (ku, =) =D‘ verwandelt, so 
verwandelt sich D(w, a) in C(w, a). 
Setzt man also wieder ana —=P, N 
sind’ = %k.sin® und 


9. / } : kena.sop , 
tang DV = ena.tang®’ = —, ena.cıcu = VAR sing)’ 
ferner 
4 
gg, = in — Pd, 
Re u — 4sn°a. (0), 
/ R 1.3 
= 9 N 2 a he 
‘ 
= Er — P’— 1s0°a.1(0)— 23 gan AND) sn’an’(P‘) 
U. S. w. 
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so ist, mit Beziehung auf diese Werihe: 


u ap! x D, 1 D, ic 1:3 dB, 

. KW) = knasnca(—}- (ksna)? 2.4’ (ksna): 2.4.6' (ksna)® 
ER NEN BEN 

2.4.6.8 (ksna) ». 4.6.8.10 '(ksna)ı® "7° 


S. 259. 
Reihen für das Integral S(w, a). 


Setzen wir in den Formeln $. 257. ai statt a, so erhalten wir 


zunächst 
tangp 
snc’ u 


1. tagv= 


wenn wieder ama—® gesetzt wird, und es ist jetzt also W>®. Die 
Gröfsen ®,, ®,, ®, etc. werden nun abwechselnd negativ und positiv. 
Setzen wir daher überhaupt (—1)’.®, statt ®,, so erhalten wir 


’ 


— dd, = vV.snca—D, 
+9, = v.nea—Pd+}. (9) 


ran a? 


19) 1.3 Lo; 
ia a 4 


2. 140,8 va 04. M 1:3, 2209) IERR 28 (9) 


tne?a 2.4" tneta 2.4.6" tnc/su 


At 1.3 A: (op) 1.3.5 48 (0 
— D, =ab.snca—d-+4. u _ 54: re a er 


\ us W 
und mit Beziehung auf diese Werthe verwandelt sich die Reihe (3.) in 
I | ER Be a 
3 SW) sn’a Ferrarı Gl Sry Rule GR 2.4.6 pe 
1:9,827:, 99 
+3468 4.6.8 ° te .) 

Es läfst sich diese Reihe noch auf eine zweckmäfsige Weise umformen. 
Seizt man die Werthe für ®,, ®,, &,, ®,, ...., so erhält ir den Coeffi- 


eienten ' % i m 
BREI 4 . ah 
A sn'’a 1— wnt2 2 tina en + Sa 


ee i«: 


cn.) 
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daher erhält die umgeformte Reihe die Form 
4. SWw)=—VLLPHIND) HIN, H+IN PH IND) +. 


Y 0 1l 2 
und für die darin enthaltenen Coöfficienten 4, 4, 4, .... haben wir nun die 
Ausdrücke 


o 
et 
sn’ «a 
1 1 h 1 
BR | a a Ar 
4 2° tnc’?a (sn’a—1). sn’ asnc’a 
2 1.3 1 1 1 
N a 2.4 tneta az (en a—1+}. tn‘? a/ " sn’asnca ’ 
9 3 1.3.5 1 ; “1 1.3701 1 
er 208 1... EN NE NER BEN, RRBREEEN 
2 2.4.6 ° ar (e 4 ser 2.4" tn‘ta/" sn/a snc’« 4 
4 1.3.5307 1 i 1 1 1.3 1 
f SE TI aa ann 
1.3.9.97 1 
Un 2.4.6° 7) "sn’a snca 
\ u. Ss. w. . 


Setzen wir daher wieder 4= 4+ d 2 4+ 4 +...., SO haben wir auch noch 
6. Kr a Fr 41.9d—(I— d)sin® eos®—3 (A 2-4 )in*poosP 


( 
u == 8 (4-4-4-3) sin’ ® cos® — a (44-442), sin’®e0sd—... 


S. 260. BR. 2 
Reihen für das Integral C(u, a). 
Setzen wir auch in den sich auf C(w, a) beziehenden Kormeln 
$. 258. jetzt a3 statt a, so erhalten wir wieder 
1. tangv= er, 
und setzen wir nun 
DB, = vY.snce’a—D.snc” a, 


D,= v.sncea— p +, Me XD), 


tnc’? « 


ER PEN Re On AINER er a N(D), 


ine?a 2.4'tnc?a' 
Rom en ln mat are 
PB, — y.snea—d-+L4. dr >. in 
4 2 
ee ang) 
u. SW. 


542 Achtzehnter Ab schnädt $. 260, 


so haben wir die Reihe 


3.7 Ola) = 
1 Ra en, 13.07, 
A u an a "24 mau 2.4.6 Perg +526.8 4.6.8’ tn®a +). 


Werden für ®,, &, 2, .... die Ausdrücke selbst substituirt, so erhält man _ 
4. Cuva)= 
0 1 2 3 4 5 
VHLO+INUKD HINEIN OHINOLHINO) +... 
und für die Coefficienten in dieser Reihe die Ausdrücke 


1 


0 
4= — (sna — nc?a re 
( ; ) sn’asnc'a? 


h. | Pe 1 
ER Bi ZU TR ER 
d Ba; are an Uber tn’?a /"sn’asne’a’ 
2, ee ( 1 A 1.3 enc’?a 1 
PR, I a ze)" weh 
Y .3.5 1 R 1 1 1.3 1 
5. = 4220: ia (en Ara a ae nen 
” Ken 3.5 enc’?«a in). 1 
. 2.4.6 tn°a/"sn’asnc’a ’ 
ar rg (s i BER ER 
Kr FR Tr a Tree Fre 
2 RA 1 120.7 a) 1 
2.4.6°'tnsa 2.4.6.8° tn®a/"snasıca 
u SS W 


Durch eine neve Umordnung der Reihe (4.) verwandelt sich dieselbe in 
f 6. C(u, a) = 
V+4.9—(4-4)sind cos® —3(4-4-4).sin?® cos® 
0 
_— ze (4-44) ‚sin’Dcos® 
He 
nr 24.6 (d- Ai 29, AR) AR 7 an sin’ Dc0os® — ...;, 
0 1 \ 

wenn wieder 1=41+4+ DE | + etc. genommen wird. * 


Wir erhalten eine noch etwas gleichmäfsiger fortschreitende Reihe 
für C’(u, a), wenn wir in den Formeln (5. 6. und 7. 8.258.) ebenfalls ai 
statt a setzen. Berechnen wir nun aus amz — ® 


j ’ iR sin ‚. 7 ar tang g’ Es k sin p 
7 sin ® in®, tangı je en’aY (1—k? sin? @) 


und noch die Gröfsen 


Y 
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(— PD, = v.cna—d‘, 
+®P, = Y’.en’a—P'+41n”a.N(D), 


— Bd, = v.cn’a— P'+ 4tn?a.1 (0) — en tin*a.a(®), 
+B, = v/.mn’a—P'+ Htn?a.X 9) — = ZT ina.2(®) 
8. +; 1; ne tna.n?(0N), 
—d, = v'.cn’a—Pd’+4tn?a.N (0) — 3. 2 tina. (0) 
ae tn®a. Je - 2 2 tn"a. NO) 
\ u.8 WW, 


so erhalten wir, mit Beziehung auf diese Werthe, zunächst die Reihe 


enc’a 1 
9. Cua)= ar (wi. en’a— +.tne”a.Dd, — 57 tnc"a.®, 


1.3 1.3.5 j 
ed inc” a. DB, — WEITE — 7 itn0° a, Dt...) 
Werden die Ausdrücke (8.) selbst substituirt, so en %’ den Coefficienten 
ene’a.(1+Ftne?a— 1, inc?a-+ a tnc a — = Tan I tneta+—...)=1, 
und die Reihe für C(w, a) erhält überhaupt die Form 
0 1 2 | 4 

10. Cu, a) = W—41.0—1.10) —A1N, O0) —41.N (0) — 1. N(O)— 
Für die Coefficienten in dieser Reihe finden sich folgende Werthe: 


2 kön Fe 1). enc/& 
TE cnc/a cn’a ’ 


ı 1 
— — 1tn?a(— - —1— Line” 
4=—L1itn”a (a; —1— inc a). 


er 


1 Autad .3 14 1 1 02 1% le 
d —E0: {n a(—,—1—4 {ne ar z tue 2 rag, 
1.0 


11. 3 ; 5 E 7 enc’ a 
‚Der ® 46 

in tn‘ "a me ein Hua, z (ne 24.6 0 a). en/a ’ 

3 1.3.5.7 1.3 6 

d=+zgg;tnta nn zine”a+;z 5 ine“ a— age 
1. 3.5 8 enc’ a 
am 2.4.6 g ine a). en’a 
u 8 W. 


Auch hat man noch 


BL. Be = W-—-41. 0’ +(4- &4) sin’ cos D'-2.(4-4--4)sin’®' cosd’ 


0 1 2 3 E 
+2 3, 5 a 4) sin’®’cosd’ + 2m = 9 (4-4-4-4—4).sin’O'cos + 


“ 
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? 0 1 > 3 
wenn zur Abkürzung 1= 4+4+4+41-+.... gesetzt wird. Indessen 
convergiren die Reihen (9. 10. 11.) nicht so rasch als die Reihen (3. 4. 6.). 


S. 261. 
Reihe für das Integral D(u, a). 


Da D(u, ai) =:i.D(u, a) ist, so erhält man, wenn man in der Reihe 
(4. 8.258.) a: statt a setzt, und aus ma =, 


tane 
1. and = 
und ferner 
—P, Fe v.snc’a—d, 
A! () 
d, = Y.snca—d+}. u 
My) 1.3 A2(p) 
—d, = Y.snea—Dd+H+. rue 2,4° en 
Ay) 1.3 42(p) | 1.3.5 4° (p) 
2. — a— ı id Gr a er 
od, v.sncia O-++. tnc?a 2.4° tnctia 2 2.4.6 tnc’’a ’ 
| (9) _1.3 A(p) 5 1.3.5 A°(p) 
—d, en L.snea—Pd-+L4. tne’? u EN tnc/!a 1546 4.6° rn 
a 1.3.5.7 A (op) 
2.4.6.8° tnc®a 
u. Ss. w. 
berechnet, die Reihe 
1 _. sn’a 1 d, 1 dB, 4.3 Rs, 
3 Dwa= ra lv.sue re FYERRELOT Ka” 946 na 


RN B, ) 
2.426.838), mt’ 


Werden für die Coefficienten ihre Ausdrücke selbst substituirt‘, so entsteht 
eine Reihe, in welcher der Coefficient von Y 


1 43 1 1.3.5 1 
An “144 2° or Maya aaT I er +34% 24.6 in°a 2.4.6.8° wat) 
ist und welche also die Forn 
4, D(u, a) — 
0 1 2 3 4 5 
v— 10 — 4.NDd) — 4.10) — 4.1 (PD) — AM D— LK 


hat. Die Ausdrücke der Coefficienten in dieser Reihe sind 


w 


ie? 
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0 1 sn’a ; 2 
E +) 
a 1 1 1 sn’a 
a Mr Weka a 
A 2% tnc/2a \sn’a 1 3. tn‘2a/ " snc/a’ 
2 1.3 1 1 h 1 1 1 sn’a 
IE 2.4 tncta\sna Een rg ei tn/®a/ " snc’a? 
3 1.3 ie s 1 
5. INT LE ei +54: tn’®a 


1.3 1 sn’ 4 
24.6 ea)" snca’ 
1.3.5.7 Art ER ET. 
*" tnc’8a \sn’a tn’? a 2.4 tn/!« 
1.3 1 12389 1 sn’a 
BRETTTE neat 24685: tn’®a/ " snc’a 


Ns 
| 
=. 

[s} 

HR 

nz 

& 


u.8. W. 
Durch eine neue Umordnung verwägpell sich die Reihe n 
6. Di, nn Yz 4.0 + (4— 4)sin® PO 2 (dd— A)sin® cos® 
+ 2 (4-44) sind cos® + de AD ei sin’ ®cosd +... 
wenn wieder 4 die mehrfach erwähnte Bedeutung hat. 
S. 262. 
Reihen für das Integral /S$ (u, a). 


Setzt man nun auch in den Formeln $. 254. az statt @, beachtend 
dafs 'S(u,at) = :.'S(u,a) sei, so erhält man, wenu man, zugleich Li 
statt W setzt, 
1. taugb = k'su’a.tangd. 
Berechnet man ferner aus amu =D die Gröfsen 


[9 = ara —Pp, 
Mr Vera ana 9 — zdn®a.n‘(Q), 
"m aa Print, NO—53 dn“*a. 
D, az —0—} dn?a.XO)— 5; 5% z An“. (9) — nr dn‘a.n(O) 
u. Ss. W., 


so hat man die Reihe 


69 
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3. 'S(ua) = k"”sn’asncia. er A Ldnc”a.2,+ 57 dnc* a. DB, 


ie 
2.4.6.8 
1.3.5 
2.4.6 


ist, so läfst sich die vorige Reihe ai also darstellen: 


uk re s .dnc”a, D,+ dnc”a. an) 


5 R 6 
Beachtet man nun, dafs 14 3 duc?a+ 5: > dne’*a +: 


; dnc” a +3. = 


k’snc’/a n 4 
4. 'S(u,a)= v—1.9— 2.10) — 4.10) 4.8 O) 2.) — 
und für die Coefficienten in dieser neuen Reihe hat man die Ausdrücke; 


0 
A= k'su’a, 


N rate a) sn’asnc/a, 
= . ° du “q an —1— 4 inc” a).k"en‘a snc’a, 
N 2 ale wir —1—1dıc”a — ei dnc” a).k” sn’a sıc/ a, 
halle m = dat al, . —1—+duc?a— 5°3 due” 
_ = dnc” a). kÜsn‘ a suc’a 
u. Ss Ww. | 


Durch eine neue Umordnung verwandelt sich die Reihe (4.) in 
(1) ı 
6. Swa)= %—4.0-+ (a sind cos® +2(4—4— 4) sin®® cos® 
+ = (da 1) sin’ Dcos® + > MM 124 si’ ® cos® 
Nah 4 .... 
$. 2698. 
Reihen für das Integral ‘C(w, a). 
Setzen wir in den Formeln $. 255. ai statt « und %i statt %, so 
erhalten wir die sich auf den Ausdruck von ‘C(u, a) beziehenden Beihen. 
Berechnen wir aus D = amu zunächst 


1. tangv = k'su’a.tangd, 
und dann weiter ® 


en? 
D, — Y we —ı 12 ® 1 
5 Fra ® dn”a.N!(D), ' 
"9 = mad rdna. ee 
{ PER: 
pP, ar Bas —d—ı dn’? a.N (D) zn «A? (D) 2.4.6 ‚dn©a.a (9) 
"8 W., 


4 
F 


er % 
. 


1 ARE 
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so haben wir sofort die Reihe 
3. CO au,a) = k'snc’a.b + k”sn’a sne’a(4dnc?a.®,+ se duc*a.®, 


Base I AR 
45,5 due a.D; + 54.6,g dnc a.D,+....). 


Die nächste URNEDE der Glieder Ai die Reihe 
4. Cu) = w—1.0—4. NO) — 4.14. O4. an“ 


und die Coefficienten in ihr sind - 
0 
„ae EN RR / 
Fl ee 1).k sn’asnc’a, 
. 1 4d 12 12 RT, 
== Be N, ı 
d n?a. “Chngs 7 —1— 3dne a).k sn’a snc’a, 
2 1. 34 . 
s, „= 34 7 d an en > Re: Di snc’ a, 
3 1.3.5 
A= 6g SEA 12 am ‘4 
5% 2 dn ee —1—1dnc”a 7 dne u 
ku 1 L sn’ a snc’a, 
\ U. Ss. W. 


und eine weitere Umordnung giebt 
6. 2 BL = Vv—1. O-+(4— 2)sin® c0os® + 24 4— 1)sin’® cos® 
+ 35 4=4-4- I)sin: ® cosp + 2:2 (4_4--4-4-8)sin’Pcosd +... 


S. 264. 
Reihen für das Integral ’D (u, a). 
Um die Reihen für das Integral ‘D(w, u) zu erhalten, hat man in 
den Formeln $. 256. a? statt a und :bz statt W zu setzen. Man berechne 


also aus ® = amu 
41. tangy = ksn/a.tangP; 


ferner wie in $. 262., die Gröfsen 
= A, 


k'sn’a 
RR ZZ —D— ıdn”a.1!(®), 
* 10 = 7% —9—40n2a.1 0) 13 Anta.r2), 
®, rz ir - ra. IA 9-35 > dn“a. NM D—-525 > dn“a. N’(®) 
\ u. 8. W:, 


cI* 


4 2 ; 
u 
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so ist 


va) FREE sn'a (ı 12 4 14 4.0 16 
3. Du) on” iz (#dne a. Pi tz * ‚dne a.D BIER 7. dne a.®, 
1.3.5.7 


1. 3. d ıS 110 
+. et Anc”a.B+...). 


Diese Reihe en sich in w 
1 Dia) = WHA.PHENOHANDHENOLHIEN Oh 


und.die Ausdrücke der Coefficienten sind 


(0) 


A = (1—k'snc’a).- , 
1 
A = 4dn”all—} ARE a). = eh | 
2 1.3 sn’a 
nm a 12 rar 14 4 __ Je ‘ 
5, 34 = 5‘ ei +dac”a- ie a— k'snc a). 
2 1.3. 2 1.3 
ze 1 IE 1 2 oc [73 4 li 
4=7: n°a(1— 4dnc”?«a ne a— 55, ; Anc” a 
— k'snc‘ a). ale 
snc’@ 
\ u. 85 w. 


Die weitere Umordnung giebt 
0 0 1 
6. ss a) = HE ®—(4-14) KEN ne er ER SE TONDENRE 
a As 3) sin’ Dcosp — 24:9 ee ES Iysin?’®00s—. 


Anmerkung. Alle vorhin ri Reihen, mit Ausnahme der 
Reihen (9. 10. 12. $. 260.) convergiren desto rascher, je kleiner der Modul 
k ist; indessen convergiren sie doch für jeden zwischen den Grenzen O 
und 1 enthaltenen Modul %, für jeden Parameter « und für jede Amplitude 
D = amu. 

Da nach $. 133. | ‚ N 

— $(u,a)+'D(u,a) = Ulu, a+'C(u, a) = Di + a) 
snia r je 
snc’a sncu 
ist, so lassen sich die Integrale erster Olasse auf die dritter, und .umge- 
kehrt diese auf jene zurückführen; was nach den Formeln $. 120. auch 
noch leichter von Staiten geht. Se ns 
S$. 265. Re. ar 
Andere Reihen für die Integrale S(w, a), C(u,a), ZUR, a). 

Setzen wir in den F'ormeln $. 262. K’—.a statt a, K—u statt u 

und 37—W statt ıb, so erhalten wir 


En arc tang ( 


% 
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— 

und berechnen wir noch 
/ 0 
u — k'snc’a, 


12 A 
4.dnc a —1).h sn’a snc’a, 


ash 123 y: 
= 57 due a 


sn’«a 
143 2 1. 1.3.9 6 LTR VaB 12 1.3 [Z) „2 
4,57 5 Auc ar; 1—4dn a— 54 dn a). k?sn’asnc'a, 


1—1dn” a) .k” sn’a snc’a 


4 3.9.7 ö 1 1.2 x nz 
A=> 2.46. ER. G al, 1— 34 05 jdn a 
x 
5.7 dn®a). k" su’a sne’a 


Ü. Ss. W., 
so haben wir zunächst 


'S(K—u, K'—.a) 
6) 1 2 3 
— 17 —V — 41.amcu— 2. (ame u) — 41.1 (ame u) — 4. (ameu)—... 
und also für v=0. 
0 4 2 3 
SKK—-a)=47—144 47 — 147 — 1A. = 47 — AAr. 
Da nun aber nach $. 120. Sk 7 — )—S(K—u, WE nie C (u, a) ist, 
so ist. 
Cuva=Yy— BR 4 (37 —X' (ame W)—IQr—X: (amc“)) 
— Aa — N (amca)).... oder 
Cud)=Yy—4.4tr 1.4.ameu+4.1 (ame u) + 1.1: (ameu) 


+ 1.1 (amew) + 4. (ame) .. h 
und es können diese Reihen auf die bekannte Weise noch umgeordnet 
werden. Die zweite Reihe convergirt im allgemeinen rascher als die erste. 
Seizt man nun 47 —amcu=®, so haben wir 

I47— aucu =d, 

47 —N(amcu) = D+cos®sin®, 

Ir —N(amcu) = P-+cos®sind®-+3cos®®sind, 

Ar—N(ameu) = P+cos® sin ® +3c0s’® sind + 3:5 cos®’®sin®, 


37 —N(amcu) = DP+cos® sin®+3.c08°® sind + 5°; cos’® sin® 


+ a, cos’O® sin®, 


w 
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Die Werthe dieser auf einander folgenden Ausdrücke nähern sich der 
Grenze 47; die Coöfficienten A'(amcu), A’(amc«), A’(amew) etc, hinge- 
gen nähern sich der Grenze Null, und zwar desto rascher, je grölser «, 
d. h. je kleiner amc% ist. 

Berechnen wir aber, mad wir in den F'ormeln :$. 263. K’—a statt 
a und K’—u statt u setzen, nach einander die Gröfsen 


0 1 
= (aa 1). k”sn’asnc'a, 

1 

— +dnc?a(_.— — +dn?a).k” sn’a snc'a, 

aan: 14 1. dn” 1.3. 14 k"sn’ / 
A, RR — 5. z Ancl a Ba: 0° 4 — 57 An a).kÜsnasıc a, 

I : > dnc®a( —1— }dn?a— 5 dn“ a 

apart. Kan 2.4 
1:35 
m5TEG dn“ a). k” sn’asnc'a 
U. S. wo. 

so ist 


C(K—u,K-a= Mala. ameu—4. X’ (ame WAR (amen) in. 
und 


CK, K—-a= yr44r dA U de .„=47—-44r 
Da ferner ’O(K, K—a)—'C(K—u, K—a) = D(u,a) ist, so haben wir, 
mit Beziehung auf die Ausdrücke (4.), die Reihe 
( 
{D (Wa)a—=V— 4. (4r— ameuv) Rue: (47—N'(amca)) ER .4a—N (ameu)) 
87 (Brei (emo in: ».s.0der..- 
DuJ)=')—4 Ir+4. amcut4. 7 (amoszE 1. N (amew) 


\ Ed, Aitenoopeig. 
Eine Reihe für S(w, «) giebt die Formel 


«U 
‘D (u, K'—a)— S(K-u, u) n/asnc’a Kae: 0), 
welche sich, da ‘D(w K—a)— 'C(uK—a = a2 u ist, umformen 
läfst in bi 
‘ Ss 
Cd Bm) S(K a) er u BR 
Hieraus folgt S(K, a—S (u, a) = ae. K—W)—UK—u,K—a); es 
ist aber “N — (k" sn’asuc/ a). hanorz ,„ also 
Me 
= 
te 
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sn’a amc«' A! (amcu) 
sne’ (K um (a Brent dne”a.; altern a 
+3 54 ° dnc* a. se dn*a. a r ) k” sn’a sn‘ a. 
Setzt man daher v 
Az u sc’ a, 
Fe 4.duc” a („ nr}: “) .k”sun’asnc’a, 
6. 4 = = dnc” al = 1—4+ Un? a — 59 ee). k”sn‘a suc'a, 
i= et due‘ al rd .dna 
En een e ä .k”sn’asnc’a, 
\ a, 


so hat man zunächst die Reihe 
S(K, AREA a) j 
= EBEN li, 2 amcu + 4. N (amou) +4. NM (ameu)-+ ... 
Setzt man hierin v= 0, so hat man 
S(k,a) = Muh?" TANBIRS.. SPAREN = —17-+4.47 
und wird hiervon die vorige Reihe subtrahirt, so hat man endlich 
S(u,a) = + Ar ame +4 Ben nuie u)-HAll I7— N (ame ı)) 


i u +IGr—Rameu) + ddr #— N: (amcu)) +... oder 
S(u, a a ame u — 2. Namen) — 4. N (amcu) —... 


R ae ‚N (ame 8)—... 


$. 266. 
Andere Reihen für die Integrale ’S(w, a), (u, a), ’D(u, a). 
Seizt man in den Formeln $. 260. K—a statt a, K— u statt u und 
37 —v stalt v, so verwandelt sich die Gleichung {angy = nn in 
1. tangv = A'sn’a.inu. 


Berechnet man aufserdem die Gröfsen 


ZN 


552 Achtzehnter Abschnitt. $. 266. 


1 
sn’a snc/’a ? 


1. en’? a 1 
1 ER Tr I RE a u Ei 
ey tn‘? «a (snc a—1T73 tnc'? -): sn’ a snc’ a’ 
1.3 1 : Bee 1.3 cen’?:a 1 
RE % tn/t a (sue’ “—1 Tan u en)" sn’a snc/a ’ 
N 5 Sb RR | 
= tr Ti a FA 


1.3.5 cn’?a 1 
An 2.4.6° Re)* sn’a snc’ a 


R- 
| 


—= — (sne’a—cen”a). 


is 


Ss 
Un 
| 


Ser 


\ u. 
so ist, $. 260 gemäls, 
CK—uK-—ıa = 17V +4I.amceu + IA (ameu) + 4X: (amew) +.. 

und ! 

CK, K_a) = 47 +4.4# 4447 + 440 +... = Ir +44 
Da ferner ‘S(u, a) = C(K, K—a)— C(K—u, K—.a) ist, so haben wir 
die Reihe 

'S(u,a) = y+ 4.4 —ameu) + Id — N (ame u)) 
9, +4 r—N (ame u) + Ar —R (amcw)) +... oder 


y, 
® 


Wis 


0 1 2 
'S(ua) = v+ 447 — J.amceu — 4. (amcu) —4.N (anıcu) 
3 
— 4. (ameU) —.... 
Setzen wir auch in den Formeln $.261. K’—u statt a, K—u statt u und 


I7—\ statt %, so ist wieder tangıy = k’'su’a.tnu. Berechnen wir fer- 
ner nach einander die Gröfsen 


SE Par 1) suc/ a 37 
bie soca "wa? 
ey: 1 1 Blu a}: du 
2°" (n‘?a' \snec’a 2" tnc’? en’a 
2 1.3 1 1 1 snc‘ 
d nn Ve ge Ne Zee ll ee 
4 +54 aan er inc’? a r34 "tne’t sn’a 
3 Ä 
ee ne 
"2.4.6 ° in’sa\snc’a 2" tne/?a 2.4 tnc/*a 
1.32 He 1 snc’ a 
2.4.6 tnc®a/" su’a 
\ N Fu re 


so haben wir zunächst 
D(K—u, K'—a) = 4r —Y — I.ameu—4. N (ameu)—4. N (ameu) —..- 


A 


zu 


a 
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und also ’ 
0 2 
D(K, K'’— a) u 47 — 4147 — IAr— 14T — =; 437 — 14T. 
Da ferner ’C(w, a)= D(K, K—a)— D(K—u, K'—.au) ist, so haben wir 


Cu)=y— dar— ame u) — 4 (47—N! (ame u)) — 4 (47—N” (ameu)) 


Ö RE IGr—N ame) —.... oder 
Cu, aa=Yv— J4r+4.amcu+ 41. (amcu) +4.X (ameu) 
+ 1.2 (ameu) +... 
Nach 8.120. ist ’D(R,a)—D(u,aa= =“ a -— S(K—u, K'—a); ferner ist 


ae ameu + (— 2 ara) (— 3 or zz) N’ (ame) 
+65 4° oz) 64 e* fe 3, N (anıc u) 


1.3.5 1:.3,5° 3 
en tn‘® - 2.46 en)" ( (ameu) +. 
setzt man nun auch in der Reihe (4. $. 259.) K’—a statt a, K—u statt u 
und 47—\ statt ‘), so erhält man, wenn man 


0 
= Pre aramete 
4 = +35 in2a ar (suc‘ a—1+4. Prag ak a. 
6 BE _,. nn ee (snc‘ a—1-+4. a a) 
Be le ee Kr re 
* + SE mr) Wed 
usw. 


setzt, zunächst die Reihe. 
’D(K, a)— 'D (u, a) = mer +1. amc u RN A'(amcu) ie: NM(amca) +... 


also 'D(K,a= ir+ 4147 t44r + Ye S —: RE 
Wird hiervon die vorige Reihe subtrahirt, so erhält man endlich 


Du=vY+ 10#— amca) + 4 (47 — X (amcw)) + 4 (47 — N (amcu)) 
ae En Iar—r aantend +Jlr e= u Ser + ...., oder 
Duo) = Y+ 4.37 —4.amceu— 4.N' (ame u) — I.N”(amc u) 
BEA (ameu) — .... 
70 
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Die Reihen im $. 265., so wie auch die so eben entwickelten Reihen, können 
leicht umgeordnet werden. Setzt man ® =47—amcu, so hat man z. B. 


'D(u,a) = v+ 1.0 +U—4).cos® sin® +2(4—4—4).cos’® sin® 
+ == (=4- 4—4)cos’® sind +... 


und in dieser Reihe ist tang' = sn’a.tang®, da tang® — . = k'tnw ist. 


Anmerkun g. Setzt man in den vorstehenden Reihen 4’ statt a, 


k'u statt u, und = statt des Moduls %, also a statt des Moduls %‘, und 
beachtet, dafs 

's (ku, k'a, a) —.'S(u,4), 

Cru, ka, u) —= 'D(u,a), 

'D (ru, k'a, “4 = ’C(y, a) 

S(ku, k'a, 4 — — C(K, a +C(K— u, u), 

Ss (ku, ka, e) = —S(K,a+ S(K—u, a), 

D(vuka %) = +D(K,a—D(K—u, a) 


ist, so erhält man noch eben so viele neue Reihen, welche ebenfalls desto 
rascher convergiren, je kleiner der Modul % ist. Es schreiten diese Bei- 
hen nach Functionen der Amplituden 47 —amev und 47 —amu fort, da 
sich jetzt ama in 47 —amcu und amceu in 47r—amu verwandelt. Setzt 
man endlich «2 statt « und wi statt #, indem man zugleich den Modul mit 
dem conjugirten vertauscht, so erhält man Reihen, in welchen die Coeffi- 
cienten desto rascher convergiren, je gröfser der Modul % ist. Die voll- 
ständige Aufführung aller dieser Reihen hat keine Schwierigkeit, und aus 
diesem Grunde verzichten wir hier darauf. Wenn die zuletzt erwähnten 
Reihen eine leichte. Anwendbarkeit haben sollen, so mufs die Tabelle der 
Werthe der Functionen A!(®), N°(®), AD), AP), .... auch auf imagi- 
näre Werthe von ® ausgedehnt werden. Setzen wir aber allgemein 


X’(D:) = NEO), 


so haben wir die Werthe 
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1°(®) Eur D, 
(0, = Sind Cosd— PO, 


120), = 26m P Csd— Sud Cosp+p, 
NO, = 35 Ein’® &osd— 3 Sin’ ® &osP+ Sind &osP— 0, 
9) = 334 Sin’ P &osP — 3:3 Sin’P EosP +3 Sin’P Cos® 
— Eind ss ®+P 
u Ss. W. 
oder auch 


vo 2460.20 foo.Cin” P. 


1.3.5....(2r—1) U 


$. 267. 
Reihen für die Integrale fe Oamw und /uwdamcı. 
0 


0 


Setzen wir zur Abkürzung 
L 


am, 
ad = 1%; 


12, , 12.32 
IHaktaah 


2 


ad == 

a 1? 12.3? 12.32.52? 

eeltahtgphtnner 

4 x 12,282 13233 12.32.52 12.32.5°.72 

A rtateettenen® 
u. S. We, ä 


6 1 IK Ag & REES 
so ist = oder a: die Grenze der Gröfsen @, a4, 4, 4, .... und nach 


8. 107. ist 
1 1 aff AND 
1 —ama—(, —1)snu enu— (> —a)su ucnu 
DACDauav. 2.4.61 08, 
Wird diese Reihe mit damw multiplieirt und integrirt, so erhält man 


1. fe damu 


o 
u N a N 
= 7, (amu) 5, —1)m 3 7; —a)sn U — 635 ——a)sn u 
- 1.2.26 /81 906% #1 2.2.6.84 / 10.28, 0 
5.3) 4703579, a)sn U— ı.. 
70* 
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Setzt man in dieser Reihe K—v statt u, so erhält man 


> Ju damcu 
0 


Eu 1 hl STREIT VRR: Sa 
= K.amceu — z, (amcu) +5 (,—1)sne Re u 


1 2.4 s 

6'535 ——a)sne' u+2. E: 3 C—a)meut.... 
Vertauscht man in der Reihe für # die conjugirten Modul, indem man zu- 
gleich w: statt u setzt, so erhält man 


I | 1 ne tn? u „Jh tn? u 
AM — — Lama (— —1 —— 3G- rs 
7' n cn ar 3 cnu enu 


2.4.6 . tn? u 
+3; 5. EI ou 
4 


1 2 3 
und in dieser Reihe haben a‘, a‘, a‘, «, .... dieselbe Bedeutung, wie 
1 2 3 4 
4, d, A, @, ....; nur dafs jene Gröfsen ebenso nr Mr Modul %‘ ab- 


A . [) eo 1 
hängen, wie diese von dem Modul %; auch ist N — 24 und zugleich die 
RS Se Mr ; 
Grenze, welcher sich die Gröfsen a‘, a‘, a‘, a‘, .... immer mehr nähern. 


Soll auch diese Reihe mit dam multiplicirt und integrirt werden, so 
haben wir zunächst das Integral 


U = ft amu.dama 


0 
in Betracht zu ziehen. Bekanntlich ist 


De Ein® &osO— 3 Sin’ P CosP + 55 Sin’ OD Kos dp — SP Cd..., 
also 
= tangp 2 tang®p , 2.4 tang°p 2.4.6 tang” 2 
—csp 3° cosp 13.5° cosp 3.5.7° c0sp EZ 
oder auch 
M tina ı 2 tntu , 2.4 tniu 2.4.6 tn’u 
samu = ——— 


-onu 3’enu TER 
Diese Gleichung mufs mit dam =dn u.d & multiplicirt und dann integrirt wer- 
mr. Öt, und tna = Sin(%ama), also haben wir 


den. Esist aber d% anu = 
U = [Ein amu.ötamu — z/ Ein’! amu.ög amu 
+35 / Ci’ Lama. dam — +... 


Setzt man nun der Kürze wegen 


2 
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0 
DD = 1 — 
enu 3 
1 1 tn? 
di a HOT NR i 
2” enu cnu 
o— 3 tu 1 mu, 1 
7 24° oau 2’ cnu en u 3 


> 1.3.5 tn®« 1.3 tntu 1 tn2u 1 

ran 2.4° Ban 19 en“ Ta 

2:3.9.7 in! u 1.3.5 tn®« , 1.3 tn® u E „int u 

2.4.6.8’cnu 2.4.6’ cnu na a 4’ ou 2’euw taz! 
u. Ss w., 

1.3.5....(2n—1) tn’”u 

2.4.6....(2n) "enu 


Sin Kamu.dR amu = u dam 


n n—L 
so dafs überhaupt ® = — PD ist, so haben wir 


| 


3 * i 
S Sin tamu.ögamu _ fu amu = 29, 
ä au 3 
5 g4 
S Sin’Lamu.dt amu fe “damu — 23m 
x A au 3.5 
7 3 
JSin Lamu.dg am N 2.2.65 
d enu I 
us. w 


Werden diese einfachen F'ormeln benutzt, so haben wir zunächst 


92.42 2 92.42.62 >  22.42,02.82 
3. Uedem dt 


Wird nun die Reihe für mit. Iamu multiplicirt und dann integrirt, so er- 
halten wir 


4. Jusamu — uud +: (Duorp> „D) A“ 


12,32,52 1 9242 
rare 42. (U —d+ zer 52 &)R“ 


17.32.52.73 hu2342 5 ,.22.42.6° 8 
Hama (9450 ei 935 52,73 D)R*.... 
und es kann diese Reihe auch wie folgt dargestellt werden: 
ui 1 1 22,4% 1 2 2 
5. Js anu =... u—(4—1).4 +2 eis lt),ö 


2?.42.6? (1 3 22.42.6282 (1 &,\ 4 
+ le) Pre 
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S. 268. 


Die Function U kann auf mehre andere Arten entwickelt werden. 
Da nämlich Camu = snu +4n’u + 4m’ u--4sn’u4+.... ist, so haben wir 


1 
U=1—onu+z. li — enu— zn ?u cnu) 


12,4 1 1.3 
+53 = (1—enu— zen? uanuU— zn 'uenu) 
i 2. ar 1 1.3 BR 6 
+- 7'357 1— enu— —sn’ ucnu— 5450 ucnu— 5,80 wen) 


nn ä [) 0} . [7 ) 0} f} . L) . [} [} OD U] . 0} ® 
Wird amu = 47 gesetzt, so hat man 


2 2.41 en 2.4.6.8 1 
V-ltrsstasshssr7T taste 


Multiplicirt man die Reihe 
Lama = (sin ama —4sin 3 ama + 4sin 5 ana — 4sin7 amu + —....) 
mit damz, und integrirt, so erhält man 


U= 2[1—cos amu — = (1—cos3amu) + = (d—cos5 am«) 
x 
— (10087 am%) +... 


und hieraus folgt für ama = 47 der Werth 
1 1 1 1 
U == 21-5 haar 9207 +...) 
Dieselbe Reihe wurde in $. 220. gefunden, und ihr Werth ist 
u = 1,83193 11883 54438. 


Nachdem dieser Werth bekannt geworden ist, kann die Reihe für U auch 
also dargestellt Were 


. U=ul—eonu)—z 1 (u—1) sn? uonu— 5 lu1— 4. z) su‘ ucau 

a N 24) 
2.7.6 33775 °3,9) nu onu 

el Me en) : 
DUB METER BUT De BETT WIEDE 
ARE, ABl. DR) E52. 
2.4.6.8.10% BB 10a 7778057 

| ar >) sn" enu—.... 


Hiernach kann der Werth des Integrals U= =i amu.dama oder Ü= = to. 10) 


am bequemsten berechnet werden, da diese Reihe am raschesten convergirt. 
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Die zweite Reihe wi also PTRaEON ad 
> a 1 #—2cos®+z 6083P—-; +0085P +; = 60870 — 00890 + —... 
wenn der Kürze wegen amu =D gesetzt wird. 

Da 


DO = log, Fn239 — %(lang}O+4 tang’ 20 + 1tang’4D + 4tang’4P +...) 


ist, so lälst sich das Integral U noch auf eine andere Art entwickeln. Es ist 


Stang’t'4P. od = lang”} — /tang"}9.20, 
und da ‚ + 


Stang 49.29 = De, ist, SO ist 
z 
[tang’4 9.09 = ge Fereepr 
I 
Sang'49.89 = ytang'ı 0 — tan’ 3 P + log au? 


Jans’ 49.90 >; Hang} P— Hang’; P+tang’3O—Iog 0047 
u. 8 w. 
Wir haben also, da Beer er =1-+tang’4® ist, die Reihe 
3. U = 2[log(1--tang’4Pd) + 4ltang’4P —log(1-+-tang?}9)) 
+ 4(dtang‘ 10 —tang’IP + log(1-+ lang’ 49) 
+4(4tang’ 19 — 4tang’1D + tang’ 40 — log(1-+-tang’}D)) 
+} Hang’ 40 — Hang‘ +4tang IP —tang IP 


+log(1+tang’3D)) +. ...]. 
Durch Umordnung erhält man eine neue Reihe, in welcher der Coöfficient 
von log(1+tang’49), 21 —4+4+—4+4..)= 247 =47 ist: daher 


haben wir f 
4. U=h. Heu tne 40) + @—Im)tang 49 — 42 —3—Im)tang'} 
+4@—3+3—4m)tang 49 —4(2—34+4— 3 — 4m)tang’4P 
AO Et Hang... | 
Anmerkung. Die vorstehende Reihe hat den Vortheil, dals sie 
immer sehr rasch convergirt, es mag ® reell oder imaginär sein. Setzen 


wir U p1p- od=f(d), so it, (iQ. od = —-f(Di), daher haben wir 
für das A in $. 220. habahdalia Thlerral die Reihe 
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[10.30 = #.log&os4P +(2 — Ir) Tang?4® +12 — 3 — Ir) Tang' 4 
s +3(2—3+3— 47)Tang' RN" STREBEN 37) Zang’3® 
+4@—3 +33 +3 4m) Tang 404... 
Die bekannte Reihe er, 
Stelle die Reihen 
S0..90=-5+5+5.% +61. GES en ar 
+ 2702765. n Se 


giebt auf der 


DENE Pa Pan p" 
Sı2.39 = 545.5 —61. Glare 7, — 50541. de 

. + 2702765. Ei — 199360981. Tr BEINE... 
welche, wenn ® beträchtlich <1 ist, rasch genug convergiren. 


Aus der bekannten Reihe 


(2) = log Er —log3 Ft + log 5° — log Zr 1979" 
erhält man, wenn man = - setzt, und beachtet, dafs =) Dead, 


an — log (1— ) ist, zunächst 


J?9.30 = 
PlogiT? — Blog Sr? +Olog5t® pn a 
— 4rlog(l—r) +3 rlog(1—% —rlog(1—? er 


und dieser Ausdruck ist einfacher j 
29.39 —= 0.20 —}7 [108 1— 2) — 310g (1-5) + 5log (1-5) 
— 710g (1) + 910g (1%; te] 
S19.20 = 9.10 +47 los (14) —3log (1+5)+5log(1+2% 
— 710g (1+5)+9log (1-+ + |. 
Aus der Reihe (5. $. 267.) erhält man eine Reihe für das Integral Jus amcu, 


wenn man K—u statt u setzt. Noch andere Reihen erhält man ‚wenn 
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man in denen $. 267. ku statt w und Ih statt des Moduls % setzt, wodurch 
sich ama in 47—ameu und amcw in 47 —amu verwandelt. 


$. 269. 
Reihen für die Integrale Jelu.3am w.und /elcu.damu. 
- 


o 
Berechnen wir nach einander die Gröfsen 
1 1 


e=1—Z—k, 

Em anlehe 

er rg 

a PER ae. 
u. Ss. w., 


so nähern sich dieselben rasch der Grenze- < = en wenn wieder E den 
zum Modul % gehörigen elliptischen .Quadranten bezeichnet. 

Da nun bekamntlich 
elu = e.amu + (1—e)muenu-+ 2(c— e) sn’ucnu-+ age (— e)sn’u en u 


2.4.6 
— 35, (0 uanu-... 


und - 


elcu = E + Kksnu neu — sam — (1 Jenw nu dd On’ uenu 


_: 2.4 
Br ) sn’uUcnu—. 


ist, so erhält man, wenn man diese heihn mit dam« Sn Rd und inte- 
grirt, die neuen Reihen 


ı 
1—e e—eE 2.4 ee 
= NER 4 
1. /elu.damu = 3e(amu)’+ 5-50 u+3( z ) sn “133 Ar 


0 


2.4.6 (0—eE n8 
+37 mut 
und 
2. Setcu.öamu = E.amu+(1—dna) —e(am u)? — — ‚on?u 
= o i 


2 
a... UA/c—t 6 2.4.6 c—& Me: 
351.6 Jain 557 Im 


welche für jeden Werth von am» und für jeden Modul convergiren. Die 
as 


2.2 
3 
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letzte Reihe stellen wir noch auf eine andere Art dar. Es ist nach dem 
Zusatze zu $. 106. 


dr 
elceu = E—xk” rt Kama me en“) 


+7 DR Balz d *(amu — snucenu— sn’ u cn) 
32.52.75 in 
+ 52.43.68 (ama — snwenu— 3sn’ucnu 
2.4 
—35, wonn)+...| . 
Wird diese Reihe mit damx multiplicirt und integrirt, so entsteht 


3. Jelcu.damu = 


{) 


E.amu — k” [3(am u)” Ne IR (4(am«)’ —4sn’w) 


en Bas SER (amw)’ —4sn’u— 4.3 sn’) 
E. E Far K A — ısn’u — 4.3 sn’u 
an su) +.] 
Berechnet man nun die Gröfsen 

= kr(i+2R), 
ke (+3R rm), 
hr (tt), 
(te Haan Kit ara ar R) 


U. S. W., 
._ 3E . . . 
welche sich ebenfalls der Grenze &e = en nähern, so haben wir nach einer 
leichten Umordnung der vorigen Reihe die neue 


ı 
4. Jelcu.d am = Be Eee en 


J 5 ) sn’ 


2A lea 2,4.6 (e—a 
ee ut I. 
Es lassen sich auch leicht Reihen für die vorstehenden Integrale findeit, 


welche desto rascher convergiren, je gröfser der Modul ist; womit wir uns 
jedoch hier nicht länger aufhalten. | 
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$. 270. 


Reihen zur Berechnung von x und v, wenn amu=am’v= 9 gegeben ist. 


Es kann die Aufgabe vorgelegt werden, aus einer gegebenen .Am- 
plitude, welche auf die beiden conjugirten Modul %k und A’ zu beziehen ist, 
die ihnen entsprechenden Argumente und v gleichzeitig zu berechnen. 
Wir setzen 
am =PD und ano =&. 

Dann ist 
r [ver var. a =/; ara an 
Setzen wir nun, wie in $. 47., 
se Be und k = sind, also A’ = cos#, 


en je Kr Sue __V (1420082 0.1? +1) 
so findet sich sn = nu = 11m dnu = Le 
und . 
20t 


. vu VaorTeso.r FR)‘ 


Wird aber $ mit 47 —# vertauscht, wodurch nur das Vorzeichen von cos29 
abgeändert wird, so verwandelt Bien! uin vd ang v n u. agtzen wir 


2. A1+2csdd. +): — ws RL ae or. E— +... 
so findet sich, in Anwendung des Polynomialtheorems, die einfache Relation 
3. 6 = @r—1).00829.9—(r—1).9, 


welche mit der $. 112. gefundenen Relation (8.) übereinstimmt, wenn man 
nur für das dortige v jetzt cos29 setzt. Daher haben wir sofort die Aus- 


drücke 


(@ = cos2b, 
2 
= 30029 —1, 
6 —= 15008 24—9cos24, 
4. 36 — 105c08'28— 900082449, 
9 —= 945 cos’ 29— 105008284225 c0s28, 
) = 10395 cos’ 29— 14175. cos? 29 + 4725 cos? 28 — 


u. S. W. 


; } ‘ } De 9 (2? —1)r „ E. 
und im Allgemeinen it = —;z, five = cos2b. 


71% 


IL 
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Setzt man $= 0, so wird 
d— 200820, 40)7 — (de Er re 
Seizt man d= 17, so wird 
d—200529.. +93 = AH = IA HS hun 
Scizt man d= 47, so wird 
1205. L. +3 = AH = IR +CHF — rn. 
Daher sind die Gröfsen | 


Ri, 


EAN 
2 , 3 ’ 4 
immer ächte Brüche, wenn der Arcus $ reell ist. 

Wird die Reihe (2.) mit 27 multiplieirt und iniegrirt, so erhält man 


Ö 3 Ö 5 
oo m ee 9 wu 

mil IC 54 Per A N +7 CE ee Tee net )- 
Wird nun 477 —$ statt 9 gesetzt, so bleiben ö, 6, Ol ungeändert, hin- 
gegen 9,0, 6a. ändern nur ihr Vorzeichen; daher haben wir noch 

Ö ö 
ee nf Be BE 

Aus den vorstehenden Reihen erhält man durch Addition und Subtraction 


[2 4 
er tane® O tang?ı CR tang!3ı 
AIR Er tangy op + 2 D° = a A“ & — 45 S  erhun 


}' 


|? x 6) et ö a Ö tang"i3p {A ag" 

| 4 en Pal Mer Hg hr +. 
und diese Reihen alte für ih Modul ir Ai lea D. 
Setzt man P=147, welcher Fall am ungünstigsten ist, so wird v=K 


und © = K’‘, daher haben wir 


/ u 2 6 8 

K'+K 6 ö ö 

In Heer et tn 
6. 1 3 7 

KK 6 Ö d 

a. . SeriIme tm er 


Aufser der im $. 112. angegebenen independenten Bestimmung von 
) geben wir noch einige andere. Es ist 


d 5 1 
nn 5 [b SU app 


und 99 = also ni 


Ferner ist sin® = 


I1+fRr 
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du = Se ae ey @ern 95, 
und da (1 HA =S[-Qa+n] ER ist, so ist 
gut: SQ, er -@etn] Ri 2° 7.08 cond. (a +ß=y). 
Wird dieser Ausdruck mit dem en verglichen, so hat man 
ae 8 2 Re+ nr cond. (a+ß=r). 
Es ist aber -@2a+1n] ns 1PRa+1,—1], B1.03 = Dil, 
m 200° 


2a+1, 1], 1] = [11] =Re+ rt) =Plfr+al, 


daher haben wir 


2 
> = S(—1)°[r + 0] sin’, 
20 
also an —= S(—1)° [r +] cos’”9, wenn noch 47—B$ statt 9 ge- 


setzt wird; oder auch: 


2 a ED EFICHYEN gun 
ne RER ARE, 
cay. u CEDE ggg EHDEHIIE-E) oseg 
N + KR 


In $. 272. wird noch eine andere Formel für ) hergeleitet werden, welche 
nach den Cosinus der Vielfachen von 29 fortschreitet. 


Zusatz. Seizi man D=am?u, also t= tang4P = tang}am?u 


snu 
—= tnudnau = arm 


‚ so hat man 


3 $ 
Ente 2,18 RER % 0 1° 
u it nam 


sn’v 
und setzt man = tangjam'?v—= —,,, 50 hat man auch 
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daher ist nun 


Ä ® 4 = 6 8 
vt+u __ ENTE ZASR SELZ IR Fan 
, "IH; teste stg rt und 
. 1 N 9 
v—u (0) 3 G ö tt 6) 1"5 0 19 
2 = 5. 5+7-7+75: nt? 509 19 


Setzt man in diesen Reihen ?=1, so ist u= K—u, or u=1iK, und 
ebenso v =4K’‘, und man findet die obigen Reihen (6.) wieder; setzt man 
aher =, für Z,, so vertauscht man x mit K—u und v mit K’—v; daher 


ist, wenn K—u=w und K'—v = v‘ gesetzt Br 


Frag +7 ch uk, 


8 5 Fi 
v—u' 6 1 5 1 [0] 
7'365 t+77 EL TRE 


; : X nu sn 
Diese Reihen convergiren, wenn 7 oder die Brüche a un — gröfser 


als Eins sind; dann ist u>4K und vo>4K’. Daher sind nun '<4K 
und v’>1K‘. Indem man aber «’ und v‘ berechnet, findet man auch x und 
v, da die Quadranten K und K’ als bekannt angesehen werden. 


Anmerkung. Ist der Modul k = sin47, so wird = 9 = vu 
— 0, daher ist nun v=u, und zwar 


— 2(tang}9—}. +tang’} O+2. > 5 tang’} 3 


IB: 

— 75 Ian 3 
a 

4: andre. 9; 


wenn OP = amu gesetzt wird. Bezeichnen wir den zu dem Modul k= 


sin} gehörenden Modularquadranten mit I, so haben wir 


1.3 1.3.5.7 | 
I=2-3445.547 13° arte 74.6.8 "he. oder 


I = 1,85407 46773 01. 
$. 271. 


Reihen»zur Berechnung von elu und elv‘, wenn = amu —= am’v gegeben ist. 


Setzen wir wieder =tang}P = tangtamu = tanglam’v, so ist 
u 201 ; 14200820.1° +1: 


_—— 


VOR 00820.1° 7%) und du = ges 


n 
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da nun el jr u.du ist, so findet sich 
29V 1-42 cos20.1?-+1%) 


elu = SH egare und 
29tV (1—2cosd, #749- 

vo = 

A ur = 7, 


Wird die Reihe 
1 u; 6.6, 6 Gin 
V(Af2cos20.12 +1.) pri eger Perg 40 
mit 14 2c0s29.2?-+t* Rn so erhält man für Y(1+2c0s29.° +1?) 
zunächst die Reihe | 


Ö e) o\ o) 
er Ne Sr mar". ee 
0) e) 
+ 2cos9 0 —2cos2. 2! +2c0s29. > ff’ —2c0s29. En t? etc. 
| 0) 0) 
/ Nur Bu 8; 
r—1 r T— 
Da aber (2r—1)c0s2?9.0 = 0 +(r—1)’ ö ‚also 
r—1 [a r—?2 


n er ar 2 0) 
za. ap ar tr 
ist, so erhält man durch die Benutzung dieser Formel 


y(1+.c0s29.1°+1%) 
= 1400440 Inte N CI N 2) 


19 Ö Ö | 
ee Narr — ete. 
Jedes Glied dieser Reihe ist noch mit ar 
tegriren, um die Reihe für elu zu erhalten. Man findet aber leicht die 


Relation 
rot Nr Pr er dt 
nf are Beer 1+12 On Hy aren 
und setzt man zur Abkürzung allgemein 
" To f_2trro0 
a en a)? 
so verwandelt sich die vorige Relation in 
- 7 D) ar+ 
cr Sn-D@enkn T+t? 


zu multipliciren und zu in- 


— T. 
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Man findet aber 


also 
t 

T, = Kart 
a: rg 943 g . we; 

AN TE, 4 tip ir 1, 1.3 (11?) ’ $ 

213 215 
T,= +10 145 — 140) + 3m: 
ne t 243 215 21" 
T= I - gr Isar 5(1-+12) 5.7141?) 
u. Ss w. 


Werden diese 


Werthe substituirt, so erhält man für elw eine Reihe von 
der Form 


a 


Bn. 3 2a. 1° 24. t' 
elu = a.40+a. ii "304 sur TESHR) Saft 57a ro eis 


und die Coeöfficienten h, u 5 h etc. in ihr werden durch Reihen ange- 
geben, die sich gleichsam von selbst summiren. Eis ist 


{ ı 2 wi 300 2 4 
Bu Be La en are a a ae oder 


i=1-[ot142 +2+ + l+ [+++ +0] 


— 1—1=0. Ferser 


EEE ER, a en ve] [gr Sr d4 8 + ete.] 
-41= 


4 2 3 4 5 
B... (0) 0 9 (2) (0) 
= |HrtHt tr ter tet + te] 
1 i 
10] 
ze 145: 
s 6 6 6,60,0, (6,0 


Ebenso findet man 


8 o 4. 


BEN 
ie =), det, dm er 
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Beachtet man nun 1agkot I dafs i+P —= sin® ist, so entsteht die Reihe r 


io. Nr 
| I 4 Sy 75 +— ee]. 
"Wird nun der Modul k = sin; mit ki cost an so ‚erhält man 
ar = [+ er. a 
| aan Etat etc. , 


und verbindet man diese Reihe mit der vorigen durch is und Sub- 
traction, so entstehet 


aD LT Ne a u Da BIER 
6 6 8 
rer Br 5: En +- etc. | und 
i 3 3 6) 
Seh Sa a en Lee m" Sn 1 eine 
5 7 
BEN 5 vB tee). 


Setzt man Z=tang}ß —=1, 
sem für die Anwendung der 


so ist auch sin® = 1, und man erhält in die- 
Reihen ungünstigsten Falle 


4 6 Ss 
1 OORE EN BB RT NET ERENAUITTERTE PEDE TOUR 
: —1372:3957 2.791 0'125 ,8'05.17.19 7 86, 
1 5 o o 
EEE 06 BR, 2 
u he te tr ats Tar 11. Int? 13.15. ut 17.109 5: „st ete. 


Auch die Modular-Integrale zweiter Art gestatten ähnliche Entwicklun- 
gen, womit wir uns jedoch der Kürze wegen hier nicht aufhalten. 


$. 272. 


Entwicklung der Functionen 6, 9, d, 6, ... nach den Cosinus der Vielfachen von 6. 


Setzen wir wieder 


(1—2cos2B. ie A En —= 1+ en C+ 


6 6 ö 6 
2? A an 5 ran zul ....,. 
| 72 
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» so können die Coefficienten in dieser Reihe nach den Cosinus der Viel- 
fachen von $ entwickelt werden, und zwar auf folgende Art. Es ist 
1—2 cs 29. Pt = 1M-—E.P)A—Ee.P). 
Setzen wir nun 
1 


RER Tre ()+A)EeR.C+Q).ei. HB)". CHIC, 
— et?) 

indem wir die numerischen Coefficienten in dieser Reihe der Kürze wegen 
durch (0), (1), (2), (3); -... bezeichnen, so. ist 


pen „ercdi, 20 
Vaep.n) S(a).e”®.d° und 


1 Un —2BBi PP. 

daher ist 
1 ; 
V (i—2c0320. 1? +t®) Fr S (a) (P)- ee Adi,fr cond. (& h ß = Yy) j 


und da diese Reihe der obigen gleich sein mufs, so ist auch 


2. = (So @).E“P") oond.(a+B= 1). 


Vertauschen wir & mit ß, so erhalten wir einen dem vorigen ähnlichen 
Ausdruck, und das arithmetische Mittel beider ist 


2. = ($(a)(P)eos2(a—B)B) cond.(«+B=r). 
In diesem Ausdrucke sind die äulsersten Glieder und auch diejenigen jedes- 
mal gleich grofs, welche von den äufsersten gleich weit abstehen. Die Coöf- 


ficienten («) und (ß) sind Brüche und es ist («) = ae aa Le ; ebenso 


2.4.6....(20) 
ist-(ß) = En NT Eh Setzen wir also der Kürze wegen das Product 


der ungeraden Zahlen 
(1.3.5...(24%—1)) (1.3.5...(2ß—1)) = [e.P], 


so ist 


Eur Pr 
= Se cos2(a—P)B 
oder auch 


Yyo_ (SIri- [@.ß]c0s2(«—P)9) cond. („+B=r), 


und nun sind die Coöfficienten der cyklischen Cosinus der Vielfachen von 
d in dem Ausdrucke ganze Zahlen. Da cos2?(«—P) = c0s2(ß— «) ist, 
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so können immer zwei Glieder, für welche & und ß verschieden sind, als 
gleiche zu einem Gliede vereinigt werden. Für r—=5 hat man z.B. 
2,6 — 1.3.5.7.9.c08109-+5.1.3.5.7 c0s69-+10.1.3.1.3.5 cos 29 
oder 
6 = 13 (63 c0s109+ 35 c0s69 + 30 cos 29). 
Hieraus erhellet nun zunächst, dafs sich die Functionen elw, el’v, wie 
auch die Argumente % und » selbst, in Reihen entwickeln lassen, welche 
nach den Cosinus des vervielfachten Arcus-# fortschreiten. 
Nach der vorhin entwickelten allgemeinen Formel findet man die 
folgenden Werthe: 
| ö = cos2#, 
8 = 3cos49-+1, 
Oo 3(5c0s69 +3cos2#), 
2,0 = 3(35 60889 +20c0848-+9), 
e) 
6 
0) 
6) 


| 


3.5(63c0os109 + 35c0s68 + 30cos2$), 
3.5(693 cos 129 + 37800889 + 315 cos49 + 150), 


= 3.5.7(1287 cos149 + 693 cos109 + 567 c0s69 + 525 cos 29) 
u. s. w. 


I 


2, 

1 2 3 
Anmerkung. Die Functionen a Ri 3 .... sind noch in 
anderen Beziehungen von Wichtigkeit. Man vergleiche die Abhandlung: 
„Ueber eine besondere Gattung algebraischer Funetionen, die aus der Ent- 
wicklung der Function (1—222+ 2°) entstehen” von Jacobi im 2ten 
Bande des Journals der Mathematik von Crelle. 


$. 273. 
Zweite Umwandlung der Reihen, welche zur Berechnung von « und v aus 
p = amu = am’v dienen. 

Man kann die Argumente % und v nach Cosinus der Vielfachen 
Arcus von $ = are sin(k) entwickeln; aber auch nach Potenzen von cos2b. 
Diese Entwicklung hat den Vorzug vor jener, und daher beschränken 
wir. uns lediglich hierauf. Man kann zwei Wege einschlagen, indem mau 
entweder von den im $. 270. gefundenen Reihen ausgeht, oder auch von 
der ursprünglichen Differentialformel 

x 2091 
e =; VILF20s20.1°14) ' 
72° 
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Es ist 14+2c0s29.?-+ = 2# (EFT + 60828), also ist auch 


ot 2 
u= ET» ul. 
Y j er) 


= tag = 
so ist, da überhaupt 2£® = log tang (47 +40), auch 24 —D) = 


Setzen wir nun 


108 ang > Und da wa? 
Y % = log ERBE lie log ist, SO ist 

v=!(ür—P. 

Nimmt man die hyperbolischen F'unctionen, so hat man 

AWBRNRTRN ON 
2 ey = cos(4n—p) sing ’ 
) Einv = tangr—9) = cot®, 

Zanrgy = cos®. 


Da Sin?2v = 26iny Cosy und CosIy = 20 —1 ist, so erhal- 
ten wir 
3. Snap = =? ud Cosay = — 1 2U4-zenp). 


sin? @ sin? sin? p 
Wollen En y durch & ausdrücken, so haben wir aufser der Gleichung 
= log noch die We 


( & 4.-18 er 
Sy =, Einy- 5, Sanyy = irn’ 
Be: 1Ht: 2417 N age ae 
4. Sosrl= En ann en, ESin?v= PYE, = aM und 
DRAN: ; | 
Tang?y = ir®’ 


Differentiiren wir die Formel Y = 8(47—P), so erhalten wir öy = 


2ARTTP) gler 
car —_p) en 5 h 
REN NNG 3 1. AR a > 
Br kn Bad ea 


Werden diese Werthe benutzt, so verwandelt sich das VERERE® Diffe- 


rential in 
6 u = Say er)" 


Da nun 


Achtzehnter Abschnitt. $. 273. 573 


ur De Sr ı Vers 1.3 00 Y 2 

er ‚mi Va; +00. Gary 2a 2. Yasay 
1.3.5 2 

Moi6 cos yet 

ist, so haben wir 


u = Say ya rat, Zar Vase 
+3 as go (av. Vans SUR 
— 300020, Jay aa rear. aarze 
et a an, — 
"Setzen wir nun die Integrale 


IN Vor = U und J-?V-V 5 = U, 

Sr Vor —ıU und a keern =D, 
Pe mann ing 
INN —= 77470 ud a ern = 5 


u.8. w., 
so verwandelt sich die obige Reihe in 


er TER 1a.5%, u ; 12.52.9% 0 00 
u= U+,7 U.cos Aka: U cos AU ae nad 1 U 608 2d-+... 
1 3? 3 3 3?.73 5 p 
—4 Ucos2d— 75 U cos or U cos’29 
3:2. 2.112 7 
2 U c0s’29—... 


 2.4.6.8.10.12.14 


und hierin sind die Functionen U, U, L, Ü etc. unabhängig; von dem Modul 
k— sin. Vertauschen wir 6 mit 17—$, so verwandelt sich, da ® = amu 


= am’v sein soll, das Argument % in v, cos28 in —cos29: daher ist 
Ach „ai Cr er Ü cos? 29 
k. a 12 Ü cos 2d-+.. .. und 
— de 3 Ücos204+ 53 Ucos®2d-+ = a 18 U cos’ 29 


32372,.11* 


+3468.0.2.14 Ücos’ te 
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und es bleiben nun nur noch die Fuunctionen U, U, U, Ü ete. der Ampli- 
tude ® zu ermitteln übrig. "Bilden diese eine convergirende Reihe, so haben 
die vorstehenden Reihen eine um so gröfsere Convergenz. 

Anmerkung. Setzen wir d9=0, so wird uw=D ud v—=RP: 
daher haben wir noch die besonderen Reihen 


8949 _ ri. 12.52 12.52.92 
2 Uta tl tnmlt-- 


890 _ 32.72 32.72.11? 
3 it ih 
$. 274. 


Nehmen wir nun die einzelnen, nur von der Amplitude = amu 
— am’v abhängenden Integrale in Betracht, so finden wir 


2 20t 
uf, I var) oder auch ine 
d.h. es st ® auch die Ampliile des Argumentes U mit oiheprihee auf 
den Modul k=y4 = sin}. - 

Die Werthe dieses Integrals U kann man für jede Amplitude: ® 
aus den von Legendre berechneten Tafeln entnehmen, und es darf sein 
Werth insofern als bekannt angesehen werden. Indessen wird es sich 
bald zeigen, dafs man auch ohne Vermehrung der Arbeit den Werth des 
Integrals U durch dieselbe Rechnung findet, wodurch man die Wertbe von 
a und v ermittelt. Setzt man in den Beihen (7) $9=47, so wird in der 
That v=v= U; was mit dem so eben gefundenen Resultate übereinstimmt. 


7 


I ? 
Da en: ist, so erhält man 
Re . 41201. 1 sin®p.öp 


ER = ) 2V (1— 3sin? p)*" 
Dieses Integral hängt von einem Modular Antegrile der ersten Art ab, 
welches den Modul sin4z = y% hat. Setzen wir 


v=gfEP vil—rsin‘d), 


0 & 
wählen für den Modular- und für den elliptischen Quadranten, welcher zu 
dem Modul sin47 gehört, die Zeichen I und @:; setzen wir nämlich, wie 
in $. 270., 


en JE dp Le 20 
RR F Yazısmg) 7 1,85407 4677301, | 


ge N oOy(i—4sind)= 1,350643881048 (nach Legendre), 
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und setzen wir aufserdem, mit Beziehung auf den Modul sint7, die Am- 
plitude 9=amT, so reducirt sich:das Integral (2.) auf 


U—= /ome®U.2U für k= sintr; 
daher ist nach $. 64. 


5 ui ea ya Ba 97 : 
re: ee ru eU—ı og für k—=sinir, oder 


1 a _._SInpcosp | 

5. U=2V/—-U VA Ing)" 
Drückt man den periodischen Theil des Integrals U durch 7 und v aus, 
so hat man die Ausdrücke 

1—1? 21 

6. Ü=2.9-U— Langyy zn; Such und Us. U— eeeree 
Setzen wir, mit Beziehung auf die Ausdrücke der übrigen Integrale, noch 
ancU=0‘, so dafs BE 

zug a c0SY SInP, 
7. tang®.tangd’—=yY2, sind'= = YA imo)’ cost = Ay. VOL Tsnig) 
ist, so haben wir die F'ormel 


8. Ü = 2V/—U— sind sind‘. 
Aufserdem ist noch 


| Sen 1 __ 2c0t? op 
9, Cory == Tos? g" == Sin?g/ 
. | 1 
Anmerkung. Werden U und U nach Potenzen von Z=tang}® 
entwickelt, so erhalten wir 
Be EN 1 RAS 5 zahl Se ER 792 Me 
eek, +24.6.8 5 +) 
Pt se 30 0 35 00 3.5.7 15 3.5.7.9 
U= al 7 t3a1 24605 t226.8° chen). 
Da nicht nur U, sondern auch F aus den von Legendre für den Modul 
sin47 berechneten Tafeln für jeden Werth von ® entnommen werden 


können, so ist die Anwendung dieser Reihen unnöthig. | 


.3. 
2.4.6 


$. 275. 
Nachdem nun die Anfangsgröfsen U und U in den Beihen (7. $. 273.) 


2 3 Su 
ermittelt worden sind, lassen sich leicht die nachfolgenden Gröfsen U, U,U etc., 
welche als Coefficienten in den genannten Reihen vorkommen, ebenfalls 
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ermitteln. Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit der Relation 


2 Mu N tos ' un? 2 

ern Br lt, a. a —Ein?y. Vor i 
Setzt man hierin n—=3, so erhält man 

F . 2 

U U— Sin2y. gay 
Setzt man n—=5, so hat man a, 1Sin2y.y Erz So fortfahrend 
erhält man 

& ' 2 

Ü=-Ü—36in2y. Vwrzu 

u.s w. 

Da überhaupt 


Y 2 1.5. 9....(40—3) 28 
J Ode aeg = 37 41. Ada) 0, 00 


BR a ENT IL. a) 
% er ” 5.0.8,..[404-1)° U 


zu setzen ist, so verwandelt sich die obige. allgemeine Relation in, die 
beiden folgenden: 


a a IR 5, 2 

— Una, ...(da+1)" ‚Sin 2%. ganz’ 
> SA 2a—1 1. 5, „da-3) 

Nu maz m aa Sin2y. Varna: 


Setzen wir nun zu noch mehrerer ag 


so ist ea 
ze 


und also 
id AM EN 
ÜERETBR TE, 


EEE TERN: 
Diesen Formelu gemäls erhalten wir nun die folgenden einfachen Ausdrücke: 
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2 = 
U=U-—4, 
fe R 3" ? 
Vz U—4—2.4, 
6 3 H, 
2. IU= U-4-2.1- 2.4, 
a . a RIESEN AT 
aus 2 A TE! ee ee . 
en Aa 5.9.7 ER Ee 
us. w 
und 
$ 1 2 
U= U—} 4, ” 
EEE E 
Du Tr 
3. HRG Bu.) OBERE LM DRRE.E: 5A 
RL OR 3.7.4 371% 
9 N a ER a RR a EEE: 
_— rg N RE — x 
Vnnr,d 3.7,“ 3.7 Te 3.7.11 13:0 


Die Gröfsen . d,; 4, ds 4, 4 etc., welche in ‚den Ausdrücken (2) und (3.) 
vorkommen, lassen sich leicht unmittelbar aus u Amplituden ® und ” 


2c08p Von: sin @ 
berechnen. Da ne Sin?v= An und C52% ”— Vino) a 18 
zn 4 
soitd= sihevld Ian 2 ‚ oder auch | 
sin gp’ er 2m 7 RR, 
4 Er ‚also 4 = 4.0080, 4=4c0s’P' u.s.w. oder 

| ı _ .(2sing’ pe? 2) od 'Isingp’ ä 

hr gern sin p ) cos’ aller ben sin p ) eos p', in ( ne) cos’ P' 


u. s. w. allgemein 
’ 4 en 2 sin’ p 2r (M/ 
7 nr) .cos D‘. 
2. 3 4 
Die Gröfsen 4, 4, 4, 4 etc. verschwinden für D=0O und für © =4r, 
und bilden im Uebrigen eine convergirende geometrische Progression. 
Anmerkung. Da 


| 2 re A sin-19.0% 
JE Venev Br‘ rss " V (l—$sin? p)r ? 


so kann dieses Integral in eine häch Potenzen von sin® fortschreitende 
Reihe von der N 
nn (sin” ® + la ® — b sin”t? ® + “.‘ .) COS ® 


entwickelt werden, in welcher kein Coöfficient unendlich wird, wenn man n 
73 
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unendlich grofs nimmt. Eben deswegen ist aber Null die Grenze des In- 


tegrals, wenn 2 unendlich grofs genommen wird. Hieraus folgt leicht, dafs 
sich die Gröfsen 


1 2 


Ba} 4 
U, U, U,U,U etc. 
im Fortgange mind Be der Grenze Null nähern. Seren wir aber in 
2c+1 


den Formeln für U und U die Zeigezahl „= x, also U= = 0 und = =D, 
so erhalten wir die Reihen 


3.7.11 3.7.11.15 
Wr ES Eur Eau cm Bere ere ee u 


| 1.5. 9 1.5: 9,18 

Ar 44574437 7.41' d+ 57 11.15 dt: 
welche aber nur so lange gelten, als O< 47 ist. Ist ® auffallend kleiner 
als 47, so convergiren diese Reihen sehr rasch, und man wird dann U 


und U mittelst derselben schneller berechnen, als man ihre Werthe aus 
den erwähnten Tafeln entnehmen kann, weil die in den beiden Reihen vor- 
kommenden Glieder sämmtlich ohnehin bei Anwendung der Formeln (2.) 
und (3.) berechnet werden müssen. 


$. 276. 
Berechnung der Modular-Quadranten K und K’ nach Reihen, welche einen Potenzen- 
Fortschritt mit dem Grundfactor cos26 haben. 
Setzen wir in den beiden Reihen (7. $. 273.) für 4(vofuw) und 
4(w— u) die Amplitude ® = 47, so wird v=K wd v=K‘ Da nun 


fr P=4r, Jede Jey ein wird, so wird auch 
DArLDETe Bi und "000, 2 BU = Ne AR. 3 


Seizen wir nun noch 
N: ha E 12.52.72 
Seit it 
12.52.72,92 nz 
+ 3.4.6.8.10.10.18. 16° Pokken; 


Di 300828 +, z.,c0s° 24 zn 20 


32.72. 112 
sr 2.4.6.8.10.12.14 
so haben wir zunächst die beiden Ausdrücke 


IK+K)= SU und 4(K'-K)= DU, 


——- 008°? 2 


= 608° 1994... 
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1 ’ 
in welchen aber auch noch U und U‘ so zu bestimmen sind, dafs P=4r 
is. Wenden wir die Az chhüimg $. 274. an, so haben wir jetzt 


U = I= 1,85407 46773 01, und U=2V/—U — sin® sin®’ reducirt sich auf 


U —= 2G— I= 0,84721 30847 95; daher ist, NE 


iR 
FE = (1,854074677301....).8, 


“Z# = (0,84721 30847 95....).D. 


Man kann auch die zweite Constante auf die erste 7 ig Da 
nämlich im Allgemeinen 


KE+KE-—KK' = 1}r 
ist, so wird, wenn der Arcus $ des Moduls = 47 gesetzt wir, K=K=1 
und E=E'=G; daher verwandelt sich die Gleichung nun in 2@.I—T’ 
—=4m. Es ist also 2@—I = Ir. mithin haben wir 


K'—-K K—-K D 
3. 2 —— S.I und D) — 37.7: 


S. 277. 


Umordnung der vorigen Reihen zur Berechnung von « und v aus = amu = am’v. 


Hat man die beiden Modularquadranten K und K’ nach den Formeln 
$. 276. berechnet, so lassen sich sehr leicht auch die Argumente % und v 
berechnen, welche zu einer beliebigen andern Amplitude D = am& = am’ v 
gehören. 


Subtrahiren wir von der Summe S nach einander die ersten Glieder 
derselben Reihe S, und berechnen wir also 


Ss = S—1, 
Ss, = Sure 5 608 Ban, 
1? 12. 
IS S-Irr ag eis rar: - , cos 29, 
12 far N, 12.52.72 
Ss, = S—1— zz 008 29 — 3.4.6, °08 29 — 3.4.6.8.10. 0.15 °98 N2b, 
u 8 W.; 


subtrahiren wir ebenso von der Summe D nach einander die ersten Glieder 
derselben Reihe D, uud berechnen wir also 
73° 
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D = D— 40024, 
D = D— 400820 — 00924, ne, 
D,=D-ı 00820 — 5, 008° H— cos 29, 
D, = D— 400528 — „I 00°29— — 502 
en cos’29 
u. Ss W. 


und substituiren wir in den Reihen (7. $. 273.) für U, Ü ; Ü, Ü, Ü ete. 
die in 8.275. gefundenen Ausdrücke (2.) und (3.) dieser Gröfsen, so er- 
halten wir mit Anwendung der vorhin angegebenen Bezeichnung sofort die 


Reihen: | 
Kr S,. SERIE AS a 


5.9.13 ° 
3.7.11.15 9 
1 1 59.13.17°° Ares 
un 
27 N 4 41.5.9 6 4,5. 9.13 
Av—u)=D. U—ıD, .Jd— 37: D,. d— $, 37.411:P93-4— 3, DR 11. 3.7.11.15° AA PER 


welchen gemäfs man aus ® = amu = am’v die Argumente v und v gleich- 
zeitig berechnen kann. Bei Anwendung dieser Reihen wird man die 
Werthe der Integrale 


Eur oe) ”$) a er J?ora—asu'o) 


1 
aus din Tafeln von Legendre entnehmen, woraus dann sofort U nach der 


Formel ; 
U= 2V—U—sin®sin®‘ 


S. 274. folgt. Die Gröfsen A, A, 4 ete. sind gemäls ($. 375.) 


5 1 2 
== nr ,„ 4d=4.008°0, 4= 4.00s°’0‘, pen 4.cos°D‘, 
und die Amplituden ® und ®‘ hängen der Formel tangP.tangP' = Y2 
gemäfs von einander ab. Die vorstehenden Reihen sind wegen des hohen 


Grades der Convergenz beachtungswerth, 


Anmerkung. Setzt man 


IE: (k-+-k')sinp 


2A+r)r _ A—x) (d—.x) A—Ar) 
dnw+-dn’v co P = 


AFFE)’ (1x) 1-42)’ 


ö oder RER I PERR Alu 2) 
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(1—VA,x)? dn”v = A-4YVA. +VA.0) R % a (1—V A? 


dn’u = ———  "— , dn 5 = 
A+x)(1+4r) (+2) A+Ax) ‚2(1) ’ 
kr= cd = a so ist, wie Legendre gefunden und Jacobi im 


Sten Bande des Journals der Mathematik von Crelle Pag. 415 berichtet hat, 
ich Zeil) | 0x2. 
BR) N Yes oe VEdeyanj und 


ee)  V82.0% 
ARE) = fi Mean 


Daher lassen sich diese beiden ai ebeufalls unmittelbar nach den 
vorhin entwickelten Reihen berechnen. Insofern die vorstehenden Relatio- 
nen nur specielle Formen von allgemeineren sind, welche von Jacobi an 
der vorhingenannten Stelle pag. 416 bekannt gemacht wurden, liegen sie 
schon jenseits der Grenzen dieses Werks. 


$. 278. 
„; Reihen zur Berechnung von elw und el’v au g=amu = am’v, welche nach 
„ Potenzen von cos2® entwickelt sind. 


+ f 29V (1+2.c0s20.1?--t1%) a 26 
Nach $. 271. ist elu =f NAT RN . Setzen wiı 
nun wieder Z=e7”7, so Behalten wir, wenn wir den vorigen Ausdruck 


zuerst also darstellen: 
_ f2t V2.VGl® -+t7)+cos20) 
Sun a Eh EN ah EAU HERE: 


auf der Stelle die Formel 


_ f—0oy.V2. V(E082 y-+reos26) 
Bin N are 1-+ 06052 


Dureh Entwicklung erhält, man ein von cos29 unabhängiges Anfangsglied, 
welches = JEor (1— sin’) = V ist. Die Reihe wird also, wenn wir 
0 ! 


. — ou y 2 Fr 
überhaupt en GsrH2y =_ T. seizen, 
1. elu=V+1 „T,c0s 20 — 57- T, cos? 5: T,. cos’29 


1.3.5 1.3.9.7 
2.4.6.8 4.6.8.10° 


4 B . KAR N B 
Setzen wir wieder, U = Je Vazısmgy 50 findet sich das Inigera) 
T, = U-V. 4 


As: ER .T,.co®?29— +... 
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Setzen wir nun noch Has Integral 


e F- a, Vor = t., Sn 
so > findet sich die einfache Relation 
Ts =t4—-Ten:. 
Die Integrale 4, 4, &, &, 4 etc. sind in $. 274. und $. 275. gefunden 
worden, und hieraus lassen sich die Integrale T,, T,, T,, T, etc. be- 
rechnen. Man hat 


U—V, 
RE 1a glg 
b—l-+ U— V, 


EIETLAUFN 
BIER IET-V, 
us we 
Werden diese Werthe in der vorigen Reihe substituirt, so ‘erhält V als 
Coöfficienten die Reihe 


I Be Ben 
(| 


1— 400820 5.4 c08° 29 — ae cos’ 2d— BE, co 2. 
— Vi—cos2h). 
U erhält den Coöfficienten 1—y(1—cos2b); 


1, den Coöfficienten 1 —4c0s29—y (1— cos29); | 
it, den Coöäfficienten 1— 460829 — 21, 008° 29 yY(1—cos 20); us. w;; 
daher ist mit Anwendung der Bezeichnung des $. 273. 
* dumm V.ya—cosd)+ Uf1—y (1—.cos29)] 
— Ufi—4c0s24— Yl1—cos 20)] 


+1 Ö|1--460829— z*,c08°29 — y (1—cos2 | Ä 


ent 


3 


— +0 ]1— 400820 — 2400820 — 47 cos »29— y(1—cos29)] 
1.5 
+35 


ll cos28— 57 c0°20— a cos’29 


nn co? 24 — va—eos28)] 


2 


— etc. 
Diese Reihe hat einen hohen Grad der Convergenz, und die Rechnung nach 
ihr ist sehr bequem, zumal dann, wenn man das Argument % bereits nach 
den Formeln (7. $. »73. 00 nach den Formeln $. 274. und $. 275. berechnet 


Dr 


BE 


a 


Lies 
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bat, weil dann schon die sämmtlichen Coöffiienten V,U, U, U, U, U etc. 
bekannt geworden sind. | 


Die in dieser Reihe vorkommenden Se PN Facioren ver- 
treten nun die nach Potenzen von cos29 fortschreitenden Reihen, durch 
deren Summation sie entstanden sind. 


Die Rechnung läfst sich aber auch, wenn die Gröfsen U, U, U, U etc. 
schon bei der Berechnung von % und v» aus ® = amu = am’v bekannt 


sind, auch nach der Reihe (1.) ausführen. Man hat dann 
—7 na V—U, 
—T, = V-U+Ü—ıD, 
+n = V—-U+Ü—4U 420, 
1 2 3 1.54 
—T, = F—U+U—4U +30: B 
2 2 1.5 £ 3.77 

+7, F-IHRU AU TEN 5 y 

Fr 2 Is Et 1.5: 9 
— = F—-U+l—_10 +3 0-04 LUD, 

8 1. da 1.5. 95°, 3.7.11 
HT = P-U+U AD HD 704 ut 
u. Ss. w. 

‚Werden diese Werthe benutzt, so hat man 

l Y’v .3.9 

farmele = Ze T,.cos? 20— 55° T,.c08'20 
1.3.5.7.9 ; 
— 34050. T,.coo#?29— ...., 
lu—el’v 1.3.5.7 
.— ei, 0024 ZT, cos Bl era cos’ 29 
. 1.3.5.7.9.11 
ER 226121 eh... 

Beachtet man, dafs N en en cos(47 9) 


ist, so folgen aus der Reihe e) noch zwei andere, wor sich je zwei 
Glieder vereinigen lassen, nämlich: 


E 


sr Pr 
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Ben _ Veoatga FUU) dr oosthr 9) & 
+(U—} 7) 100829 cos 4). } 
r Es Br Ü) (1 nn 20820 — ErRn we) 
1.5.98 3.7381 1.3.8 
+74 0 - 50743 U) go 8,6. 524,5,5608'20 
1:85.79 
WERTET c08°20— cos(47—8)) 
+ .... und 
el ma ® — (U— v) sin (49) HÜ—aU)gen 9 —sin47—0)) 
+ nn 7) (400828455; cu 009 —sin (dr—0)) 
. SPAR: 4.5.9.8 
+ (550 9711 )(deos + y4 H co 
EN 
+ a; ES ai ir cos sin 4=—9) 
3:27:14 1.5.9,13.% ß 
+ (150-3715 0) (Bes 575 0082 
1.3.97 1.3.5.7.9.11 
+ nut ig° os’ 29-+- 240... 1 cos’%d— sin 4r—9) 
+. ’ 


welche Reihen einen hohen Grad der Convergenz haben. 
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8: 279. 
Umformung der Gleichung x = snu in eine ähnliche mit einem andern Argumente 
und einem andern Modul durch eine Substitution ‚des dritten Grades. 


Setzt man y= rn und z=snu mit dem Modul % und ferner 


y= snv mit dem Modul X, so ist bekanntlich v» = - (14 kyu und = = I 


Die höchste Polenz von x, welche in dem rationalen ‚Bruche y = 
vorkommt, ist vom zweiten Grade, und aus diesem Grunde wird der gan- 
zen Substitution, eigentlich dem zu substituirenden Bruche, der zweite rad 
zugeschrieben. Pi. f 


Gr 
“ 


Pat. = 6; 
% 
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Eine Substitution dritten Grades bietet der Bruch 
A+Bxr+6x?+Dx: 
Ä Y = THBSs+OrtDE 
dar, und es fragt sich nun, ob durch eine solche Substitution die Gleichung 


Mi oY 
% = [Year 
in eine ähnliche 


4 Sfr ER *23) 
umgeforınt werden könne, vorausgesetzt, dafs das Verhältnifs der Argu- 
mente © und v constant sein soll und also in der Gleichung 
| v—m Mu.U 
der Multiplicatök g nur von dem Modul & oder A abhängt. Da der Glei- 
chung v = u.u gemäls für «= 0 auch v=0 sein, ferner v in —v über- 
gehen mufs, wenn —u statt u gesetzt wird, so mufs für 2=0 auch y=0 
werden und y in —y übergehen, wenn x in —x verwandelt wird. Diese 
Bedingungen werden befriedigt, wenn man setzt 
A Baer De 0,, DU, —= 0. 
Der zu substituirende Bruch hat also die Form 
$ 3 
yıza er oder sn» = rt 
wenn man die Modularfunctionen des Argumentes « auf den Modul %, und 
die des Argumentes v auf den unbekannten Modul A bezieht. 

Wir bezeichnen die den Moduln X und X’ =y(1—X?) zugehörigen 
Modularquadranten durch Z und ZL/, so wie wir die zu den Moduln % und A‘ 
gehörigen Modularquadranten durch K und K‘ bezeichnen. Soll, wie bei der 
Substitution zweiten Grades, v = L werden für v=K, so muls y=1 
werden für = 1: daher haben wir die Bedingung 


a-+b Bi 
I+e =1 oder ao el == 0) 
Setzen wir bei der Substitution zweiten Grades u+3K’ statt w, also 


. statt x, so bleibt y ungeändert; eine andere Bewandtnils hat es mit 


dem vorstehenden Werthe von y. Setzen wir da u+iK’ statt u, also „— 
statt x, so verwandelt dfeh derselbe in 


b-rak? x? 
ckx+k!x3?’ } 
woraus wir schliefsen, dafs sich v in v-+3Z’ verwandelt (also yin ) 


74 


nr 


eo 
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wenn u-HiK’ statt u Si wird. Setzen wir aber 
ckhx+k:x: 
Ka > 
so ist 
ck 
er 
und damit dieser Bruch mit dem anfänglichen übereinstimme, mufs 
ck=ab\, K=b.N1., alt= be 
sein. Diese Gleichungen gelten nur soviel als zwei, weil aus, zweien von 
ihnen die dritte folgt. Die ermittelten Bedingungsgleichungen reichen also 
zur Bestimmung der Gröfsen @, d, ce und X noch nicht hin. 
Aus den vorigen Formeln leiten wir aber noch her 
d+n)d—-A-D)r+bx?) 
u A = "02 Zen Fu, 


y= 


_ . d—s)A+A—a)r+bx?) 


1ZY 1fa@+_Ig: 
3% (d+ka)( —A-aDkr+b) 
IT b-+-ak? x* ri 
(1—k.x) (k? irn har Le RN 

ERT sum BBnE 2 


und diese ee müssen der Gleichung | 
0x 
VOHHEHÜF IN)Aa—ıy) F"YrarSd-nArke)i-he) 
Genüge leisten, „o auch der Gleichung 
ee A+y)tU—y)Utry)(i—Ay) 
- kYarnds)Atke)i-ie) " 
Da nun Fi: ein ralionaler Bruch ist, so muls auch der Ausdruck 
auf der rechten Seite rational sein, und diese Bedingung wird erfüllt, wenn 
1—(1—a)x -+ba” ein vollkommenes Quadrat ist. Setzen wir aber 


s-l1=%.a. wWiidb=d, 
so ist 
a = 1-+2u, 
Bi wo 
\ ce = «+2o, a lad 
f BE — a (e+2) RP (d--e)® (1—«) 
i 1+20 ai; 2-1” 


| 


wu late ann Amalt.dte) 
| (+20): ’ Qt 


7 
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Ferner haben wir nun 
ie rmawe Spameinse 
N ee 
WITR He I (1— sn uw) (1— sn uw)? 


| = (d+-ksnu).(a+-ksnu)? 
h 1H\snv = un 
lan Ichswlo—kenu),, ., 
3 1 AsSn® a2 a? (2a -+1)k?sn?u \ 


enu: enu.(1—e? dr 


5 mv= 1+(@?+2e)sn?u 
6 anaas a Anu.(er —hrsn2 u) U... di 1190 (a8 "L2a)sn? u 
/ e?:+ (2% +1) k? sn? u sn? u Rat" 14+(82+2o)sn®u 


Die Formeln für cnv und dnv lassen sich auch also darstellen: 
_. (4—e?)enu+t «a? en?’ u 
n  (a-#1)? — (@a2-$2o)en?u ’ 
\ dn® u — (1— 0?) dn« 
j 7 (&@ +1)? — (2& +1) dn? u" 

Endlich hat man noch 
14+2a+a?sntu _ ((+2e)tnu + (1+e)? tn! u 

1—o?sn?u .... 13+(1-—a?) tn? u N 
Differentiirt man die Formel (2.), so erhält man 


22 -+1—2(e®-+a?-+e)sn?ut a? a an 


8. tin®o = tina. 


env.dnv.dv = CORSO: ‘enu dnu.au, 
und da auch 
eanv.dnvr = 20-+1—2(a® +0? + a)sn’ura:(a+2)sn tu enu.dnw 


(Re F Ze) Bel 
ist, so erhalten wir vr — (24 +1). du, mithin 

9. :-v—= (la+1).u 
Der constante Multiplicator u ist hiernach = A. Aus den Formeln 
(2.) und (5.) leiten wir her: 
2(@«-F1)snw.(i-Fe sn? u) 


| sn v + snu er RE EBREDYSPTERn und 
’ _ 2enu.(1+esn? «) 
cnv-+cnu = 1+(e@? +20) sn? u’ 


daher haben wir endlich 


sno-+snu __ ,, amv--amu\ __ 3 
I ee («+1).tinwu,: oder tang rer —= (a-pi)inu, 
74% 


22 
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mithin are 
10. amo = —ams + ?arctaung((u+1)tnv). 
Rune folgt nun, dafs, wenn «& positiv ist v>u und auch amvo>ama sei. 


Da “ = sr und, den Ausdrücken für %” und X‘ gemäfs, die absolute 


Gröfse von «<1 sein muls, so it +2 >«-+2u, mithin ist 
1>k also V<Hh. 


$. 280. 
Aus den Formeln (1. $. 279.) erhält man 


a: t2a | RENNER Ka ie 
v(kı) = 2& +1 und V(k NS. 


und die Addition giebt nun die von & unabhängige Gleichung 

1. YAN+YKN) =1, 
nach welcher Gleichung man aus einem der beiden Moduln den ‚andern zu 
berechnen hat. 


Setzt man k='sind und A=sinf‘, so ist 
v (sind. sind‘) + v (cos9.cosd‘) = 1, 
und diese Gleichung läfst sich umformen in 
sin24.sin29 = 4.sin?4(0’—9). 
Hiernach läfst sich aus einem der Winkel 0 und Pit ziemlich schnell der 
andere berechnen. 
Ferner findet man 


yie a a ja = at 

2 2e+1 

Wird nun der Gleichmäfsigkeit wegen ya — =u' geseizt , so ist 
0, ia «+2 


% 


Hieraus folgt 20'—1 =, En ; , oder auch Kup! 


Qa—1)Qa+1) — 3, 
und werden die Werthe für '& und «’ substituirt, so hat man 


3, an YA) = 


Man findet RN V—1= s DE ‚und es können mithin die Moduln auch 


e 1% 5 


Neunzehnter Absehnitt 8 28. 589 


also ausgedrückt werden: 
1 = a?.a), A k"” — (&+1).(a—1), 
"DR MM = (N). (a +1). 
Hieraus folgt noch 
Mr 1-40 ‚und ML = a—1, 


and da (2a 41)(2a’—1)=3 oder es ist, 
so haben wir auch Do 


TE - - 


Ferner hat man de 2 nd | 

u h 

5. Hi = 14/5, YE=1r er 
Setzt man . k=m und “. N n, so verwandelt sich die Gleichung; (3.) 
in Ger en 1) 3 oder n"— m! +-2m’n"’—?2mn=0. Sieht man 


m als bekannt und n als unbekannt an, so ist die Gleichung vom vierten 
Grade in Ansehung von n. 


g. 281. 


. Die ergänzende Substitution dritten Grades. 


Ein Blick auf die vorstehenden Modulargleichungen lehrt, dafs sie 
ungeändert bleiben, wenn man gleichzeitig % mit X’ und X’ mit N vertauscht. 
Dabei vertauscht man & mit «—1 oder a mit «+1. 

Setzen wir nun aufserdem © statt a und u’ statt v, so verwandelt sich 
(1+2e) tnu—+ (1+ 0)? tn® «u ? 
ne Ua ih 


a nd v = (data in uw = (du-1)e. 


Da aber v = (?!a+1)u ist, so ist w = (?W—1)(2&+1)u, oder auch 
u' = 3u, und also \ 


die Formel inv = 


in’ = 


RN? / (2139 
in‘ 0 @ - Hr Eee 9 
und in dieser Formel beziehen sich die Modularfunctionen des Argunentes 
v auf den Modul X’, so wie in’3% auf den Modul A. Setzen wir nun. u2 
statt « und vi statt v, so bleibt die Gleichung v = (2% +1) ungeändert, 
und die vorige Gleichung verwandelt sich sofort in 
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: 20’ —1) sa v — sata Nm) 
1. mn3u= N it 
und hierin bezieht sich wieder sn® auf'den Modul. A und sn3% oder snw‘ 
auf den Modul X. de | 
Diese Substitution, wodurch man vom Modul A 4 re Modul .“ 
zurückkommt, und welche insofern als’ die umgekehrte der vorigen anzu- 
sehen ist, ist 'ebenfalls vom dritten Grade. . Eliminirt man, aus der Glei- 
chung (2.) $. 279. und aus der vorigen snv, so erhält, man „sn 3% ‚durch 
Potenzen von snw ausgedrückt. Daher ist die eine Substitution eine Er- 
gänzung der anderen zur Verdreifachung des Arguments. 


Man leitet aus der vorigen Kormel. noch her: ı 


(1—snv) (14+«’snv)? tler snv)? 


2 ee a Bee 
Ferner ist | | 
Er (2«'—l)snv— a’tsn®v .. (2e’— a?) snvy—4° sn®v 
ksn3u — a’ As 1— (2@'’— o’?)sn? v FOR ar (2a —1)Arsn?v 


und hieraus folgt 


(An v)(w+Asnv)? Uklann)oi-Asciv)? 


3. 1+-ksn3u = (da Tao? 1—ksn3u= (2a 1Arano“ 
Ferner ist ” 
(33% __ env.(l—a'?sn?v) __ _(t—e?)env-ta/?en®v 
== 1— (20’— .o’?)sn?v a («—1)? + (20 — oe?) cn? v ’ 
u dn v.(@a'2—A?sn2v) _.  dn®v—+-(e’?—1)dnv 
4. MIR a2— (2e’—1)A?sn2v (a —1)2-+(20’—1)dn?v ? 
en Pe Ber. >} 3 
nn (2«’—1)tnv (e’— 1)? tn u. 


1— (@’? —1)tn?v 
Aus den vorstehenden Formeln leitet man noch her: 
sn3u—snv . ,u 
ae, («’—1)tnv, oder auch 


5. am3u —= amv—+ 2arctang (ae —1 )tnv). 


N Glei —_ . @a-+1) sn uf a? sn: u 
Zusatz us den Gleichungen sn» = ERTL und 


(2 «’—1) sn’ ‘—1)? sn‘ N 
re - folgt, dafs v—L fü v=K und 
3u=K fürv=L‘ ist. Da nun immer v = (?a-+1)u ist, so ist 
= la-+1).K wd L = 1Rra+rN).K, 
und hieraus folgt noch durch die Division 
aa 2 K 


L = 3.7: 


sn’ 3u = 


Neunzehnter Abschnitt. $. 23. >91 


$. 282. 
Umformung der Gleichung 2 =sn uw in eine ähnliche durch eine Substitution 

'- fünften Grades. 22 u 
i ER ‘ _„ax-tex?’+ex° 
Die Substitution fünften Grades hat die Form y= bar tdre 

na A ; Ar 278 r 
Setzt man hierin iz statt © und gleichzeitig = statt y, so erhält man 
Aa dkx bh? 23 +15 x° 
HR e-+ch?x”+akt x: ’ 

und soll dieser Ausdruck mit dem vorigen zusammenfallen, so mufs 

k ..; ae, Kat ea gi 2 hei nn de 

RE Yorrzltr ©. 3 1: u Ve = Ale Keen 


sein. Aus demselben Grunde wie bei der Substitution dritten Grades setzen 
wir nun en 
| —. Ad+sx)i+tex+ px”)? 

I+y Er 1+b2? dr: 

Hieraus folgt rückwärts 

(+20) e+(@?+2ß+2e— db)? +(a?+2P+2aPß) + +2eß— d)at+P? x° 


A 1+bx2?-+dx* ’ 
und auch dieser Ausdruck stimmt mit dem vorigen überein, wenn 
a= 1+2a,. 
b=a@+2P+2a = (@+B)+B+ 20), 
2. !c= @+2ß+20p = (+B)+BI+ 2a), 
d= P+2uaß = B(P-+2e), 


e = Bil Ä 
gesetzt wird. Beziehen wir nun die Modular - Functionen des Arguments u 
wieder auf den Module% und die des Arguments » auf den Modul X, so 
haben wir, 2=snw und y = snv setzend, 


(1+2e)snu+ (a? +2 +20P) sn? u P? snsu 


3. SE ua Do) an2gerk S(AH 2a) aut u 
Hieraus folgt PEN | 
N Kin (1+snu) (1+«snu—+ ß sn? u)? 
2 aaa 1+(02+2#-+20)sn?u+ (#?-+2aß)sn® u’ 
ai 1 e) (1—snu) 1—asnu+ßsn?wW? 
FRA 1+(0?+2$-+20)sn?u-+ (P? +20) sn* u ’ 
wi (A+ksnuu)(d+aksnutk?:sn? u)? 
En a [CE = CE 272 DIE ern 


l A ER, ..A—ksau)(f—aksnutl? sn? u)? DR 
En 5° (1+(@ +24 20) sn®u+(? +20 ß)sntu 
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Hieraus erhalten wir nun leicht 


RE enu(l—(a?—2Pß)sn?u-+-ß?sntu) 
6. Es a a RE ? 


Endlich findet man 


Bi A d+20) mu (dto)ite+2B)-F20+t) u+(l+a+Pp)?tnd u tnsu 
IH 2428 -or)tneut(l tl —as)iniu 


Differentiiren wir die Formel (3.), so erhalten wir 


cnv.dnd.ov = 


a-+ (de —ab)an? ut (be — Ind Se)en wi (3be a nn Se .cna dnw. du. 


Werden die vorigen Ausdrücke für cnv und dn» substituirt, so erhält man 
Bus, at Be — GB VEN BERRDEEREEE IN RTL E ER )en vonndanath 
(1 (02— 28)sn? u+ß? sntu) (1 20). - sn? une «) 


ou 
Dieser Bruch reducirt sich aber, Den für 8, d, 6, Ss e, k* und A* ihre 


Werthe substituirt werden, auf a —a—=1-+2a, und hieraus folgt 
8. _ ve = (1+20).u. 


S. 283. 
Nach $. 282. ist R—!2 und "= Zi also ist > 
"C+2aß@ +R+2a+P? = (?a+P)(o a 


Diese Gleichung reducirt sich zunächst auf 
@+Pp’ = Eee 
Durch weitere Entwicklung finden wir 
2P ll +&+P) = \ 
iernäch kann ß aus « berechnet werden, ni, es wirkliche Auflösung 
erhalten wir 


ot — Y(A+H@)(1+20)) = YlA+a) +20). 


Es ist ? = ar EN und t—=£ Ferte, Diese Ausdrücke 
könzen noch in anderen Formen dargestellt werden. Es ist 
en RE er EL TR 


ut 
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Subtrahirt man auf beiden Seiten Eins, so hat man 
= Ta, ale „Kr — te _ +6 __ a4 et 
2atß 0248’ 28 — e+# B+2aß Al+20) N BH2e)' 
Hiernach erhält man Ak! = B.( =) oder auch 
5 — Pre (e—2) 
I rer 
Es ist nun 2P = yv(i+@)(1+2a))—1— a, also: 
2B—a = v(l+20).(vV(l+a)—y (14 20)), 
folglich ist 
Maul —aly (v (1-+ a?) (142 6)) — (1+0))? 
AV(H2e)' . Vite!)—_V(it2e . 

1 Vito!) +V(1+20) . h ß 
und da ver Val) ( ee +2) ist, so reducirt sich 
der Ausdruck nach einigen leichten Reductionen auf 

en er 
2 = 1—(1+0—0) IHf3a 
Setzt man k= sind, so ist cos?9 = 1— 2A, und also 
Me 1... 00329 = Ata—a)yirz, 
olglic ‘ 2— 0 
sin2) = Y(« ro) 
Setzt man nun noch «a = 17, Er „ so ist 
2. AdA+2o)(1+20) = 5 und 
3. sin29 = y (aa). 
2a 
a en Aldek 2a) TR 
Es ist E We PÄt2o)’ also ya ey 3 folglich 
wur) 
ß 
22 wie 1 ar 
Da + ; I rer EN aner- 


— V(dFe) +20) +1) 


hält ER wenn dieser Werth und der vorhin für ar gefundene substituirt 


wird, nach einigen Reductionen, 
Rn DR DE II OU 
7 (+20) Vir2e' 
Wird nun X = sin‘, also A’= cos#‘ gesetzt, so hat man 
1 2 
cos?d’ = A110) Vase 
75 
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Aber aus der Gleichung (12) (2@’+1)= 5 zieht man = rn ferner 
1—1la—a? __ une 1+ BISY ie’? , 
ra a u rer 
daher ist 


cos = — (1+0'— ya -, oder cos !(47—#‘) = Hau Ve 
Hieraus sieht man, dafs sich 8 mit 4m —d9', also k mit N’ und k' mit N 
vertauscht, wenn a mit a’ vertauscht wird. 
Wir erhalten noch sin2 0 = y(a*. 15.) oder 
4. sin?’ —=y(a“.a), und da sin2# = yY(a’.a‘) 
ist, so können aus den beiden durch die Gleichung (1+ 2a) 1+2.) =5 
verbundenen Constanten & und «’ beide Moduln 9 und 6° berechnet werden. 


Man findet auch rückwärts 
z 12 


12 
Ya sin 20° Abd, y sin520 
ae Ayo, ud «= en) 
und hat also die Modular- We 


a j/sn:20) 5 
B. (1 +2 yani20) 172 90) 292 


welche zur Berechnung des einen Moduls aus dem anderen dienen kann. 
Wir stellen die Modular-Gleichung in noch anderen F'ormen dar. Es 


sei wieder Be RE 
ya en lee y An, 
Dt 4 _n® ___./ ß+2e 2 «—2 e x 
so ist Yr=a — Vous) Bet also rückwärts 
_ 2m? +2pn? 
TI men? * " 
} k5 ‚20 ‚5 
Ferner it ® = = = = - ‚also = — und Bn’= nm’, mithin ist 
_ Zm?+2nm:® __ 2m?(1--nm?) 
Den m2hn®. 00 :m?-En2 
Ferner folgt aus der obigen Gleichung 
n? a __ P-+2«e mn? —ß __ m nt —m* 
m" "7 1+20 oder 2a = 1i—mn: "  n 'i—mn:! 


Werden die beiden Werthe von « identificirt, so erhält man die Gleichung 
6. m —m+4mn: 45mm — 5n’m'—4Amn = 0. 
Da m" —m’ = (n'+n’m’+m’)(n— m?) ist, so läfst sich die vorige Glei- 
chung auch also darstellen: 
(n? — m?) (n! + 6m? n° Lan‘) = 4mn(1— mn‘). 
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Verbindet man hiermit die Identität 
(n?’— m’) .Amn(n’ + m) = Amn(n’— m‘) 
durch Addition und Subtraction, so erhält man die Gleichungen 
("—m’)(n-+-m) = 4mn(1+n) (I—mt), 
(n—m’)(n— m) = 4mn(i—n®)(1-+ m). 
Hieraus erhält man durch die Division 


n—m\* _ A—n: Im! 
( ) = i+n:' I—ma oder auch 
4 


VAZVENAT aa At 
Die Multiplication giebt aber 
(n’=-m?)? (n’—m?)* = 16m? n?’(1—n?)(1—m?) oder 

(n’— m’)? = 16m’ n’(1—n?)(1—m°), also (YA—y k—=16y(ki).k” nr”, 
oder 8. va—yhP=Arnk ek). 
Da man %k mit A’ und gleichzeitig %' mit A vertauschen darf, so ist auch 
noch (YA—yı —=4Ahkr v (k’N’), und dividirt man die vorige Gleichung 
hierdurch, so hat man 

4 


Bee, ) ji er) N 


4, 


Vk—vV. kr 
ar va 
EV T NR: 

$. 284. 


Die ergänzende Substitution fünften Grades. 


Es ist schon $. 283. gezeigt worden, dals man in den vorstehen- 
den, sich auf die Substitution fünften Grades beziehenden Formeln, ohne 
die Modulargleichung zu ändern, a’ statt « seizen darf, wodurch & mit X’ 
und A‘ mit A vertauscht wird. Werden aber die beiden durch die Glei- 
chung (1+2a)(1-+2u‘) =5 verbundenen Gröfsen mit einander vertauscht, 
wodurch sich ß in ß‘ verwandelt, so ist 
1. 2P(1+a+P) = a” oder 2P'+@/+1 = v((li+a”)(14+ 20‘). 
Setzen wir nun v statt u, wodurch v in «’ übergehen mag, so verwandelt 
sich die Gleichung v = (1+?2u)u in w = (14+2«a‘)v; daher ist u = 
(1420) (1+20’)u, oder vw“ —=5u. 

Hiernach verwandelt sich die Gleichung (3.) $. 282. in 
(+20) sn’ v+ (a2 +2 84 20’ 6) sn’? v+P’? sn‘sv 
 I+le?+2@+20 an? + (+20 A)entv ? 

73” 


2. sı’5u = 
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wenn man sn‘vo auf den Modul X‘, so wie sn’5u auf den Modul %’ bezieht. 
Dieser Gleichung gemäfs ist für v—=L’ auch m’ 5u—=1 oder 5u=K', 
und da immer » = (1+2u).% ist, so ist 
3. L= 1(1-+2o).K'. 
Der Gleichung (3.) $. 282. ur ist aber fr v= K,v=ZL, und also 
4. —= (1+2u0).R. . 

Wird diese Gleichung durch a2 vorige dividirt, so erhält man noch 

$ L- iR 

Os 17 =): K’ 
und dieser Gleichung gemäfs ist der Modul A merklich gröfser als der 
Modul %. 

Auf ähnliche Weise wie die Gleichung (2.) hergeleitet wurde, findet 
man 
BE (A+20) tn’ v+ (dt) AH +2) +2) mot Hin 
1+(2-+2#'— @’?)tn/’?0-+ ((#’+1)? — a’? ) tn’tv 


Seizt man in dieser F'ormel gleichzeitig v? statt vo und 2 stati w,- so bleibt 


die Gleichung v = (1+2«)% ungeändert und man erhält 


BIER (1+20‘)snv — ((l+0') (A+a’+2P) + 2a’ +l)sn?v+ita/+BN)?ensv 
71-2723 — @%) sn? o+((8# +1)? —a®)en®v 
Eliminirt man hieraus mittelst der Formel (3.) $. 282. die Function snv, 
so erhält man sn5w durch sn ausgedrückt; daher ergänzen sich die beiden 
in Rede stehenden Substitutionen zur Verfünffachung des Arguments. 
Führt man in die Formel (6.) eine Gröfse ß, statt ß’ ein, indem 


man ß, = mn 0: oder P’= Tg setzt, 


so erbält man f KR \ r 
'\snv a’ ?sn5 

1. an5u — 1:8 ae are a Pa | 
Vergleicht man diese Formel mit der Formel (3) $. 282., so zeigt sich 
eine merkwürdige Uebereinstimmung und das einfache Gesetz, dafs in den 
Formeln (3. bis 7.) « statt a‘, ß statt ß,, & statt A, X statt %k, v statt w 
und 5% statt v gesetzt werden mufs und dafs sie sich dadurch sämmtlich in 
die sich auf die ergänzende Substitution beziehenden Formeln verwandeln. 

Zusatz. Aus den Formeln (3. und 6.) für snvo und cnv. $. 282. 
leiten wir noch her: 


SUY—SnU @Ssnu cHnu otna 


envotenu ” 1+(c+P)su?u 7 1-(+c+P)tn?u 
Diese Gleichung läfst sich. umformen in 
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anv = am + 2 arc tang ( umband ), 


RE 1+(1+a@ +9) tn?« 
und hierin ist 1H«+ß = 1+e+Y ((I+a?)(1+20)) 


sTlssn Demmin anasarnsareng © 

Nach dem kurz vorher nachgewiesenen Gesetze findet man nun noch 
o’inv ) 

I+(1-+e'+#,)tin?v/? 

und hierin ist 1+@/+ß, = air Wlcha ONE, 


am5% — amd + ?arc tang ( 


Allgemeine Umformung der Gleichung = — snu in eine ähn- 
liche durch eine Substitution nten Grades, wenn n eine 
ungerade Zahl ist. 


$. 285. 
Es sei, mit Beziehung auf den Modul %k, wozu der Quadrant K und 

als conjugirter Quadrant K’ gehören mag, 
_ 2aK+2biK 


4, 
n . 


Ferner sei n eine ungerade ganze Zahl, « und 5 hingegen seien ebenfalls 
ganze Zahlen, nur mit der Einschränkung, dafs wenigstens die eine dieser 
beiden Zahlen keinen Factor mit n gemein habe, welcher gröfser als Eins 
wäre. Bilden wir nun das Product 

1—y = g(1—snu) (1— sn(u + 2o)) (1— sn (u+40)) (1—sn (u+6w))..- 

...(d—sn(u+2(n— 1)w)), 

welches aus 2 binomischen Factoren besteht, so hat dasselbe die Eigen- 
schaft, dafs sein Werth nicht geändert wird, wenn man das Argument x in 
ihm um 2% vermehrt. Abgesehen von dem constanten Factor y, dessen 
Werth‘ wir noch näher bestimmen werden, verwandelt sich jeder Factor 
in den nächst folgenden, wenn %+?2w statt u gesetzt wird, und der 
letzte F'actor verwandelt sich wieder in den ersten, da sn(u+?Inw) = 
sn(u+4aK+4biK')= snu, also auch 1— sn(u+ 2nw) = 1— sn ist. 
Seizt man in der Gleichung sn(w + ?nw)=snu, u—2ßw statt u, so 
verwandelt sie sich in j 

sn(u +20) = su(u—2ßw), für a +ß=n. 
Hiernach kann das vorige Product auch also dargestellt werden: 
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(1— sn (u+2w)) (1— sn (u+4w)) 1— sn (u+6w)) ... 
... (1— sn (u-+(n—1)w)) 
1 Sy mg (1— sn (u—%)) (1— sn (u—4w)) (1— sn (u—6w)) ..» ; 
... (1— sn (a— (n—1)w)) 
Da nach $. 36. (1—sn (u +20) 1— sn —2u) = re en! 
| en?20.(1— 05.) | 
1—k?:sn?2w,sn” u 


ist, so erhalten wir, wenn wir zur Abkürzung 


p = ( sn?w. sn4w. snbw.... su(n—1)w)", 
| p'= (suc?w.suc4w.snc6w....sne(R —1)w), 
i g = ( en?w. cn4w. en6w.... cen(a—1)w)”, 


r = (dn?w. dn4w. dn6w.... da(n—1)w)', 
r’ = (dnc?w.dac4w.dncbw....dne(n—1)w)’ 


seizen, woraus leicht 


| g’ = (cne2w.enc4w.cenc6w:...cnce(R—1)w)", 


In—1 
Pe I, = kunt, E und 28 “ 


= 
folgt, die Umformung 
sn u sn«w \ Sn u 2 
vr yaig len) u Pa oe tt 
1—y = 99.(1— snu) (1—k? sn? 2w.sn? u)(1—k? sn? 40.sn? u)....(1—k? sn? (n-1)w.sn? «)" 
Wir bestimmen nun den Factor g so,.dals u=0 für y=0 wird. Setzen 
wir aber v=0, so erhalten wir 1—y= 99; also muls 99 =1 sein, 


wenn y=0 sein soll. Hieraus folgt g ut und also 


6? 
3. 1 _-y= (1—Xr) = D.D . 
wenn wir zur Abkürzung setzen: | Zi: 


Ic = SnU, 


a er 


a EZ. an ee 
D = 1—ks1Ww.x) (1—k sn4w.2)(I—ksn6w.2)....(1—ksn(n—1)w.r), 
\D=(+ksmiu.z)(I+ksndw.2)(1+ ksnbw.n)...(1+ksun—1)w.r). 
Für die Werthe e=snew, snc4w, snc6w, .... sne(a—1)w wird C=0, 
also 1—y=0, folglich y—=-+1, und für =1 wird y=1. 
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Aus dem Ausdrucke 1—y = he folgt y = al 


Da nun DD‘ von der (na—I)ten Ordnung, hingegen (1—x).C? von der 
nten Ordnung ist, so ist der Zähler des Ausdrucks von y eine rationale 
ganze Function von = von der nten Ordnung. Da ferner y=O für 
z=snu, —0 ist und y seinen Werth nicht ändert, wenn das Argument « 
beliebig oft um 2w vermehrt wird, so befriedigen die Werthe x = 0, 
z=sn?w, = sn4w, DER =6w, .... 2z=sn?(n—1)w die Gleichung 
D—-1—2)C0’=0. 

Jene Werthe sind BR en verschieden von einander und ihre Anzahl n 
stimmt. mit dem Grade der vorstehenden Gleichung überein. . Daher ist 


DA ra en) 


wenn u. einen noch näher zu bestimmenden constanten Factor bezeichuet. 
Da sn2aw = — sn?ßw ist für a+#ß=n, so haben wir auch 


D’—- 1-2) = all I + SM Mt) 
Er (1— rSEupn (1+ sn (n Eur) n) 
= ur(1— al nn)" y nn) 


(1 51 — ra ee G- sn? nn 


1. ya ne. ne.) en?60.0%).. Ann _1jo.2)' 
Setzt man in diesem Ausdrucke — x statt x, so sieht man, dafs sich da- 
durch y in —y verwandelt. 

Da (n—-Nw= 2a K+ 2b: K—o, (n—2)w=2aK+2biK'—2u, 
u. S. w. ist, so ist 
sn (n-1)w=(-1)*.snw, sn(n-3)w=(-1)°.sn3w, sn(n-5)w—= (-1)*.sndw u. 8. W., 
also 


und also 


sn’(n-N)w=sn’w, sn’(n-3)w—=sn’3w, sn’(n->)w=sı’5w u. 8. w. 
Auf ähnliche Art findet man 

en’ (n-1)w=cu’w, cn’ (n-3)w = cn’3w, en? (n-5)w=cn’5w u. S. w., und 

dn?’(n-1)w= dn’w, dn?’(n-3)w = dn’3w, dn? (n-5)w = dn’5w „u. Ss. W. 


Hiernach kann die Formel (1.) auch also dargestellt werden: 


(G-,)( - FI) (an) 


“ TR ne k? sn? @.02 1—R? sn? 20. 2?)(1—h? sn? 30.x?)....(1—h? en? 4 (n-1) 0.2?) 
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Ferner hat man auch 

—= (snw. sn3w. sn3W .... sn4(n—1)w), 
p' = (sncw.snc2W.8nC3Ww....snc4H(n—1)w)”, - 
g = (enw. an?w. en3Ww.... cn4{n—1)w)’, 
g’= (enew.enc?w. enc3w ....enc+(n —1)w), 
r = ( dow. da?2w. dn3w.... dn$(n—1)w)’, 
r' = (dncw.dnc?w .dnc3w....dnc(n —1)w)?. 

Die Constante u läfst sich dadurch bestimmen, dafs man = 1 setzt, 

wodurch nach 8.285. auch y=1 wird. Hiernach erhält man 


— u. le, — (1er, also 
1 = u DD, 


7 ann P _ (2 4\0-n (_S0@. sn2w. sn3@.... sn4(n—1) w\? 
4. N al EN © Ih j ee ee x 

Da sich y in —y verwandelt, wenn — x statt x gesetzt wird, so 
verwandelt sich die Formel 


0: ° 02 
5. i1-y = 1—2).pp in ify= A+2L.np 


So wie ferner 
1—y= „Un u) (1— sn (u+2w)) (1— sn (uU+4w)) (1— sn (u+6w)) ... 
4 ..(1— sn (a +2 (n —1)w)) ist, so ist auch 
(+y =, (i+ sau) (1+ sn (u+2w)) (L+ sn (u+4w)) (i+ sn (u+6w)) .... 
..(1+ sn (u+2(n—1)w)). 


Es ist y=0 für e=0, +snw, +sn%w, +sn3w, +sn4wy ..... +sn3(n-1)w. 


$. 237. 


Wir stellen die Formel (1.) $. 286. noch in einer andern Gestalt 
dar. Es ist zunächst | 
— (—_ yon, PR _ mn? u an 20 sn? u— sn? 4w € 
a pe‘ SN%. TER sn? 20.00 NI—hran? done" 
sn? u — sn? (n — 1) w 
1— k? sn? (n—1)o.sn2w" 


Da nun ut 


= Sr ist, so haben wir 


Ya -7onu.sn (u + 2w) sn (u— 2w) sn (u +4) sn (u— 4) ya 
1. ; ... Sn(U + (Rn — 1)w)sn (u—(n—1)w) oder auch 
N „7 nu.un(u+ 2o)sn (u + 4u)sn(u+ 64) ..8n(uU +2 (n—1)w). 


Je 


% 
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Die Formel (2.) $. 286. läfst sich ganz ebenso in 

v= 7 snu sn (uw) sn (u— w) sn (+2) sn (u— 20) sn (u+30) sn (u— 30)... 
.sn(u +4(n—1)w) sn (u--4(n—1)w) 

verwandeln. Setzt man u-+iK’ statt , also ei statt © und bezeichnet 


den geänderten Werth von y durch y’, so hat man auf der Stelle 


1 1 
NER Pr ee E, 
MT p’.k” " snusn(u+-2o)sn(u-40)....sn(#-+2%(n —1)o)’ 
daher ist | 
Pa 1 
nf KEIE p'? „kr > 


Setzt man also 
2. x = p%.k* = k'.(sucwsnc?w sne3w....sncHn—1)w)", 


: 1 F : 1 k 1 
Den a 
syity = I. und es verwandelt sich also y ın DS wenn € m 
verwandelt wird. 


Hiernach verwandelt sich also 
hy — a+rsau) (+sn(u+20))....A+sm(u+ 2(a—1)0)) in 
1447 _ B. (1++ksn u) (i+ksn (u-+20)) (1+ksn (u+40))... (i+ksn (u+2 (n- ao) 


ar 7 Gh snu.sn(u+2o)sn(u+40)....sn(u+2(n—1)o) 
4 
Da nun io = = = n ist, so erhält man, wenn diese Gleichung mit der 


Gleichung (1.) N wird, 


1+ry= — (I+-ksnu) (1+ksn(u +2w))(1+ksn(u-+4w))... 
..(14+ksn(u+2(n—1)w)), und eben so 
1a = then ikea 2a) lichten). 
.(—ksn(u +2(Rr—1)w)). 
Stellen wir die erste Ford! also dar: 
(1i+ksn(u+20)).(1+ksn(u+4w)).. ‚| 
1 | 1+ksm(u+(n—1)w 
hr er lihkunm): ei HUNTER a 
| | en DEN 
und beachten, dafs nach $. 36. 
(I+ksn(u+2%)) (I+ksn(u—20)) = a 


(14+ksnc2w».x)? 
Be ER 
= dn’?w. WR LIRED Pepe” 


e 76 
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® 
ist, und setzen wir noch 


B = (1—ksnc?w. a FE oh rg 
..(1—ksne (n—1)w. x), 

— (1+ksnc?w, 5 (1+-ksnc4w.x) (1+ksnc6w.z) ..- 
..(1+ksne(n—1)w.x), 

so haben wir | | 

5. 14Ay = (tk). ud 1-Ay = (I-ka).yp- 
Zieht man aus dem Producte dieser beiden Gleichungen die Quadratwurzel, 
so erhält man 


a a. BP‘ 
va-ny) = Var 
Da nun für =1, y=Llist, so erhält man, wenn man YI—M)=NX 


setzt, zunächst 
DEN ker u Jain 1 . 
RER _ m oder A K" (ne er 
$. 288. 
Die Function y kann auch in der F'orm eines ngliedrigen Ausdrucks 
oder in der E'orm einer geschlossenen Reihe dargestellt werden. Nach 


$. 287. ist 


x (x? — sn? ») (x? — sn? 2 ern: E 2_ sn?! um) a) 


Sieht man nun y Ba gegeben, x nn Ava area, At so hat man 
eine Gleichung v von der Form 
4 "—_ Agı4A, a Bd == 
a. In derselben sind die Coöfficienten 
= (—1)"V,9.k"!,p'y und 
an w+ sn" 2w+ sn’3w + sn’4w.... + sn’4(n—1)o) oder ÄA=_;, 
wenn man zur Abkürzung setzt: “ 
1. s= u+3n?20+ 1304... sn 4n —1)w. 

Die Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind aber schon bekannt; 
deun es ist 2 —=snu schon eine Wurzel der Gleichung, und da y nicht 
geändert wird, wenn % beliebig oft um 2«w vermehrt oder auch vermindert 
wird, so sind die Wurzeln überhaupt | | 


1 2 | 3 n—1 
z=mu, = cr > v=san(u—Ww), .... z=sm(U + (n—1)o) 


ud z = Er (u— (n—1)w). 


Neunzehnter Abschnitt $. 289. 603 
Es ist nun der Coöfficient 
1° 1 2 3 7 
und der Coöfficient A ist gleich der Summe der Producie aus je zwei von 
diesen en Es ist also | 4 
1 2 3 n 2 
Ar zus @+zt+2.. +2) = "+2°+27°..+2°+2.4 oder 
1 2 
2-0 TR „+2 = A’—2A. 
Wir vereinfachen noch den Ausdruck des Coöfficienten A.. Es ist 


RR Gr > also A=yu.p%.k-.y — BR .y. Daher ist 


Su .y = snu-+ sn (+20) + nu +4) Ent bb)... 
2. ..+sn(u+(n—i)w) 
+ sn (u— 20) + sn(u— 40) + sn (u—6w) +... 
+ sn(u— (n—1)w) 
und noch aufserdem 

€ By. YP-+2s=sn TOR KEE DENE 

8. oe tsn(u + (Rn —1)w) 

+ sn? RE +sn°(u— 40) +’ W—6w)... 
+ sn? (a — (Rn —1)w). 


S. 289. 
Differentiiren wir die Formel (2.) $.288., so erhalten wir 
‚ Au oy __ 
ol Se a 


enudna + cn (u+2w) dn (u+2w) +... + en (u + (n—1)w) dn (u+(n—1)w) 
+ en (u—2w) dn (u—2w) + ....+ en (u— (n—1)w) dn (u— (n—1)w), 


woraus erhellet, dafs das Differentialverhältnifs = ungeändert bleibt, wenn 


das Argument « beliebig oft um 2w. vermehrt oder auch vermindert wird. 
Dasselbe folgt übrigens aus der gleichen Eigenschaft von y selbst. 
Da 
en (u +2w)dn(u + 2w) + en(W— 2) dn (u— 2%) 

_. 2en2»dn2».enudnu(1-+-k? sn? 2w.sn? «) 

Pia (1—k? sn? 2w.sn? «)? 
ist, so erhalten wir auch | 

76 * 
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u De! sn?2@.%?) 


I — Eonudun. (I PERER EN 


ou iu (4 kn? 2w.x?)? 
ev 2cn4o.dn4w.(14+-k? sn?4w. FON Se ‚dn(n-1)w.(14+k? sn? (n-1)w. u 
(1—k?sn?4w.x?)? ie (1-R? sn? (n-i)o. )w.x?)? 


Der Factor Be dnu=y(l— z’.y(i—ke) ist =0 für 2=+1 und 
für 2-47, d.h. für 

x = +snK und e z = +sn(K-+iK'); 
für diese Werthe ist daher auch 27 —= 0. Da sich nun der Werth die- 
ses Verhältnisses nicht ändert, we das Argument u um ein Vielfaches 


von 2w vermehrt oder vermindert wird, so ist überhaupt = —=0 für 
Werthe von der Form 

z—= +sn(K+2w) = +snc2aw und = +sn(K-HK’+2uw) = 3 Pal 
wenn «a eine ganze Zahl bezeichnet. Der eingeklammerte vielgliederige 


’ 


Factor von = kann als eine rationale gebrochene Function von x dar- 
gestellt werden; der Nenner ist dann (D_D’) und also eine Form (Ir — ?)ten 
Grades. Bezeichnen wir den Zähler mit X, so dafs 

oy __ emu.dnu. X 

ou D.D': 
ist, so ist auch X eine rationale ganze Function von z vom (?r — ten 
Grade, welche für die folgenden Werthe von x gleich Null werden mufs: 

x = +snc?w, +snc4w, +snc6w, .... +sne(a—1)w und 
— ksnc2»’ ksnc4w’ ksnchw’ k snce (n—1) o 

Alle diese Werthe sind verschieden von einander, und da ihre 
Anzahl =2n—?2 mit dem Grade der Gleichung X = 0 übereinstimmt, 
auch der Nenner (DD‘) für keinen jener Werthe unendlich wird, so sind 
jene Werthe die Wurzeln der Gleichung X = 0. 

Die in der ersten Horizontalreihe enthaltenen Wurzeln befriedigen auch 
die Gleichung C©.C’ = 0 und die in der zweiten Horizontalreihe enthaltenen 
Wurzeln befriedigen die Gleichung B.B’=0 und sind die sämmtlichen Wur- 
zeln dieser Gleichung; daher hat die Gleichung X = 0 dieselben Wurzeln wie 
die Gleichung BB’CC'=0, und es ist mithin für jeden Werth von x, 

X = 9.BB'CC', 
wo g eine noch zu ermittelnde Constante bezeichnet, oder auch 


0.C'.B.B' 


EZ 
ne = g.enudnu. Sy Dir" Bi 


ou 
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Da aber aus den Bee: $. 286. durch Multiplication 
v(i—y’) = cenu. Ei 34 folgt und nach 8.287. Y(I—X’y’) = daw. z ern 


ist, so ist 

EN 

ri: voran 

Da ferner für u=0, y=0 ist, so ist 

3 dy | 

gu = Sva= over" 
Setzen wir gu =v, so ist, der gefundenen Gleichung gemäfs, y der Modu- 
larsinus des Arguments vo für den Modul 1, Beziehen wir also die Func- 
tionen snd, cnv, dnv, tuv auf den Modul A, also sn‘v, en’v, dn’v, tn’v 
auf den Modul X’ = y(1—X?), so ist 
1. y= sm, y(-y) = ev, vi—ı'y) — dıv. 


Den constanten Factor g finden wir leicht. Nach $. 286. ist z (für <= 0) 


= u; ferner ist + — 7. nach der bekannten Regel für v—=0 gleich 
x SNnU 


ge eM an =g, also ist = u und mithin 

2. vom W-U. 
Die Gleichung = = sn« ist also in die ähnliche y== snv mit einem andern 
Modul durch eine Substitution - nten Grades umgeformt worden, und es 
haben die Argumente # und v das durch die Gleichung (2.) ausgedrückte 
constante Verhältnifs zu einander. 


8. 290. 
Wir haben nun in. den vorigen Formeln nur noch durchgehends sn v, 
mit Beziehung auf den Modul X, stalt y zu setzen. Aufserdem ist 


v=y ee N i 


we = und Me a ist, so ist 


ga Yir- Ferner it p = (—1)}""D.u.p', also 
pP = (Nie. uyar- Day — Km M. un # 3 Z ist, so ist 
A. ken “ 


g‘ gig - (1 Ve Ir und 
r' = V(X'k"). 
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Werden auch noch diese Werthe benutzt, so erhalten wir 


snv = free De an En 6W)... 
.sn(u+2(n—1)w), 
1—sıv = Ye In ) ie) an lach2u)) (1i—sn(u+4w))... 
„(d—sn(Ww+2(n—1)0)), 
1+s0v = Y(4) ) d-Fsn0) im + 2w) (+ sn(u+40)).. 
..(i+s0(u+2(n—1)0)), 

E 1—ı\sıv = VE) -AmwCıRntu+20) (1—ksn(u+4w)).: 
kn +2n 1a), 
Tara YG 7) + ksnu) (14 ksn TORE (1+ ksn(u-49)) .. 

.. ip ksn(uF2a—1)u)), 
av = Y a) cnu. en (u+2) BEE Ye ..cn(u+%(n—1)w), 


dv = Vs) . dnu. dn(u+2w) dn (u+4) .... dn(u+2%n—1) wo), 
nv = ICH . tn. in(u-+2u) tn (u+4) +... tn (un) 0). 


Aus diesen Formeln folgt noch, da sncv = Een ist, 


ia 1) snc u 506 (44-24) snc(u-40)..sn (u2m—1)@); ebenso _ 
encv = Y(4F") enew ene (u 2u) ene (u+4u) ... one (u+2(n—1)w), 
Anev = (2) dneu dne(w+2u) dne (u+44)....dnelu+2(n—1)), 
inev = Y(#-) new tne(u+2u) ine (u+4)... . Inc (w+2(m=1) u), 


woraus erhellet, dafs snv, env, dnv und tn sich in snev, encv, ducv 
und tncv verwandeln, wenn K—u statt u gesetzt wird, wenn man nur 
beachtet, dals —w statt w gesetzt werden darf, ohne die vorstehenden 
Formeln im mindesten zu verändern. Bezeichnen wir den zum Modul A 
gehörigen Modular- Quadranten mit Z, so ist sowohl 
v=nu, alsauch Lv =u(K—u), und also 
3 L=wK 

Der Quadrant Z ist mithin reell, wenn « es ist, und imaginär, wenn 
imaginär ist. ne 

Setzt man in der Formel für dnv, u—iK' statt u, so verwandelt 
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E} ® i 5 u . x E A £ 
sich dn® in —— und man erhält, wenn man den geänderten Werth von v 
mit v’ bezeichnet, 
gr 
yon — , also 


dnv' = \Gm) "tnu RETTEN ‚‚tn(u+2(n—1)o) 


dnv’ = a 

Bezeichnet man nun den zum Modul A’ gehörigen Modular-Quadranten mit 
L‘, so ist auch dua(e— ni: L‘) =, und also dnv’ = du(v—n:L’), oder 
v=v—niLl. Wird also w—:K’ statt u gesetzt, so verwandelt sich v 
in v—niL’; mithin verwandelt sich die Gleichung 

v=uu in v—nil’=yu(w—iK’), undes ist also BEZ iK', oder 

4. n.L'= u.K. 

Aus dieser und der vorigen Gleichung erhält man endlich 


L K 
5. L' — Ne K° 
$. 291. 


Die F'ormeln für snv, cnv, dnv und {nv lassen sich auch also darstellen: 


snv = va .snu. sn (u + w) sn (u—w) sn(u + ?w) sn (u— 2)... 
.sn(u+3(n—1)w) sn (uw—4 aa) w), 
av an) cnu. SER ER, en(u + ?2w) en (u— 2)... 
... cn (u + 4(n—1)w) en (u— De, w), 
nv = YE . tanz. in(u + w) tn(u— w) tn (u +2w) in(u—2w)... 
tina +43(n—1)w) Iin(u—4(n—1)w), 
dnvo—= Ye“) . dnz. dn(« + w) dn (u— uw) dn(u+ 2%) dn(u— 20)... 
...dn (u +4 (n—1)w) da (u— 4 (n—1)w). 
Setzt man hierin gleichzeitig 4 statt « und 4v statt v, so bleibt die 
Gleichung v = u.u ungeändert und man erhält dadurch 
in3v dn4v = tn} zu. .dn4u.tn (4u+w) dn(1u4+w) tn Au—w) dn Au—w) 
X tn(4a+2w) dn (4u+20) in Au—2w) dn 4e— u). . 
..tn(4u+ +n-1)w) dan 4u+ 4(n-1)w) in Gu—4n-1)w) dn4u—} ala 1)w). 
Da nun aber ir rn — tn}w dn4u ist, nach $. 32., so haben wir 
1. Ii—env 
1+ cnv 


Br y 1—enu 1— en(u+20) 1—cen(u—2o) 1— en (u+n-1) 0). 1— en (u— (n-1) “)) 
(Fee 1-F en (u+20) * 1-Fen (u—20) **** I+en (u+{n-1) 0) 14 en (u—(n-1) 0)" 
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Wird diese Formel mit der von.snv Baele, so erhält man, nach ‚einer 
geringen Abänderung, 
1— can ma — en) A—en(& +2) I—en(u+4u)).. 
2, ..(l— en (u +2(na—1)w)) und die Division zieht 
1-+cnv = 6 ya R, eau)(ll + en(w+ 2) + en(u+40)).. 
| Rede une (mache 


dn « 
—= ksn4usnctu ist, so leitet man zunächst 


Beachtet man, dafs ker 
g, „/-dnv hide; 1—dn (u+20) 1—dn(u+40) A—dn(u+2 -1)0)) 
\ 1+dnv Ida I+ dn(u+20) "14 dn (u+40) ****1+- du (ut? (n-1) o) 
her, und da v(—dna)y(1+dnu) = ksnu ist, so erhält man 
(1—_dnv = Ye m z22 (i—dı(u+4w))... 
L ..(1—dn hei rk 
1+dıv = Va) A+dne) (1i+ dnlut 20) (i+do(u+4w))... 
.(1i+da(u + ?(r —1)w)). 


$. 292. 
Setzt man auch in der Formel $. 288. für y den Werth snv, so 

hat man 5 
2; *% mv = nutsna(u+2o)+sn(u +40)... +sn(u + (n—1)w) 
. +sn(u—2w) +sn(u— 4) .... + sn (e —(n—1)w). 


Setzt man in dieser Formel -+?K’ statt u, wodurch snv in sn(vo+niZ‘) 


= ee übergeht, so erhält man 
fh, zii kun na a Ba HnErn „. "A Dr 
snv  snu F sn(u+2%) N sn (u+40o)'""" Tal 6 1)0) 
1 1 1 
1 an 7 sn(u—4o)'""" ir sn (u— (n—1)@)" 


Setzt man in.der Formel (1.) 8.291. K—u statt u, also auch L—v 
statt v, und differentiirt man dieselbe ARUNNeBeN .beachtend, dals 


ölog Eee —_ td — an). ou, also ölogyıtee? — de 


1—cncu cucv _. SnvV 
und auch dv = u.du ist, so erhält man 

an 1 N 
:. Fe en (u+20) ar en(u+4 0) ar en(u+(n—1)o) 


1 1 1 
„r en(u—2») F en(u—4w) Teat en (u — (n—1)o)' 


Neunzehnter Abschnitt $.29. 60 


Setzt man in dieser Formel u+:K‘ statt u, also v+niL’ statt v, so ver- 


K Ä und en® in Par, 4 
ik" oncu’ de 2°" oncv 


aufserdem noch K—u statt vu, also L—v statt v, so erhält man, da 
gm — (—1) ist, 
ED, Fun .cno = cnu+cn(w+?2w)+en(u +40) +... 
rs ..ten(u + (n—1)o) 
+cn(u—2w)+en(w—4w) +... 

.. + en (u— (n—1)w). 
a or (47 — am (k(K—u), +) —= k’'tnu.ou ist, 
so erhält man, wenn man die Formel (3.) $. 291. logarithmisch differentiirt, 
5, freue = tnu + tn (u + 20) +tn(u +40) +... in(u + (Rn —1)w) 

Hin —20) Hin W—40) +... + in (u— (n—1)w). 


Setzt man in dieser Formel u—:K‘ statt u, also Feen statt tnu, so ver- 


wandelt sich en in . Setzt man daher 


Da log 


wandelt sich tnv in Fr Wird aufserdem noch K—u statt u gesetzt, 


so erhält man 
(—1eD.u.dnve = dnu+dn(u+2w) +dna +40) + .. 
sp inurl): 
+ RB +dn(w—4w)+... 
+ dan (u— (n—1)w). 
Uebrigens hätte man auch alle diese Formeln durch dasselbe Verfahren herlei- 
ten können, durch welches die erste von ihnen $. 288. hergeleitet worden ist. 
Da sn’(u+(n— o)w) = sn’(u—aw) ist, so kann die Formel (3.) 
S. 288. auch also dargestellt werden: 
7. (##) ‚nv = snutsn{u+o) + sna+ 20) +... + nut rn) _ 
+ sn(u—w) + sn (u—2w) +... + sn °(u—ın-1)w) 


s= s®w+s’?uotsm’3w-+ ...+ sn’} n—1)w. 
$:. 293. 
Nach Formel (1. 8.96.) hat man, wenn «= 1, b5b=0, a —=0 und 
b’—=1 gesetzt wird, 


für 


(7) = —Iim. ie i Pc 
77 


we 
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Ganz. ebenso ist in Beziehung auf den Modul A auch 


L' O4 1 
(7) aa ie Kan = PIE ER, 
L K.\ ; 
und da nach $. 290. I = Nr Ist, so ist 
1 ok n 04 


Da L=u.K, also = Br ist, so reducirt sich die vorige Gleichung, auf 


Boni reale oder auch auf 


a” kl 04 

Ad" Oh" 
Differentiirt man also die Modulargleichung, d.h. die Gleichung zwischen 
dem alten Modul % und dem neuen X, so kann man auf diesem Wege aus 
ihr die Gröfse des Multiplicators u in der Gleichung » = u.u als eine 
Function der Moduln A und %, oder auch als eine Function eines dieser 
Moduln herleiten. 


[7 
£* 


in 
‚Die Gleichungen Y —=p' und ea = r sind im Grunde nur zwei 


verschiedene Formen der vorhin erwähnten Modulargleichungen, wenn man 
sich an die $.286. angegebenen Bedeutungen von p‘ und r erinnert. 


Aufser der vorhin erwähnten Substitution nten Grades giebt es noch 
eine Substitution desselben Grades, wodurch man von dem Modul A zum 
Modul % zurückgelangt, und welche insofern als die umgekehrte der vori- 
gen anzusehen ist. Wird der bei dieser Substitution anzuwendende Multi- 
plicator mit u‘ bezeichnet, so ist auch 

” Al? ok 
MB 
Wird diese Gleichung mit der vorigen multipliciet, so erhält man w.u” = n?, 
oder auch 
PR 2. U. — | 
Wir fanden wirklich bei den Substitutionen dritten Grades 1.43, und 
bei den Substitutionen fünften Grades die Formel u.w' =5. 


Zusatz. Aus den Formeln $. 292. ziehen wir noch einige be- 
merkenswerthe Folgerungen, indem wir das Aug üienl u entweder — 0 
oder auch v=K setzen. 
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Die Formel (1.)' daselbst giebt, wenn «= K gesetzt wird, also 
auchv=L: 


ee A — (+ 2su20 +2 snc4u + 2ow.. ...+2snc(Rr—1) u. 


Ferner ist 
£ 2 2 2 2 

De ar APTE A FT Teuhe sne(n—1)w’ 

3. en. —= 1+2en?w+2en4w+2en6w-+ ...-+2en(n—1)u, 


4. dTV. u a EEE ee ee 


u 
ann SE ng 
win. I IHmtanmtmct tens x 
Ku 2 2 
g Re It ae tage Fat eng 
Sy 294. 


Die umgekehrte Substitution nten Grades, wenn » eine ungerade ganze Zahl ist. 
F a re h 
Nach $.290. ist snv = 5) . P {sn(u+2yo)}, wenn das Zeichen 
0 


pP ein Product aus den n'Factoren bezeichnei,, welche man aus dem all- 
gemein Factor. sn(@-+2'yw) dadurch bildet, dafs man der veränderlichen 
positiven ganzen Zahl y die Werthe 0,1,2,3....(a—1) heilegt. 
: Vermehren wir nun das Argument « noch um 
4), ER IE N, 


so mufs, wenn die vorige Formel EA bleiben soll, der ne v= WU 
gemäfs, das Argument v vermehrt werden um 


«K+biK\ __ aL-+nbiLN\ _ a’ Ei 
| — ME Ly4WiL. 
Da aber ö und b’ ganze Zahlen sind, so ist wegen der Beziehung auf den 
Modul X, 


sn (v+ 22 D-+48%:L) = ®+5 180 


L) und also 


40 Bet RE A 
alt 2) = YO) a TFT), 
wenn in dieser Formel nur y als veränderliche positive ganze Zahl be- 


trachtet wird. ” 
77% 
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Setzen wir nun aytad= — a und dy+b’d = ß, woraus rück- 
wärts sole 


so sieht man, dafs alle vier Zahlen «a, ß, 'y, 6 als ganze Zuahlen betrachtet 

werden können, wenn | 

1. adb'— ba = +1 

ist. Dann aber ist % 
9, = +(aß—bu), y= +(ba—a'ß), und rückwärts 

«= ay+a), BR = by+b‘. 

Die Gleichung (1.) läfst sich aber immer befriedigen, wenn « und db, wie 

wir jetzt voraussetzen, Primzahlen zu einander sind. 

Sehen wir nun auch Ö als veränderlich an, indem wir ihm der Reihe 
nach die Werthe d= 0, 1, 2, 3,....(n—1) beilegen, so bekommen « und 
ß der Reihe nach dieselben, auf alle mögliche Arten mit einander zu ver- 
bindenden Werthe, und es ist also 


5 D fon (op 22 Ada’ L)) = E; p fen ra- de Ba PIREN 


1) 


Statt in dem Kankktei auf der rechten Seite die eben genannten Werthe von 
s und ß zu verbinden, kann man auch die Werthe «=0, +1, +2, 

. +4(n—1) mit B=0; +1, +2, +35... 044(n—1) verbinden. Be- 
rücksichtigt man aufserdem ‘die Formel (1.) e 160., so: hat man endlich 


—1)"D,sn (nu) = 169} sn? sn (v 4 )e (® o-+ SaL 
(oe une =). 


Setzt man nun | 

2a L 

n 

and vergleicht die gefundene Formel mit der Formel für sn» $.290., so 
sehen wir einen hohen Grad der Uebereinstimmung, welcher es möglich 
macht, aus den Formeln $.290. überhaupt auf die umgekehrten Formeln zu 
schliefsen. Man mufs-in den dortigen Formeln \ statt k, N’ statt Ak’, k statt \, 
k' statt A’, a’ statt a, a statt db, also ® statt wo, v statt u und n« statt v 
setzen; dann verwandeln sie sich dadurch in die umgekehrten F'ormeln, wenn 
man aufserdem (—1):" "sn (nw) statt snv, en (nu) stall cnv, du (nu) statt dnv 
und 1)" tn (nu) statt tnv setzt. Zu. demselben Resultate führt auch 
die. Betrachtung der übrigen Modularfunctionen; nur tritt in Beziehung; auf 


oo = 
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den Multiplicator u’ bei dieser neuen Substitution ein bemerkenswerther 
Umstand ein, nämlich, dafs, wenn man v als das gegebene und nu 
als das daraus hergeleitete Argument ansieht, und also nu — w/.v setzt, 
nicht 1‘, sondern (—1)""®,. a aus dem Multiplicator u durch die an- 
gegebene Ueberiragung wird. Aus diesem Grunde verwandelt sich snv 
in (—1)"Dd.sn(nu), too in (—1)"V,tn(nu), aber env in en(nw) und 
dnv in dn(nu). Werden die Gleichungen 
nu=uw.v wid v—=yu.u 
mit einander verbunden, so erhält man 
| kp = N; 

wie schon in $. 293. auf einem andern Wege gefunden worden ist. Hier- 
nach können nun nicht klofs aus den Formeln S.290., sondern auch aus 
denen $. 291. und 292. ebensoviele neue F'ormeln auf die einfachste Weise 
hergeleitet werden, und es müssen diese neuen F'ormeln als die Umkeh- 
rungen der früheren angesehen werden. 

Ein bemerkenswerther. besonderer Fall ist der, wenn man in dem 


Ausdrucke | 
„= 2a K+2iK 
R 
a=0 und 5=1 setzt; dann reducirt sich die Gleichung (1.) auf — bu‘ 
— —1 oder « —=1. Die beiden Substitutionen nien Grades heifsen ein- 
fache Sukstitutionen dieses Grades, und es wird der Mühe werth sein, die 


sich darauf beziehenden F'ormeln in einiger Vollständigkeit aufzustellen. 


$. 295. i 


Die erste einfache Substitution ntes Grades für ein ungerades x. 


Es seien K, K', L, L' wieder die zu den Moduln k, A, A,X 
gehörigen Modularquadranten. Ferner sei zur Abkürzung 
K' 
1. am —; 
n 
alsdann ist in den F'ormeln $. 290 — 293. » = 2a: zu setzen. Hiernach 


erhalten wir in imaginären Formen: 

a ( sn2ai.sn&ai.snb@i....sn(n— 1)ai ) 
snc2ai.snc4ai.snchai....sne(n—1)ai ’ 

k”(sne?ai.snc4ai.sncbat....sne(n—1)a?)', 

gr kr 

7 (dn2ai.dn4ai.dn6ai....dn(n—1)ai)*” 


| 


17 
18 


l 
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u. ee 
= 1+ —— Hama Han 


rm snc12ai sno2(n—T)ai i 
(—1)" Du = 14+2dn4ai +2dnSai + 2dn 12ai....+2dn?2(n—1)a:, 
A — 1snc4ai + 2wnc8ai + 2sne 12a... + ?snc2(n—1) as, 
(re —= 1+2cn4at? +2en8ar +2en12a2...+2cen?2(n—1)a;, 
z ae 2 2 2 ; 2 


AN c 
rh 2 
__4\3-0) Ku 
( 1) Rey 


wa r alzai = nn —I)ai” 
IT Fre a Bar er TH RDFT ER Mn dn2(n —1)ai' 
Läflst man die imaginäre F'orm fallen, so erhält man in reeller Form die Formeln 
2 ( sn’2a. sn’4a. sn’6a.... sn’/(n-1) = (22 sn’ 4a sn’6a.. EL, 
o Fr EN ESEF ET TIEF ER TE 9 


snc’ 2a.snc’ 4a .snc’6a....snc’(n-1)a sn’ a sn’ 3a sn’5a....sn’(n-1)a 
Ih” 
Du mE ee 


(dn’2a.dn’4a. da’ 6a... .. du’ (n—1) a))* ’ 
4. 1” = k'(snc’2a snc’4a sac’6a .... snc’(n—1)«)! 
= k" (su’asn‘’3asn’5a....sn’(n—2)a)*; e 
“ = 1+2dn’4a +2 dn‘8a + 2dn’12a.... + 2da’2(n—1)a, 


2 2 2 2 
1 \:R—1) 2 Ba rd, ei au Ay en I a 
(1) r 17 snc’4a Er snc’ 8a Fr sne’ 12a ''"" ib: sue’ 2 (n—1)a 


Au 2 2 2 = 
ZA Id: aa dn’ Sa H- dn 12a „Ned 5 dn’2(n—i)a ’ 
ı A 4 2. 2 UN 
4) AU __ Kran AL: 
(—1) niE re 1+ en’4a "ir en’ Sa H cn’12a SE hr en’2(n —1)a ’ 
Au 


 Yalkanı 1 + 2cen’4a +2 cn'’8a + 2en'12a....+2en’An—1)a, 


(Me D.ZE Es 1 +2 anc’4a-t 2sne’8a-+2sne/12a ...H2sne n—1)a. 
Der Formel (2.) gemäfs ist # > 1, und der Formel (4.) gemäfls ri k'"; um 
so mehr ist X<{A‘ und also A\>K. 

Die sechs letzten Formeln lassen sich noch einfacher darstellen. 
Es ist n‘(2K— u) = sn’u, on 'QK—u) = —cn’u, und dn2K— u) 
—=dn’w. Da nun 2na=2&K’ ist, so haben wir 


sn’? (n—a)a) = +sn’2aa und snc‘(2(n—a)a) = — sne/2aa = — sn’(n-2u)a, 
en’(2(n—a)a) = —cn'?aa - cnc/(An—a)a) = + enc'?ua = + cn‘(n-2a)a, 
dn’(2(n—a)a) = +du’2aa - duc’(An—a)a) = + dnc’2ua= + du‘(n-2a)a. 


Benutzen, wir diese Formeln und setzen aufserdem zur Abkürzung 
— (Jen 


x 
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so verwandeln sich die erwähnten sechs Formeln in 
5. a = 1+2dn'24 + 2dn’da +2dn’6a +... +2du’(n—1)a, 


2 2 2 2 — 2, 
= HT a ma er) E sn’(n—2) «a 1 
Au 2 2 2 2 
L Br% That dn/(n—1)a’ 
Au 2 2 2 — 12V 
ee snea snc’3u + re TTERTROT 
9. a Fr. 1—2cn'2a +2cn’4a — 2cn’ba....+?ven’(n—1)a, 


10. nd = 2sn’ a— 2034 + 254... — 2ysn’(n—2)a + v. 
Die Ausdrücke der Modularquadranten sind, wie vorher, 
L=u.K, L= EK, also 


L K 
11. TERENR 


Nehmen wir ferner ein Argument ® = g.u und beziehen alle Modular- 
functionen dieses Arguments auf den Modul 1, alle übrigen Modularfunctio- 
nen hingegen auf den kleineren Modul %, und also auf den Modul A’, wenn 
der conjugirte zu nehmen ist, so haben wir in imaginären Formen: 

v(#) a Sie +2a:).sn(w-+4ai)....sn a) 


sn (u —2ai).sn(u—4aj).....sn(u— (n—1)a:) 


Ge sera 
Ye ee me 
n day w 1 ee.) 
a (Ge): ak dn (u— 2ai).dn (wu —4at) .... du(u— (n —1) ai) ; 
a\, tn (u+ 2ai).in(u-+ai)....tn(u +(n— 1) a:)\, 
ae Gr) { g (w—2ai).tn(w—4ai)..,.tn(u— (n—1) ai) 
Da 


sn? a in‘? 
1-++-h? sn?atn‘?b’ 


h k'? a 
en?a+ 75 ene b 


sn(a-+-b:) su (a—b3) = 


en(a+bi)ena—bi) = Wer 


dn?@«— k’? sn’? b d 
1— dn? asn’?b 
in?a—+sn'?b 
1 k’2 tn? asn‘?b 


dn(a-+-bi)du(a—b:) = 


in(a+ bi) in(a—bi) = 
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ist, so haben wir in reeller Form 


ande 1% -)s (sn? u + tn’? 2a) (sn?u+-tn’?4a).. (sn? +? a —1)a) 
ih Bi: a an en u). . A+R?tn?(n—1)asn? u)’ 


I) (on: Apbeae = 5 2a) (on: “+3 3u)... . (en: ut cn2(n—2)a) 
13. ELF Var)e vr: (1— cn‘? acn? u)(1— cen/?3a.cen?u). .. (i— cn”? (n—2)acnu) 2 
dıv— VE „) duu „ar u— ron» 20) Ant u—h ed) (dar hen Ne) 

PR Kr 1— sn‘? 2a dn? u) (i—su’?4adn?w). 1— sn‘? (n —1)a dn? u ? 
( ( 


{nv Ye >) inx 2... (m? sn‘?2a) (tn?u-4-sn‘'?4a).. .. (in? «+ sn‘? (n—1) 2 RER 
.< ! (142 5072 2a tn? u) (+ h'? sn‘? 4a tn? wo . (i+k2n? mn —1)a tn? a tn?) 


Weiter haben wir in imaginärer Form die Formel ' 
RN van)a TR. (I-sn (u ak DB Ei Sun (u+2 (n-1) ai) 
\(I-sn (u —4ai)) (1-sn (u-Sas)) ...(1- sn (u—2 (n-1) ai)) 

Da aber mut K) = snu, nwtiK) = —onv, dinwuz%iK)= 
—dow, wat: K)= —tnv, also auch 

sn(u +2 (n—o)a:i) = su(u—2aai), en(u+2(n—e)ar) = — cn(u— ua), 

du(u +2 (n—v)aı) = — da(u—2uai), 
su (u—2(n—o) ar) = sn (ut+2u ai), en (u —:(n—o)a) = — en (u+?a a), 


dn (u —2(n—o)ai) = —dn(u+?uai), 
und endlich 


tin(u +2 (n—a)ar) = —tin(u—?2uai) und in(u—2(n—a)a:) = — in(u+2aao) 
ist, so läfst sich die vorige Formel also darstellen: 
14. imo 
y az hf ee (u+2a:)) (1—sn (u-+4ai)) ....(1— su (u+(n —1)ai)) 
Akt (1— sn (u—2ai)) (1—sn (u—4ai))....(1— sn (u— (n—1)ai)) 
Ebenso ist ; 


15. 1+sıv-= | 
Iphihn (1-+su(u + 2ai)) (1+ su (u +4ai)) ....(1+ sn (u+ (n—1)ai)) 
V) ER nen apichete An ter 

| | 16. 1-1 = | 

LAN re (1—ksn (u+2ai)) 1—ksn (u+4ai)) ....(1— ksn(u+(n—1)ai)) 
(1) kn). En («2 ai)) 1—ksn(u—4ai)) .... (A ksn SÜDEN 

17. Iris = gi 

22 (1+ ksn (u+2a)) (I+ksn (u+40))....(14+ksn (u + (n—1)ai)) 

V)Atkenm. Er ksn(u—2ai)) (1+ kan (4a)... (AH ksn (u—(n—1)ai)))’ 
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18. 1—av = 
RN. u, fit en(uw+2)) (I— en (u+44)).... 
Y 4 ) se (Ci + en(u—2ai)) (I— en (u—4ai)).... 
19. 1av =. 


Y)atenu). Fra 
20. 1—dıv = 
(1+dn(u-+2a)) (1—dn (u+4a:)).... 


N n.( 
Varam. (= 


231. 1+-dıev = 
dn (u-+2a2)) (L+ dan (u+4ai)) .. 
dn (u—2a:)) (1+ du (u—4ai)).... 


en (u+?ai)) (i+ en (u+4)).... 
en (u—2ai)) (+ en(u—4ai))..... 


(1+ da (u—2ai)) (1— du (u—4a3))..... 


..(1-+vdn (u+(n— 1)ai)) 
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(1—ven (u-+ (n—1)u:)) 
(1— ven (u— (n—1)a:)) 


(1—vdn (u—(n—1)ai))/ 


} 


(1+ven (u+(n—1)ai)) 
(1-Fven (u—(n—1)ai)) 


.(A—vdn(u-Fn—1)ai)) 


(1+vdn (u—(n—1)ai)) 


22. LURNT =sna +sn(u+?2ar) + sn (u +%ai).... + sn(u-+(n—1)a:) 
+ sn (u—2 ai) + sn(u— 4ai)....+ sn (u— (n—1)a?), 
a 1 1 2 
2 env suw ni an ar ee ihr sn (u+(n—1)ai) 
1 
35 str ur se; Da ha. sn(u—(n—1)ai)’ 
Be eh a, 
er Rare Eee 7 + nei al wre 
1 1 
en(W+2ai) * en(u—4ai) | en en(u— ( Fe —1) —N)ai) . 
25. v. IE nv = cnu—en (u+2ai) + en(u+4ai) — +... + ven(a + (n—1)ai) 


k 


in tinvo = tnu—tn(u+2a:) + tn (w+4ai) — 


— tn (u—2ai) + tn(u—4ai) — +... 


für = tn”2a+in”4a+tn”ba .... 


— en (u—2a) + en u—4a)— +... 


v.„dnv = dnw— dn (u-+2a) + dn (u +4) — + .... 
— do (u—2ai) + da(u -+4ai) — + .... 


+..+vtin(ut+n—1)a) 


\ (=) sn’v = su?u + sn’ (u+2ai) + sn’(u-+4ai).... 
| + sn’(u—2ai) + sn’ (u—4at).... 
+ tn” (n—1).a. 


+ven(u— (n—1)ai), 


+v.dn(u--(n—1)ai) 
+v.dn(a—(n—1)a:), 


+vtn(a— (n—1)ai), 


+ sn? (u+(n—1)ai) 


+ sn? (u— (n—1)a:) u 


Dividirt man (15.) durch (14.) und nimmt auf beiden Seiten die natür- 


lichen Logarithmen, so hat man 


78 


“ 
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29: Samv'= 
Lama -+Ram(u +2ar) +RLam(u +Lai) +... +8am(u + (n—1)a:) 
+8am(u—2ai) +Lam(u—4ai)-+....+Lam(a — (n—1)ai), 
oder auch | 
gamv = Lamu + 2Raresin (du’2asnu) + 2Rarcsin(dn’4a sau)... 
| ..+ 28aresin (dn’(n—1)a.snu). 
Multiplicirt man die Gleichung (24.) mit 2 _ ou und integrirt dieselbe, 
so erhält man 
30. v.amv = 
ame — am(u + 2a) + am (u + 4a) — am (u + 6ai).... +Vam(a + (n—1)u:) 


— am (u —2ai) Ham (u— 4a) — am (u — bai)....+yvam(a — (n—1)ai) 


oder 
ß tinu {nu ( tn u ne) 
ae ans: ) — “.. 
v.amo = am — Farc ing (sus) -+-2arcing mu) 2arctang FRI, 
e {nu 
.. = 2yarc rang ae) 
oder auch 


amo —= ?arctang e “) — 2areing (a -) + 2 are tang Gr ae +.. 


..e——2varc tan een ah vamz. 


Es hedarf der Erinnerung nicht, dafs auch die Formeln (14. bis 28.) leicht 
in reellen Formen dargestellt werden können. 


$. 296. 


Die zweite einfache und umgekehrte Substitution nten Grades für ein ungerades n. 


So wie durch die Formeln $. 295. die Modularfunctionen des Argu- 
mentes © mit dem Modul A auf Modularfunctionen des Argumentes z mit 
dem kleineren Modul % zurückgeführt werden, so lassen sich umgekehrt, 
ohne das Verhältnifs v = u.u zu ändern, die auf den Modul k bezogenen 
Modularfunetionen des Arguments nu durch Modularfunctionen von v mit 
dem Modul A ausdrücken. 


Setzen wir zur Abkürzung 
t. Dr 


so baben wir, wenn wir auch alle Modularfunetionen der Vielfachen von 
b auf den Modul A beziehen, nach $.294. auf der Stelle die Formeln ' 


e 
% 
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n sn2bsn4bsn6b....sn 
2 wo t— (Möbme 
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(n —1)DN? 


sndb sn3bsndb....5n 


(n —2)b 


5. k = N(snbsn3b sn5b....sn(n—2)b)*, 


4, a In 


(dn2ddu4bdnbb....dn(n —1)b)* ' 


b)* 


Werden diese Formeln ‚mit den Formeln (1. bis 4.) $. 295. verglichen, so 
sieht man, dafs noch eine andgpe N möglich ist, wobei man \ 
mit %, A’ mit k, also « mit 5 und p mit „‘ vertauscht. Hiernach ver- 

wandeln sich die F'ormeln (5. bis 11.) $.295., wenn wieder v = (— 1)" 


gesetzt wird, in 


5. “= 1+2dn25+2dn45 +2dn6b.... 


+2dn(na—1)b, 


6. nt u nt 

1. EM = 1+ tatant tom 

Sn). = eb ne tn te ty, 

9 ar = I—2en?5 +2en45—2cn65 + — ..... +?2ven(n—1)b, 
10. SE = 215 —2n35+ 2055 +....—Avsan—Y)b+v, 
1. ER Run ne 


Aufserdem haben wir 


An sn(25+v).(sn(45-+v).... 

ir tan) — Ver) -ane. (ap nase. 
[kr en(2d-+v).en(4b + v).... 

13. ca) = /(jn)-e te en(4b—r).. 


FE k dn(?25-+-v).dn(45-+v).... 
14. dumw)= /(zu)- duo. a, dn(4d_e)... 


zum in(2d-+v).tn(45-+v).... 
15. tin(nu) = Y@)- er era 


kam)" 


Statt der Formeln (14. bis 19.) $.295. haben wir nun 
16. 1—v.su(nu) = 

ktan 14 sn (v+25)) l—sn(v+4b)).... 

Y Ka) SUSTReR (ER sn Au EN ai 
17. A+v.sn(nu) = 

(1i— sn(v+%)) (1+sn(v+45)).... 

Go) ROT nl DILL ENe A). 


sn((rn—1)b-+o) 
..Ssn ) ; 
en((r—1)b-Fv) 
..cn a). 
dn((n—1)b-++v) 
.da((n—1)b—v))’ 
tn(n—1)b-+v) 
.tn((n—1)d+v))" 


(1—vsn(v+(n-1)b)) 
(1— vsn (v—(n-1) Sy 


(i+vsn(o+(n-1))) 
(1-+vsn(®—(n-1)5)))’ 


% 
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18. 1-—cn(nu) = 


y&) TER (ER (+) (1— cu (v+45)) Br; vente} %.1) 
k/' "\(t+ en ®—2)) A— en (w—4b)) .... (1— ven (v— (n-1))))’ 


19. i1-+en(nu) = 


Au, (1— en(e+2%)) (I+ en(v-+4b)) .. ..(1-+-ven(v+ (n-1)b)) 
1) yigg ( —en@—2)) + en(@—aB)) -C1 3% en(v— (n-1)5)))’ 


20. 1—dn(nu) = 


Ye (Hain). (C - dn(+2)) (—dn (+45)... C—dn(o+(n—1)b)) 
(1—dn (#—25)) (1— du (v—45)) .... 1— dn (o— (n—1)5))/’ 


YG) 


(+Asu(v +) —Asn(v-+4b)).... 
) N e +Ası(W—))AL—Nsn(v—4b)) .... 


Gr 
VG 


24. 


25. 


26. 


21. 1+dn(nuo) = 


22. 1—vksu(nu) = 


23. 14+vksn(nu) = 
Asn(o-+2b))(1+Asn(v-+45)).. 


J), (1--Asnv). (a8 Bulle RORICER RR EDR 


Ferner erhalten wir noch 


rs .su(na) = snv — sn (+25) + su(o+4b) — +... 
— sn (v2) + sn (v—4b) ——+.... 


u’ 1 1 
snnu) = normtann + 
1 


ad (1+dn(v-++22)) (1+ dan (vo+45))..... (L+dn(®+ (n—1)b)) 
oa 0). (Cır du TEN RER TE ER 


(1—vAsn(®+(n-1)b)) 
.(1— vAsı(o—(n-1)5))/ 


..(1+vAsn(vo-+(n-1)b)) 


.(I+vAsn(®—(n-1)8)))" 


.+ysn(v+(n-1)b) 
+ vsn(v—(n-1)b), 


v 
an sn(v+(n—1)b) 


1 v 
sn m sn (v—4b) et fr ik % 


k' v. 1 1 1 
n = + = —-+.. 


zer “en(nu) 2 aaa Ta Rn 


£ RD TENERER TR 


en(v— 2b) + en(v— 4b) 


> Zw.en(nu) = env— en( +25) + en +4) — +... 
— en — dB) + en w—H)— + .... 
. MI tn (nu) = mo Hin +2b) tn +4b) + .... 
+ ine — 2b) +tne—4b)+ .... 
vw. du (nu) = dnv +da +25) +du@ +45) +... 
+dnw— 2b) +dinw—4d)-+.. 


: TER Foo) 


+ven(®+(n—1)b) 
+ ven(v—(n—1)b), 
+ in(vo+ (n—1)b) 
+ ine —(n—1)b), 
.+dn(® + (n—1)b) 
..+dn(e—(n—1)b), 
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30. er ) sn’ (n u) 


= an !y-+sn?(v +25)-+ sn’ +45) a a sn’(v+ (n—1)b) LA 
+s1?(o — 2b) + sn’ (v—45) + .... + sn’(v—(n —1)b) 
fir s = s’25+sn’45+sn’6b e ....+ sn?(n—1)b. 
Dividirt man die Gleichung (17.) durch (16.), zieht auf beiden Seiten die 
Quadratwurzel aus, und nimmt die natürlichen Logarithmen auf beiden Sei- 
ten, so erhält man 
% 31. v.Lam(nu) 
—= !amv—Rkam(v +25) -Ram(w +45) — + .... + v.%am(v + (n—1)b) 
— Lam(o— 25) +8amw— 4b) — + ....+v.Lam(v-- (n—1)b), 
oder 
gam(nu) = 28 arc sin (5) — 28 arc sin =) 4 


..—V.Rarc un) +v.tamv. 


u u) 


Multiplieirt man die Gleichung (29.) mit —— = dv und integrirt sie, so 


erhält man 
32. am(nu) = amv +am(v425) + am (v+4b)-L .... + am(o+ (n—1)b) 
+ am (ve — 2) + am(v— 4b) + .... +am(e— (n—1)b), 
oder 
am (nu) = amov + ?arc ang (dn ?25.tnu) + 2arctang (dn4b.inw)-+ ».» 
.. + 2arc tang(dn (n — 1)b.tnu). 


$. 297. 

Die Formeln $. 296. stehen im engsten Zusammenhange mit den 

Formeln $. 295. Jene drücken F'unctionen des Arguments nu mit dem Mo- 
dul % aus durch F'unctionen des Arguments v mit dem gröfseren Modul X; 
diese hingegen drücken die Functionen des Arguments v mit demselben 
Modul A. aus durch Functionen des Arguments uw. Insofern erscheinen die 
einen als die umgekehrten der anderen. 
- Eliminirt man die Functionen des Arguments v, so erhält man For- 
meln, welche die F'unctionen des Arguments nu mit dem Modul Ak aus- 
drücken durch Functionen des Arguments # mit demselben Modul %; daher 
erscheint auch die eine Substitution als eine Ergänzung der andern zur 
Vervielfältigung des Arguments. Insofern sind die Formeln $. 295. und 
$.296. als zu einem Systeme gehörig anzusehen. 


a 
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Man erhält aber noch leicht ein zweites solches System von eben 
so vielen F'ormeln, wenn man statt der Grundgröfsen 
uı—=— und _—.- die Grundgröfsen a = und = & nimmt, 
welches darauf hinausläuft, dafs man die Moduln %k und A nun mit A und k 
bezeichnet, zugleich aber die Zeichen « und v» mit einander vertauscht. 
Es versteht sich von selbst, dafs gleichzeitig X mit Z und K’ mit L’ ver- 


tauscht werdeu müssen; die Zeichen der Multiplicatoren u und u‘ = 


können beibehalten werden. Nehmen wir aber an, dafs u, k, k',K und 
K' dieselben Bedeutungen haben, wie vorhin, so haben A, X/, L, L/, u, u‘ 
und v andere Bedeutungen als in den Formeln des vorigen. Systems. Es 
ist nun 


n e . 
1. vll „7.d» wenn wieder u.u'=n gesetzt wird; 


2L’ 4L' ı 6L‘ n—1 3 
sn 7.807.807 .... Sn L' 
2. k = IM al SENT mans mit dem Modul Ns 
sn sn —— .SD —ı.... su L' 
\ v n n n 
na ER BE N Ba 
F r Bl Be a ö 
3. u = TaRt akt Inn mit dem Modul k; 
sn —— .sı — .8sn ——-....8sn —K 
n n n n 


v 4 ‘ ‘ i al 4 \ 
4. : AN” (sn en ar I - . L‘) mit dem Modul X’; 
\ Rn n nr n 


> zn 5 
u k= —n——...— nn —. —— mit dem Modul X’; 
(dn = an“ er rauen), 
” n ” 77 
hir 2 
6, Aue og ur 72727 2 Te mit dem Modul %; 
(an ZU qn 3 RK K) 
MN n n n 
Fu8 4 
vB 0-0 1; snS- sn DH a 23 K) mit dem Modul Ak. 
2 n n 


Dieser letzten Gleichung gemäls ist <A”, und es nähert sich also A desto 
mehr der Grenze Null, je grölser die ganze Zahl genommen wird. 


Nelmen - wir die angezeigte Veränderung mit den Formeln (12.) 


$.295. vor und beachten, dafs nuun K=yu.L und K = Bi, also - 


j] j Y 44 
= - ist, so erhalten wir Formeln, welche sich leicht also darstellen lassen: 
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“ N sn? — sn? — { sn? — 
N WA En PR: | Ra 251 an Zr Id 2 A ER ER 
ey, chip 1- — ze) TER] miR (mod. A), 
sn? sn? nn? —— 
pe: uw /N\ u 
i f sn? ZN sn2 X sn? — 
dus & 2“ ad a ar ur 
enu = 7 em DK | te] ehe l (n-liK' (mod. X), 
snc sn 1 I 
u, u e 
N sn? — sn? sn? I 
u [% [% pa u 
dnu = N‘ dn = 1 Ko 1 BR 1 TR (mod.X). 
snce? — wer, L sne r 


wenn man zur Abkürzung setzt: | 
w OR, Bo 
N= (1—12sn? = n N sn? —— sn 2)... 


EG — N sn? 1:17. vo) (mod. X) 


oder 
INT F sn?v \ sn? v sn? v 
N = fi— „ir Era so... RCTHLTE, (mod. A) 
Er" EN TR Pan 
oder auch 
7 sn2-, \ sn? ni 
N hass iR 1— _—3K 1 1— na K (mod. A). 
u sn 1 sn Une 
Wird nun re grofs genommen, wodurch der rel X\=0, also 
= 17 wird, so wird der Gleichung K = u„L gemäls — — ==" 
’ ai’ : 
sn = sinyu, en, = cosyu, dn —, =, DatÄrtr Kir — 


ai‘ ai 


:&in(an K’), snc = Wr — c0s (a12.K‘) — og (an. K); daher 


haben wir | 


1 sin? nu ( sin?2nu sin? 7 « 
#) m : spakb (1+ (u Sn Sin? al Fr Sin? er. 


sny = ——  (  ; 
Sinzyue N nu N\/,, sin nu sin?nu ki 
(ir Sin? alt An Sn R Sinn) Saat 
sin? sin? u sin nu 
che ca > Gr K)-T ol &0$? rn) a 


"(+ Eure en 
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2 2 2 
Wi (1- ee a: Bar et 27 OR u 
au m aa, enleehe r De 
(a) Het 
Diese unendlichen Producte stimmen aber mit den Formeln (6, 7, 8.) $S. 166. 
völlig überein. ’ 

Auf ähnliche Weise lassen sich die Modularfunetionen als unendliche 
Reihen darstellen, indem man sie auf Modularfunctionen mit dem Modul 
Null, d.h. auf Potenzialfunctionen zurückführt. 


$. 298. 


Umformung der Modular-Integrale von der ersten Art durch Substitution nten Grades, 
wenn » eine ungerade ®anze Zahl ist. 


Multiplicirt man die Gleichung (28.) $.295. mit A” und subtrahirt 
dann jede Seite von n, so erhält man 
n— Nwsn’v =n—u+wda’v = 
dan’ + do? (u+2% =) + dn? (w Im, 
—1)iK 
+ dn? E=ee) En dn? (u .+ dn? (u hl ut, ’ 
und hierin ist = tn” I + tn‘ + in” = abi 554 IE 1 K. 
Diese Gleichung kann noch either dargestellt werden. Den Farmbin 
(12.) $. 295. gemäls ist dnv = 0 für ddu=0. Da nun ud(K+HK)=0 
und dn(u-+ K+iK‘) =ik'tnu ist, so erhalten wir, wenn wir v=K-+iK' 
setzen, die Gleichung 
n—u = +2"! —2KRT, 
wenn wir zur Abkürzung 
1.8 = sn” Er + a . an SE ....Fh sn” ne K’ (mod. k') 
setzen; folglich reducirt sich die vorige Gleichung auf 
wdov = 
— 2%" s' + dn’u + da’ (+ )+ din’ (ur j,; .. + dn? (ns 


+ dn? 4 (u ER), 4a (u— a=DiR) 


+ (u + EI) _ 2er 
Mir 


Un 


2iK 4iK' 


er) 


Wird. diese Gleichubg mit‘ = 6a multiplieirt und integrirt, so er- 
giebt sich ai 
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EN 


de. mel 
2ER elur lat FE) + el (1 Er\,., +tel(u ee) 
oe el EN} eu Dir 


Hierdurch: ist bereits die Function elv mit dem Modul X auf Functionen 
mit dem kleineren Modul % zurückgeführt. Es sei elo=F, wenn v=L 
genommen wird, so wie elu=E für «= K. Werden die Moduln mit den 
conjugirten vertauscht, so verwandeln sich F' in F/ und E in E‘, Setzen 
wir nun v=K, alsov—=L, und beachten die Formel | 
e(K+u)+el(K— u) = 
so verwandelt sich die ‚Gleichung (2.) in 
3. ml = —2Kk”. s.K+n.E. 


Da aufserdem v = u.u und LER also £ = nn ist, SO a ah 


sich die vorige Gleichung, wenn sie hiermit N wird, in 


u. a = —Ik”s, u+n.Z 


und wird diese Gleichung von der Gleichung (2. N RR, so entsteht 
44% ‚(elv —_— Do) = 

1. + elu + el(u+ nn ) + el (u + =), ‚+ el(w + ee u) 

+el(u— #) + el(u — ee) ...tel (N). 


Da el(a+b) +ella—b) = 2ela—k’sna snb(sn(a +5)—sn(a—b)) ist, so 
kann die vorige Gleichung auch also dargestellt gern 


5. u(elo— v) Br 


nezk oa K' 
n(elu— £ u) +2K ana cnu dn« En Fe n 
; Pe dn? 1— sn’? 4 dn? 
v 
ana 3 1 K 
N 


sur ns N % 
1— sn‘? —— K'.dn? u 


Wir stellen denselben Ausdruck ‚ngeh auf eine andere 3 dar. Es ist 


N) 


zunächst | Pr 
” 79 


- 
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PB (el bu v) = 


" 3 { A; KK’ 
E a RR sn? Ar k? sn? iR 
n(elu— Zu) 2snu en a du % RL. — 
K 1— k? un ih sn? « 1— k? sn? 4iK sn? « 
n n 
„he sn? 7 1;K 


w; 1; Kon? ul 
n 


1 
sn (it ik) on ( ) 
nr n 
Hiernach haben wir 


F E R: Dnlche a ; TR 


1—k? ne? 


Es ist aber ksn an 


I u. S. W. 


3iK' 
sn?u — sn? —— sn? u — sn? 
# n 
ı 2snu cnu dnu + 2snu cnu dn« 
DIR een ie) 3 


sn? u — sn? sn? u — sn? iK' 


Aus der Gleichung (3.) leiten wir ‚eine Gleichung her, welche die con- 
jugirten Quadranten betrifft. Multiplieiren wir dieselbe mit n“ —1 K', so 
erhalten wir zunächst Mr 
nL'’F = —2k”s‘.K ie! EK. 
Da Pie nach Legendre's Satze EK -E'K'— KK = FL'+ FL LL‘ 
—= 47, also auch 
| nFL’+nF'L—-nLL' = HERE K-nKK 

ist, so erhalten wir durch Subtraction 

nL(L’—F') — (— Ik" s’+n)KK'—_nE'RK, 
und wird diese Gleichung durch ZL=w.K re so entsteht 

2. nie HE KneK-E. 
Nach $. 290. ist für «= iK‘ das Argument v—=nilL‘,. also ist«auch 
für ve UK, v—rn:il. 

Setzen wir nun in der FB'ormel (2.) wirklich vu = 2:K’, also 
ve— 2niL‘, und beachten, daß e(%K)=2%(K'—E’), el(?niL')= 
-Ini(L’—FN, ferner el(:K’+ u) + el(2iK’— u) = 4i(K'—E') ist, so ist 
u.2ne(d’—F‘) N ah a Sn E'), 
und wird diese Gleichung durch 2»: dividirt, so erhalten wir wie ‚vorhin 

wu —P) “= N KERL 
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8 29. | 
WWalleni: wir nun Formeln herleiten, welche die Ense. sind 
im Vergleiche mit denen $. 298. , SO müssen wir Von der Formel (30.) S. 296. 


ausgehen. NER“ wir dieselbe mit *? und subtrahiren sie dann von 2, 
so erhalten wir u, 


ER 4 


RICH 


n— un > we dn? (m u) = 
dn’ an (v+ 2L) Lan (o+ oe .+ dn? (On L)' 


ta) re Tl +71) 


wenn. wieder gesetzt wi. s=,8H” a re L sn we nr + L. 
Da nach Formel (14.) S. 296. dn ne 0 Ph re Fj ist, SO Pula wir 


v— L+iL‘, wodurch wir, da U —= ik'tnu = Prem ist, 
erhalten: 


+2Xs, 


"Er N — u”? em TattaNs, 
wenn wir a 


Wine T ir ee + rer, (mod 2) 


tn? 


n n i an n 


und der vorige Ausdruck reducirt sich also auf 
0 2 2 E- x 21\- af ® 
udn’ (nu) = 21+dn?v + de(o+—-)+ du („+% EN a („+ L) 


+ dn(o— 29) ++ dni(#-—2)...4 dn? ( nt L). 


nee man diese Gleichung mit u ") — dv, und integrirt, so entsteht 


%. ER ae Bere .t el N 
+el(o— 2) +el( al ET 


und hierdurch ist die Function el(nx) mit dem Modul % auf ähnliche Func- 


tionen mit dem gröfseren Modul A zurückgeführt, welche sämmtlich reell 
sind. ‚Da ürv=L, u=Kä ist, also el(nu)=nE, so erhalten wir 


p'.n. .‚E= 2t. Er F\, oder auch 
3. WE=— BAR 1 


= 


Ma 
79% 
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Da nu ev und nK=yu‘.L, also + =TI ist, so erhält man, wenn 


diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt wird, 


BER nu — 2.0, —.v, ' 


und wird diese Gleichung von (2.) suktrahirt, so entsteht 
4. (elnu)— Inu) — 


=... o+ele+el(o+)+e(o+", En .+ el(v 3 ed e 
+elle— 2) + el! 
+07 und nach $. 298. erregen, 


E 
Da Ku = 


ist, SO ist r I —2%k"rs'u, und dd v—=yu.u ist, so ist ‚endlich 
Bi tee. 
Zusatz. Nach $. 294. können aus den K'ormeln $. 298. und 299. 
noch ebensoviele neue Formeln hergeleitet werden, wenn man k mit X, 
k' mit Ä/K mit Z und K’ mit Z’ vertauscht, wobei übrigens nicht die 
Gröfsen selbst, sondern im Grunde nur ihre Zeichen vertauscht werden. 
Hierdurch verwandelt sich ‚die Formel (6.) $. 298. in 


u.(du— fu) = 


n It. — +27 nz du - 
(e 1) # f 0 u X _sm Sn 
BR B ud 
1 L 
2 u 5“ m u (n—2). (mod. A) 
su? — — sn? sn? —iK 
ud u MR 


Wird nun die Zahl » vergröfsert, also der Modul A der Grenze Null nahe 


gebracht, so nähert sich = der Grenze n; ferner wrd!=L=!a, 
Sr) 


el (* em sn. = sinyu, en = cosyu, a1, pi 
=i&in(aK‘), (de —..% =0; daher haben wir 


E 2nsinnu cosnu 2nsinnucosnu Insinnwucosnu 
elu= —. _— — Ft a 

Ri % sintnu + Sin?nK‘ ae sin re sin?nu+Sin?5nK’ m 
was mit dem Ausdrucke elu — Zu + H(u) "übereinstimmt, wenn man 


für H(u) den unter (4) $. 200. a here Werth nimmt und be- 
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achtet, dafs e ver 
sina@ cos«@ ' sin?2« 


.—— 


sin®«+Sin?# " (0528 — cos2« n: 


$. 300. 


Umformung der Modularlogarithmen und der damit im Zusammenhange stehenden 
Hülfsfunctionen durch, die obigen Substitutionen nten Grades. 


Wird die Gleichung (4.) $. 298. noch mit 22 — ou multiplicirt und 


integrirt, so erhält man sofort 
| BL 

er lei 
un. 4a + mu + Im (u+ Eile ln (2 a 1.000 + lm (u+ 3 K‘) 
im (u AR . + m(u— K‘) 
III RN) 


= .zu0°+log (5) und ebenso Im» — he‘ +log (=) 


Da ferner Imx = 


ist, so ist 


Hlv 
| log (77) == 
i Hlu. (+ uw). Bild Ei] Jen (u iK') 
—nN. KıW+log — 1] ,.. 

HI? zart Le ent Le) 

— log | — ARD Bi 
\ 

+5 (+ (ur 2 Zar N en! 1, iK)+(u_: ;K') 


—)-E.. 2(iRN). 
Diese Formel reducirt sich aber auf 
Hl(«) Hl (u-+ r Hl (w - “) Hl (w En he —) Hl (u ONE 
Hl Een u— ——iK 
e- 9. a BOB Sg 
(a Jam)... m iR) 


Setzen wir also zur Abkürzung 


Pas 


so Neunzehnter Abschmäütt. x $. 800. 
1 = BI) (9) a )-- BEE) oa 
? K a4 % (mod. A), 
EINE SIENA SR) 


so haben wir den einfacheren Ausdruck 


wa — 
2... Hio) = SE Pur ZEN, 
wenn man der Zahl & die Werthe 0,41, #2, #3, ..= &4(n—1) giebt, 


und P das Zeichen des aus dem allgemeinen: oh Hi(a +34) hier- 


nach zu bildenden Productes: ist. 


Al u | 
Da Hi + et >= A „—— 2 und ebenso auch Hl(v) = 


Ul'te . R 
77. ann Ist, so erhalten wir zunächst 
Dei khN\ 


alu 
ne = m Va mer Se Bez 


Aufserdem ist snv = y (21 P {so (et hy und wird die RE 


chung hiermit multiplieirt, so erhalten wir 


3. Aloy= hyler)-Pfarle rail, 


Benutzt man auf ähnliche Art, wie vorhin die Sinus, uoch die Cosinus und 
Differenten, so entstehen 


Bio) = Ayla): PfBilur 2), 


ci = Ey). efarle re] 


Nach $. 185. ist Hlu= e — IRR ‚Blu, ‚und ebenso ist. Ei 
| Hlv = e, rt ‚Br, u) 
' | A 
Da aber LL = us .KK' und v Ic .u?, also IT = .. ist, so ist 
\ 17 \ genu? 4 ö 


RER 1 .Bl’e. an 7 
Werden diese Werthe. ‚bediltzr;, und Kiernadl alle in der Kohnel (e) et 
haltenen cyklischen Hülfsfunctionen in hyperbolische „mit „dem ‚conjugirten 


a . 


[Sit 


sans E; ir 
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Modul umgesetzt, SO erhältın man nach Finger‘ leichten Reductionen, wenn 
“ 3 4 h 
man: zur ‚Abkürzung 


5 | 


b = 8 iR) el), zu (iR) „30 ((ZR‘) oder 


6 | 
2K' A: By 6K’ ‚m—i1y, y 
bi Br (24 ar (>) BC) «BI CTK) 

setzt, die Hormel _ 

7... Bl’v) = 1./@).r (m eh 
N | N b 1,14 kN: Sl us 
-‚Beachtet man nun, dafs nach 8.192. Bl’u = eva) Shen = (4 an 
vk': on n ist, so erhält man noch 
8 Mo) = AyE)-Plaure Hr), 
- | ') Lei’ 
9. Ho = yore), 
0... Ge) = EYE): PISr (a „geiz N. 
Nach S$. 191. ist Ki 
Mn I rl] = a) .(1— kA’ sn?’a sn? b). 
Kerner ist Hlla sh) an also ist 
Alla+b).Al(a—b) . __ Ala 2 
sn(a+D).sn(@a—b).E?b ee) (1—K’sn’aen?b), 
„_ 9b 
und da ala EI aBlaD) ur, SONAR ist, so ist 
sn? « 7 1—k?sn? a sn?b 
Al(a+b).Al(a—b) en) (1 Beet 
BRrBNS vr sn? 

Setzt man in diesen R'ormeln noch K— a statt a, so verwandeln sie sich in 
ee — a). (1—k’sn’dsnc’a) und 
Bl(a-+b).Bl(a—b) u "SR (1 sn? b 

HI? D Vk' snc?a/” 


Hiernach können die Formeln (2. bis 5.) auch also dargestellt werden: 


11. 


Hl(v) = Y (F). lu. 
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Sy Be: ( ei) 
RR PR S HR ... 
Ale)= Y)-(Alw) 2 Ge RE sneu 7 an, er s 
DB Y% I anc? u snc? u snc? u \ snc? u 
Gl) = Y(7.)-(Eluy. age ©, ‚Sk we =) Ar lag Pre 
d er Yan „aHiK‘ „RN ER 
Bl(v) = (=) (Bla)". (14 — = Medi Ei Be — a ME: 
u AV 77 snc? u snc? «u snow)" Er; " 
Nach $S. 213. ist ur N FE). AR sn’a sn?d), und da 
1 Mu» /kr Hr gr 
ferner Blu = 75 u — ae vk'. Frgri ist, so ist auch 
AUla+b). U’ (a—b) u’ a sn? b 
Bl’? X (Fr ) .(1- sn? a. 
Hla+b).Hl’la—b) _ (gie 3W (1 Ka 
Bl‘2b TAYVE snc? a 
he de = eh (1— k’snc?a sn?b). 


Hiernach können die Formeln (7. bis 10.) auf ähnliche Art umgeformt wer- 
den, wie die Formelu (1. bis 5.) umgeformt worden sind. Man gelangt aber 
zu denselben Resultaten noch einfacher. Es ist, wie schon gezeigt wurde, 


Hiv = e ##,3l’v uud auch (Hlv) = e #7, (Blu)'; 
daher haben wir die Gleichung: 
I a 
(Hiu)” Bra" 
Ebenso findet man die drei Formeln 
Alu Mo u Ba Bin 
(Al u)” (A’u"’  (Blv)" (Hl u)" (Gl u)” (SI u)” ? 
und ihnen gemäfs darf man in den Formeln (11.) statt Hlv, Alv, Glv, Blv 
der Reihe nach setzen Bl’v, Al’v, Gl’v und HSl’v, wenn man gleichzeitig 
statt Hlu, Alu, Glu und Blu der Reihe nach die Funetionen Bl’u, Al’, 


Su und Hl’u setzt. 


$. 301. 
Durch die vorhergehenden Formeln werden die Modular - Logarith- 
men und cyklischen Hülfs- Krunctionen mit dem Modul A zurückgeführt auf 


d TR ‚en? u 80? u nur‘. A: sn? u 
iur x) (2 Per 1% iR I Bike 
d 

Li; File 


ae - 
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gleiche Functionen mit dem: Modul %, (die hyperbolischen Hülfs- Functionen 
mit.dem Modul A‘ auf! gleiche Functionen mit dem Modul %‘). Wollen wir 
Formeln herleiten, welche in Bezug auf die vorstehenden die umgekehrten 
scheinen, so müssen wir von den Formeln $. 299. ausgehen. Multipli- 
nn 


ciren wir zu dem Einde die Formel (4. $. 299.) wit = dv, so er- 
halten wir 
1 u 


= —n 230 + me+ im + Hm (+)... .+ Im (v vo —5) 
+ im(o— 22) + Im(v 2)... +in@— tet) 


—(2in, + 2im ae 9 Lana] 
Da nun Im(nu)— 2. wu — = log u ferner Imp= 7.40’ +login! ist, 


so reducirt sich die Formel, wenn man zur Abkürzung 
= ul). m().m()... mtr) oder 
2. y= Gl). H).1H).... ei! Z®L) 
setzt, auf die einfachere: 
3. Hin) = Li = YG ).Hlo.E@+v).HI(4+0)....HI(ZIL+e) 
HN o)HI en)... „HI Lv), 


(mod. X) 


Hieraus folgt nun aber auf ähnliche Art, wie in $.300. gezeigt worden ist, 

4. Alan) = 4. Alva +r)-AlT Hr)... ‚A@—L+e) 

A)... Alto), 

5., Bilan) — 2 zul ‚Blv.BIC+0).BIE+0)....BIe ) 

‚BIE—r). BI»)... BIEZIL—v), 

6. Gl(nv) = de). GIv.E +0). +r)....GUÜL+V) 

ha ‚Er, Er)... Le). 
80 


u 
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Re 
Hierdurch sind nun schon die Modular-Logarithmen und die eyklischen 
Hülfs- Functionen des Arguments nu mit: dem Modul % auf ähnliche Func- 
tionen mit dem gröfseren Modul A zurückgeführt worden. 
Es können die vorigen Formeln auch wa dargestellt werden: 


‘Hi(n«) 


va — (Bey (i— Kan? 2= sn 2») (- Ran L sn vo)... (a Kran !E.sn vo), 


| en Pe Ki 
Al(nu) __yAlv y ABER | SED. Ba n 2 
ir TV sn? v sn? v tk sn? v 4 


2I\/ 4L n1l,\ 
Bl (nu) _ Blv ART Rn = n he n . | 
N 1— En, Totee 1i— —Leosee A San age nee ze 
VW vx snc?v» snc?v snc?v 7 
a )— = En). (1- an = sne N sn 2 ne Y)ır (1 A’sn? = L.suco). 


Es ist K=w.L ud K= —.L, also KK = Br .LL‘, und da (nu)’ 
= u”.v? ist, so ist 


(nu)? __ nv? 
KK Sun * 


urn)? 
Da nun Hi(nw)=e **,Bl’(nu) wd Hv=e war .Bl’(v) ist, so fin- 
det man 
Hi(nu) __ Bl’(nu) 


Allnu) __ Alnu) Bl(nu) __ Hl’(nu) 
(Hi(v))" ° (Bl v)" 


Alois. (MU Bio 7. (Ho)r 
Gl(nu) __ Sl (nu) 
(Gyr — (Em 
Demnach darf man in den Formeln (7.) statt Hl(nu), Al(nu), Bl(nu) und 
Gl(nu) der Reihe nach setzen Bl’ (nu), A’(nu), Hl’(nu) und Gl’(nu), 
wenn man gleichzeitig; statt Hiv, Alv, Blo und Gl» der Reihe ach Bl’v, 
Av, Hlv und Gl’v setzt. 

Zusatz. Nach $. 297. können nun auch die so eben entwickelten 

Formeln ihrer Zahl nach verdoppelt werden. Die Formeln (11. $. 300.) 
verwandeln sich in 


‚„ und ebenso 


und 


sn2 1 sn? “N 
vh = ka Ita Tr SEISRR | 0 „BR (mod. A), 
nl u 
Alu (a _) Pit sn er f j sn? Ze ; sn? ne Rn 4 
Wer BES ° es 8 ) an di il u... ji m aa j 
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Ar. | er) sne? fiir Sue u snet \ 
— IN izipar 2 1 jssR re PET gen mnd. 2 
vr lv) | ER ( ER nk KEROEERNEN, 
u 


u) [2 “ 
A KV 4Kı ih ; 
ka R .) / erfgis iv: an? a 2% mas 
“77 — 737 1 z 7 1. u...» ae TTzu mod. N ® 
AR 5 | sner X | ner | | ER. A 
u, u u 


Auch in diesen Formeln wollen wir n unendlich nehmen, wodurch be- 
kanntlich der Modul A=0 wird. 
un? 
u 5 N u) 


au) 


Es ist log FEB Wird nun der Modul 

X\=0, also. m = n geselzt, so Mn Im ne) — aM a ferner wird? = 
(m Au a: 

—=47 und = = (nu)’, also wird log ehe —= 0 und also 7,7 =4: 


Hiernach verwandelt sich die erste der vorstehenden vier ul in 

a sin? yu sin? sin? n sin?mu ‘ 
1. Hu yK.li+ gt el N team)" 
Da nun aber Alu = yYk.snu.Hlv, Blu= VE enu.Hiu und Glva = 


u ist, so erhalten wir, wenn die in $. 297. ii sn“, enw und dn« 


gefundenen Producte substituirt werden, die Formeln 

- HN sintnu sin?n7u sin? nü 
2 Alu sinn“ Ha) (+) (1 ), .... 
3... Bla = Cr nina a 


Eos? 2nK’ 60524nK' Cos? 6nK' 
Br sin?nu ze ‚sin?nu sin? nu sin?n7u 
4. Glu = er alt &o5? Ei) (1— E03? ni) (1: u) a? 


welche mit den im $. 186. gefundenen übereinstimmen. 


$. 302. 
Umfermung der Modular- Integrale der zweiten Art durch Substitutionen nten Grades, 
wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 

Wählen wir aufser den durch die Gleichung v =y.u mit einander 
verbundenen Argumenten % und v noch die Argumente w‘ und v’ so, dafs 
auch v’ = u.w‘ ist, so ist ebensowohl 

v+V = uw tu, als v—v = uw—u‘), 
80 * 


wu 
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mithin dürfen wir in den sich auf die früheren Umformungen beziehenden 
Gleichungen durchweg u +‘ statt v setzen, wenn gleichzeitig v +v‘ statt v 
gesetzt wird. 

Hiernach erhalten wir aus der Gleichung (2. $. 300.) sofort 


\ 
(a) log I 2 NN log ya ER er 
N Hl — Hw-—v) (uw + 


wenn in dem Summen-Ausdruck auf der ‚rechten Seite « die Werthe 0, 
+1, +2, +3, ... +4(n—1) erhält. 


Zei, ’ 
® 


Kiga / U SEN DE Han. Sah 2) 5 E25 
Da aber 90’ = u.du‘, also u jur > FERN ist, so ist 
auch 
2c@iK' 
dloeile L 310g Hi (+) 2 
dv. Ari alu en ES 
ara) 


Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir zusammen durch Subtraction: 
ölogHlv/ v— log se Hl tr 


ach Hlw— 
login (w+ 2) et _., 
BERS Te le) .u — log (u 2) 
oder auch 
2eikK' 
Hl u+w+ 

H (0.0 log = 8 H(u r ze u—log el 
n 7 


Nach Formel (1. $. 202.) kann aber diese Gleichung einfacher also dar- 
gestellt werden: 


i, S(v,0) — si&(u, a N. 

Differentiirt man die Formeln (5. und 4. $. 300.) logarithmisch, nachdem 
zuvor v‘ statt v und « stalt u gesetzt worden ist, und multiplieirt die 
neue Gleichung mit Zr; so erhält man 


Gew)v = sie (u ei), B(v).v = S}B rn); u. 


Werden diese Gleichungen mit (@.) verbunden, so erhält man, den For- 
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meln (2. und 3. $. 202.) gemäls, 
2.  &e) = sie (u, ur see 
3R HDle,v) = s{D (m, N. 


Setzt man hierin noch w’ö statt w’ und v’ö statt v‘, so verwandeln sich 
die drei vorigen Gleichungen in 


Sr) = SISlu,u +22E)}, 
4. Cv,v) = sic (u, u N 
00,0) = S{D({mw HE} 


und die Gleichungen v=u.u und v’—=yu.w’ gelten auch nun wieder. Ohne 
das Summations- Zeichen sind diese Gleichungen 


S(v)= Sww)+ S(ww +) + S(ww + %)....+ S(ww+ RK‘) 
+S(uu) 4 8(u)... + S(ww ER), 

Co) = Cww)+Clww+E)+ Clww+ FE)... + (ww + 1) 
+ oo R) + Of)... + fuer) 

D(00) = Diww)4+D (uw +) +D(uw +)... +D (uw + =tK‘) 
Ru SR] A) > BTL EN 


Aus Formel (4. 8. 300.) folgt 


2aiK 
BB EN 
Bl(v—v‘) Bl (0 er "U et 


Bier) = Ss Bor) 
Aufserdem erhält man die Gleichungen | 
B(o).v = S{B(w+ Eu), 
Ge). = S{alw+ 2) u), 
Ho). = S{Hu(w+ 2).u}, 
und daraus, den Formeln (1. $. 203.) gemäls, 


log 


N 


u 
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f | S’o,v‘) ii 
'S(u, u) +5 (u, +) HS (ww RE .+'S(u u iK') 
+ Su) +5 (ww EN 


Klv,v) = 
5. a + Cu a, 4% (uw +=lik K') 
+ el Bley" E), 

Dvv = 


Diusu) + D(ww+ FE) + Du +... + D(mw+ iR‘) 
' + Du FE) 4 D(w re + Du "iR". 


Seizt man auch in diesen F'ormeln «° statt «’ und v’z statt v’, so erhält man 


'S(wv) = 
Sir lnt ) 8lu tft) 
2. S(u, ee =) +S(ww' : I nr 

C(v,0) = 
Ca) + Cluu+ E)+Clww+ N)... + Claw + IK‘) 
(u) 40a Mole) 

’Dwv) = 


K'’ ' 4K'’ a | a, 

Dauu)+'D(uu HlE r A) + D(u,u +)... + D(wu+ en 

/ K ‘ / 4K’ n—1 ır, 
+ D(uw— )+ D(uuW— ).. . "D(u,u "ZK). 
Ein die vorstehenden Formeln sind die Modular - Integrale mit dem Mo- 
dul A zurückgeführt auf ähnliche Integrale mit dem Modul %, welcher klei- 
ner als A ist. Die umgekehrten Formeln haben dieselbe Form. Man hat 


in den vorstehenden Formeln nur © statt u, v’ statt u, nu statt v, nu‘ 


statt ©, X stalt A, k statt X, s statt Er oder er statt = iron. 


Neunzehnter Abschnitt. 8.303. 639 


$. 303. 


Differenzial-Gleichungen für den Zähler und Nenner der Substitution nten Grades, 
wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 


Setzen wir 2=y%k.snu und X=yX.snv für v=u.u, so ver- 
e - : “ e 1 a 
wandelt sich, wie oben gezeigt worden ist, snv in „_, oder X in 


wenn sich sn“ in a oder x in 1 verwandelt. 
Sn U X 
Auf ähnliche Art wie in $. 164. findet sich, dafs man setzen könne: 


m m-i 


axt+a.2°+u.2° .... 0.2" 1 gm 
X [ER ACRE SE ARE LEBER HE ae Ei EL OBEN 


een he a ar ‘ 
oder 2m +1 =n, oder auch X = AB wenn man setzt: 
m m-1 m—2 1 
U=a.2+a.20°+u.2°.... Tee" +., 
1 2 m 
= 1a +as+....+a.2”. 
u Wa 
Auch findet man leicht den Coefficienten a. Es ist nämlich gr = {, und 


7 a uyE. 


Setzt man wirklich E- statt 2, so verwandelt sich 


also rückwärts 


® 


Aus der abe x = yk.snu folgt 


ee Ir 1 
an Vh.V(i—-2ax®+rt) für u = +(&+ 7): 
und aus der Gleichung X=yX.snv folgt ebenso 


8x Ta LE IN 
au = VIVA-3RX:+X) für P= ++): 
2 dx oA 
daher ist uys- MITEEDSER A va-—: BRLX) D oder auch 


ERWNS 1-29 + X 
kV 1-2or® + xt 


Der ersten von den en (12. $. 295.) gemäfs ist 


„ 
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nn (sn? u— sn? ar ‚(sn u— sn?" Aus — ie) 


ah sn? Zr ni sn? ® 802% r ; 
4 KT; iK' le 3iK' ...o n—? i 
sn —g sn sn? iK' 
n | n n 


und wird dieser Ausdruck mit den vorigen verglichen, so hat man 


U= vkr.suu(sn?u—sn’ _, (sn?a — sn? a) a: (mu — sn UK‘), 


n 


2 | 2 
V u 1— ae K au — URr .... 1— BER ld a 
N pie sn? "—;K' ; 
n n n J 


Der Ausdruck Y kommt auch in der ersten der Formeln (11. $. 300.) vor; 
daher haben wir einfacher: 


2unın Va (+) . (2% Y oder 


logV = log 5 ) — nlog (7%) ® 


Da ferner nach $&.1711.X = yı.ıt = a == 44 ist, so haben wir 


3. SU 4) : (Fe) oder auch log U—= log (Fr) n.1og (FE : 


{ F Hlv 
Nach S$. 183. ist Imo — 3% = log (7) und Imu — n 4u: = log (ZE); 
daher haben wir 


V kr"snu (sn? u 2 


logV’ = N RE 


K 
In S. 298. wurde a = — Ik",s' ‚urn. u gefunden; wird diese 
Gleichung noch mit Du = u multiplicirt, so erhält man En Av — k"sıe 
+n. Ze 4u°, und es reducirt sich also die vorige Gleichung auf 
loegV = Imuv0—nlmu +k”s.W. ‚äh 


Differenzürt man iose Gieichong zweimal nach einander nach-v, so er- 
hält man 


iy 
—, FF Wdo—ndru 2 = W—n + 2Krs— UN. A tnker, 


und da nach $. 298. u ren = 2At' ist, so reducirt sich die vorige 
Gleichung noch auf 
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ar? Je wi heile ren: 1 "al Si 
cm du 2 44 2 
Ange = 2 — — EN. x+ ak. er 
worin Ü! = ur —E. tin a3 ER in n” et ment "n— =: K .. Seizen „wir 
1 
7 _— away zn ... ER eh 
} £ ; ee AT, — Br +8 we E’ ARE ru 
so haben. wir auch ER a 
; taten ht: \ ns 
ou ) i 


. are = Ir— X. a 


Wie in $. 164. findet man aber 


log V Ar 
Kerr Ja, kd—2err+20) 22 # 


| ou Vv Ara 
2 a —20m) oV , ki—2ax”+xt) .( 27 
u ar Br V: x 


Wird dieser Werth mi L multiplicirt und beachtet, dafs 7°. x = " ATaE 
so erhält man 


kKA—2a0 tar). Vvov 


ERNANNT Ara) er 
+ En Utnker: 0 0 | 


auan ur 02V 07V o7 
2 
4 1 (1— 28° +2) (V. Ro per hau RL a 


vl (Akt +na?) 7? — ur .UR, 


Ua 


Seizt man'in der ohtirel Gleichung uriK statt u, also 3, statt x und — =. 


statt X, so bleibt, 0 w ungeändert, aber V verwandelt sich in . e also ler 
in log U —nloge, daher erhalten wir 


Oleg U olog.x 
; ou Dar o( ou ) Rh 21 nk 
au an DE Fa Me ! 
dlogxr if K Ts7: 
o( ou. 2 k. „ r ar 
Da aber er, - = kx er, ist, so erhält man: 
U 9oU oaU Pi) 


5. dt) Us —g; 75) (ar 2), 


= (kt na) — vr. 
ES 81 


wer 
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Wird diese Gleichung mit der vorigen wergtichenk so zeigt sich, dafs sich 
die eine Gleichung in die andere verwandelt, wenn man U mit V vertauscht. 
Substituirt man in einer von diesen Gleichungen die Polynome 


’ gan m—1 ı 0 m—2 - % 1 } 
U= ur+ta.2+a.0 .... tar” z2rt und 


v-AroBRar-... ta. 


so kann man dadurch eine Recursionsformel herleiten, welcher gemäfs man 
unı Be m 
dann die Coöfficienten a, a, « .... a recurrirend berechnen kann. Die Aus- 


drücke dieser ÜOoäfficienten werden aber ziemlich zusammengesetzt, und 
da ihre Anwendung überflüssig ist, so Drehen wir die Augpbe der Aus- 
drücke der ersten von ihnen. 

Schlufsbemerkung. Die Gleichung x = snu läfst sich auch 
durch eine Substitution nten Grades unter der Voraussetzung, dafs 2 eine 
gerade Zahl ist, in eine ähnliche Gleichung mit einem andern Modul um- 
formen,“ wobei das Argument % wieder mit einem. constanten Factor u 
multiplieirt wird... Es bietet diese Umformung wenige Schwierigkeiten dar; 
sie scheint aber wenig interessant, und daher übergehen wir die Aus- 
führung ‚derselben, zumal da der in Ansehung seiner Anwendungen allein 


. wichtige besondere Fall für n—=2 schon in $. 51. bis $. 54., ferner in 


$.82. und 83. und in $. 251. bis S. 253. umständlich behandelt ea ist. 

Verbindet man die Formeln. für ein ungerades 2 mit den so eben 
genannten für n—=?7,»so ühersieht man sogleich, welche Formen die zu 
substituirenden Ausdrücke haben werden, wenn der Grad der Substitution: 
durch eine beliebige andere gerade Zahl ausgedrückt wird. 

‚Der‘ folgende zweite "Theil: wird die Behandlung‘ ‚der, ebenen und 
sphärischen Modulareurven, der Rectification und Quadratur der sphärischen 
Kegelschnitte und hauptsächlich eine -Theorie der sphärischen Kettenlinien 
enthalten. Die Untersuchung dieser statischen Curven, in ihren 'verschiede- 
nen Formen, erfordert die ausgedehntesten Anwendungen der Theorie der 


Modularfunctionen und der Modular-Integrale, wodurch allein die merk wür- 


digen#Gesetze dieser und auch der reciproken Curven ermittelt werden 
konnten. | € 
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